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ÖZET

Bu çalışmada, matris malzemesi izotrop olan viskoelastik ve fiber-takviyeli dielektrik bir ortamın dış çevreden uygulanan elektro-mekanik yükler karşısındaki davranışı incelenmiştir. Matris malzemesi  normalde izotrop bir ortam olup sırf fiber dağılımı nedeniyle  yönlü bir ortam olma özelliği taşımaktadır. Bu bağlamda cisim davranış olarak kendisini elastik gerilme, dissipatif gerilme ve elektriksel polarizasyon  tarzında ifade edecektir. Elektro​statik alanların etkisi yanında bünye teorisinin aksiyomları, özellikle objektivite ve maddesel simetri aksiyom​la​rı, ve malzemenin simetri grubuna ilişkin kavramlara dayanarak bünye fonksiyonelleri bulunurken gerek gerilme ve gerekse dissipatif gerilmenin argümanlarının somut olarak tayini için invaryantlar teorisine ait bulgu​lar rutin  bir yöntem olarak kullanılmıştır. Sonuç olarak; elastik gerilme, polarizasyon alanı ve dissipatif gerilmeye ait bünye denklemleri hem maddesel hem de uzaysal koordinatlarda elde edilmiş, simetrik ve asimetrik gerilmeler ise elastik gerilme, polarizasyon alanı ve dissipatif gerilme ifadelerini kullanarak yer değiştirme gradyanı ve türevi cinsinden bulunmuştur.
Anahtar Kelimeler: Viskoelastisite, fiber dağılım tansörü, izotropi, gerilme, bünye denklemleri.
A MATHEMATICAL MODEL  FOR THE ELECTRO

THERMOMECHANICAL BEHAVIOR OF FIBER-REINFORCED DIELECTRIC VISCOELASTIC  COMPOSITES WITH ISOTROPIC MATRIX MATERIAL
ABSTRACT
In this work  a fiber-reinforced viscoelastic dielectric body with isotropic matrix material has been investigated with reference to its interaction with external electro-mechanical  loading. Due to fiber distribution , overall structure attains a strong anisotropy, despite the fact that  the matrix material is  otherwise isotropic. In this context the body will respond by means of elastic stress, dissipative stres, and electric polarization. Besides fixing the effect of electrostatic forces , when working on the constitutive  response functions; axioms of constitutive theory,  in particular objectivity and material symmetry,  have been used  going through the isotropy group of the material when fixing invariant arguments of dissipative stress  as well as elastic stress, all being based on the routine implementation  of the theory of invariants. In the conclusion, constitutive response functions for the elastic stress, polarization, and dissipative stress have been obtained  both in material coordinates and spatial coordinates, by the use of the expressions for the symmetric and asymmetric stress, polarization, and dissipative stress,  with symmetric and asymmetric stress tensor having been obtained in terms of displacemet gradient and its material time derivatives.

Keywords: Viscoelasticity, tensor of fiber distribution,  isotropy, stress, constitutive equations.
1. GİRİŞ
Mühendislik açısından önemli olan fiber takviyeli ve​ya takviyesiz bir çok malzeme (plastikler, kauçuk, as​falt, beton) ve bazı biyolojik dokular (kemik, liga​ment, tendon, ağaç) anizotropik bir yapıda olup non​lineer viskoelastik davranış gösterir. Anizotropik bir malzemenin en basit durumu, tercihli bir yöne sahip fiber ailesi ile takviye edilmiş izotropik bir katı mat​risle temsil edilebilir. Transvers izotropi simetri gru​buna giren böyle bir kompozit yapıda viskoelastik özel​lik taşıyan bir matris ortam göz önüne alınır ve takviye elemanı olarak da kolajen fiberler kullanılırsa bazı biyolojik dokuların (ligament, tendon) bünye dav​​ranışlarını modellemek için uygun bir fiziksel ortam hazırlanmış olur. Kompozit malzemenin visko​elastik matris kısmı izotrop bir dielektrik ortam olarak düşünülmüş ancak fiber takviyesi nedeniyle güçlü bir anizotropinin varlığı kabul edilmiştir.  

Elastik dielektrikler konusu değişik yazarlar tarafın​dan çok sayıda temel araştırmaların konusu olmuştur [1-12]. Bu çalışmanın hazırlanmasında baz oluşturan bir diğer çalışmada,  iki bağımsız ve genleşmez fiber aile​si ile takviye edilmiş ve güçlü bir elektrostatik alanla etkileşim halinde olan nonlineer elastik bir di​elektrik ortamın termodinamik davranışı sistematik olarak incelenmiştir [13]. Deforme olabilen fiber tak​viyeli ortamlar konusunda temel referansımız yine Spencer’ın çalışmaları olmuştur [14-15]. Matris mal​zemenin izotrop olmasından kaynaklanan bir kısıt, ilgili serbest enerji fonksiyonunun maddesel koordinat sisteminin ful ortogonal transformasyonları altında  invaryant kalması şartıdır [16-17]. İnvaryantlar teori​sindeki yöntemler yardımıyla bizi ilgilendiren bağım​sız müşterek invaryantlar belirlenmiş ve bu invar​yantlar bünye denklemlerinin elde edilmesinde kulla​nılmıştır. Fiber dağılımı üzerine herhangi bir kısıt​lanma konmaması pratik problemlerin ele alınmasında özellikle fiber topolojisi açısından büyük bir serbest​lik derecesi sağlamaktadır.  

Bu çalışmada, alışılmış olduğu gibi dikgen koordinat sisteminde standart karteziyen tensör bileşenleri kul​la​nılmıştır. Sürekli ortamdaki maddesel noktaların Lag​range  ve Euler koordinatları sırası ile  XK  ve  xk ile gösterilmektedir. İki defa tekrarlanan indisler üzerinde toplama kuralı geçerlidir. Herhangi bir sembolün üze​rine konulan nokta maddesel türevi göstermekte olup 
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 bir virgülden sonra ge​len bir indis kullanımı ise 
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 kısmi türevi ifade etmektedir. Koyu harfler vektörleri ve tansörleri göstermekte olup altı çift çizgili harfler matrisleri temsil ederken altı tek çizgili harfler ise ilgili vek​tö​rün verilen eksen takımına göre sütun matrisini gösterecektir.

2. ELEKTRO-TERMOMEKANİK DENGE DENKLEMLERİ VE TERMODİNAMİK ŞARTLAR
Yerel Elektro-Termomekanik denge denklemleri aşağıdaki gibi özetlenebilir:

Gauss Yasası;
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Faraday Yasası;
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Kütlenin korunumu;
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Maddesel gösterimde kütlenin korunumu;
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Lineer momentumun dengesi;
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Açısal momentumun dengesi;
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Enerji dengesi;
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Clausius-Duhem eşitsizliği;
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Bu ifadelerde yer alan sembollerin fiziksel olarak; D elektrik yer değiştirme vektörü, E elektrik alan vektörü, P polarizasyon alan vektörü, 
[image: image12.wmf]0

e

 boşluğun elektriksel permitivitesi, 
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 elektrostatik potansiyel, 
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 gradyan operatörü, 
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 deformasyondan önceki kütle yoğunluğu, 
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 deformasyondan sonraki kütle yoğunluğu, 
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 hız vektörünün bileşenleri, t zaman, J  jakobiyen, 
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 ivme vektörünün bileşenleri, 
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 birim kütle başına hacimsel kuvvet, 
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 gerilme tansörü, 
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 simetrik bir tansör, 
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 permütasyon tansörü, 
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 ısı akısı vektörü, h birim kütle başına ısı kaynağı, 
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 birim kütle başına iç enerji yoğunluğu, 
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 birim kütle başına entropi yoğunluğu, 
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 bir t anında X maddesel noktasının mutlak sıcak​lığı, 
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 birim kütle başına entropi üretimi anlamını taşımaktadır. 

Yerel enerji denklemi (8) ile entropi eşitsizliği (9) uygun şekilde birleştirilir ve serbest enerji için 
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 tarzında bir Legendre transfor​masyonu kullanarak entropi eşitsizliği maddesel form​da aşağıdaki gibi elde edilir:
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(10)  

Bu eşitsizlikte gözüken büyüklüklerin maddesel ve uzaysal formları arasındaki ilişkiler aşağıda veril​miştir:
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]Þ
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Burada, 
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 termodinamik gerilme potansiyeli, 
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 genelleştirilmiş serbest enerji yoğunluğu, 
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 Green deformasyon tansörü, 
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 şekil değiştirme (genleme) hızı tansörü, 
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 deformasyon gradyanı, 
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 ters hareketin deformasyon gradyanı, 
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 maddesel koordinatlarda simetrik gerilme tansörü, 
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 madde​sel koordinat sisteminde ısı vektörü, 
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 birim kütle başına polarizasyon vektörünü göstermektedir. 

3. BÜNYE MODELİ
Entropi üretiminin genel bir ifadesi olan (10) eşit​siz​liğinin kullanılabilmesi için ( termodinamik potansi​yelinin  hangi bağımsız değişkenlere ne şekilde bağlı olduğunun bilinmesi gerekir. Buna göre (’nın argü​manlarını seçmek formal olarak belli bir malzeme seçmek demektir. Seçilen malzemeye göre (’ nın ar​gümanları ve bağlı olduğu değişkenler, bünye aksi​yomlarını kullanarak bulunmuştur. Ele alınan mal​zemede  X maddesel noktasının t anındaki ( gerilme potansiyeli, cismi meydana getiren tüm maddesel noktaların hareket ve sıcaklık tarihi ile elektrostatik alanına   bağlı olduğu düşünülerek, göz önüne alınan fi​ber takviyeli malzeme için bünye denklemlerine ait formülasyon aşağıdaki gibi özetlenebilir. Fiber vek​tö​rü A nın deformasyon geometrisi, kinematiği ve geril​me potansiyeli içerisine yerleştirilmesi daha önceki çalışmamızda verilmiştir [13].               
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Burada, 
[image: image75.wmf]S

 nın argümanları içerisinde yer alan A de​formasyondan önce fiber vektör alanını temsil etmek​tedir. 
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 elastik gerilme tansörünün, 
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 dissi​patif gerilme tansörünün, 
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 simetrik gerilme tan​sörünün, 
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 asimetrik gerilme tansörünün maddesel koordinatlardaki bileşenleridir. Bu gerilme tansörleri​nin uzaysal koordinatlardaki bileşenleri ise sırası ile 
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 sembolleri ile ifade edilmiştir. 
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 ise Piola deformasyon tansörünü temsil etmek​tedir.

Ele alınan malzemede elektro-mekanik yükleme sonucunda oluşan asimetrik gerilmenin (
[image: image82.wmf]KL
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 veya 
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) hesaplanması için elastik gerilme, dissipatif ge​rilme ve polarizasyon alanlarının bilinmesi gerek​mektedir. Elastik gerilme ve polarizasyon alanının gerilme potansiyeli 
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’ dan türetildiği  (24) ve (22)  denklemlerinden açıkça görülmektedir. Dissipatif gerilmenin ise (25) ifadesinden, argümanları belli olan bir matris form şeklinde ortaya çıktığı görül​mek​tedir. Bu durumda bünye fonksiyonları olarak ortaya çıkan ve argümanları belli olan ( ve 
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 nin açık formlarının ortaya konulması gerekir. 

Ancak öncelikle maddesel simetri aksiyomunun, ele alınan malzemenin bünye fonksiyonları üzerine getir​diği kısıtlamalar gözden geçirilmelidir. İzotropik mal​zemenin simetri grubu ful ortogonal grub olduğundan 
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 özelliklerini sağlar. Buna göre her maddesel koordinat dönüşümü maddesel ortamın bir oryantasyonuna teka​bül etmektedir. Bu dönüşüm her  
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şeklinde olup bünye fonksiyonellerini form-invaryant bırakır. Bu, matematiksel olarak 
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dönüşümlerinin geçerli olması demektir.

Diğer taraftan gerek fiberlerin uzamazlığı ve gerekse de ortamın sıkışmazlığı,  formülasyon açısından  pra​tikte yaygın bir kabul görmektedir.  Ortam sıkışmaz ve fiber ailesi uzamaz kabul edildiğinde sırasıyla 
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 şartları sağlan​malıdır. Bu şartlar altında elastik gerilme için  bünye denklemi maddesel ve uzaysal koordinatlarda aşağı​daki gibi elde edilir.
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Bu ifadelerdeki 
[image: image97.wmf]a

T

p

  

ve

 , Lagrange çarpanları olup  alan denklemleri ve sınır şartları ile belirlenir. Sıkış​mazlık şartından  J =1 alınmak suretiyle, (15) ve (13) ifadelerinden polarizasyon alanı, elastik ve dissipatif gerilme tansörleri aşağıdaki gibi yazılabilir.
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4. ELASTİK GERİLME VE POLARİZASYON ALANININ TAYİNİ
Matris ortamı izotropik kabul edildiğinden, invaryant​lar teorisinden bilindiği gibi, gerilme potansiyeli 
[image: image101.wmf]S

 kendi argümanlarına invaryantları cinsinden bağlı olmalıdır [15, 16]. İnvaryantlar teorisindeki yöntemle​ri kullanarak bir simetrik matrisin 
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 ve  iki polar vektörün 
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 birbirinden bağımsız 12 adet in​varyantı aşağıdaki gibi ifade edilmiştir:
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C Green deformasyon tansörünün ilk üç invaryantı yerine aşağıda verilen asal invaryantlarını kullana​bi​li​riz [12].  
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Ortamın sıkışmazlığı, fiber ailesinin uzamazlığı ve ay​rıca A fiber dağılımına ait vektörün birim vektör olu​şu nedeniyle  (40) ve (41) ifadelerindeki  III , I7 ve I4  invaryantları 1’e  eşit olur  ve 
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’ nın bu invaryantlara olan bağımlılığı kalkar. Sonuç olarak 
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 nın bağlı ol​duğu invaryantlar listesinde 
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argümanları kalır.

(42) ifadesinin 
[image: image121.wmf]PR
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 ve 
[image: image122.wmf]R

E

 ye göre türevi alınır (35) ve (22) denklemlerinde yerlerine yazılırsa 
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(44)

ifadeleri bulunur. Her zaman olduğu gibi tekrarlanan indisler üzerinden toplama yapılacağı anlaşılmaktadır. Bu denklemlerde yer alan ilgili invaryantların 
[image: image125.wmf]PR

C

 ve 
[image: image126.wmf]R

E

 ye göre türevleri (40) ve (41) ifadelerinden alına​rak  yerlerine yazıldığında elastik gerilmenin ve pola​rizasyon alanının bünye denklemleri nonlineer formda aşağıdaki gibi elde edilir.
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(46)    

(45) ve (46) ile verilen bünye denklemlerinin daha so​mut şekli – p ve Ta  Lagrange çarpanları ile 
[image: image134.wmf]S

’nın  invaryantlarına göre türevlerinin bilinmesi ile ortaya konulabilir. – p ve Ta’ nın alan denklemleri ve sınır şartlarından bulunabileceği daha önce ifade edilmişti. 
[image: image135.wmf]S

’nın  invaryantlarına göre türevlerinin bilinmesi için,  (42) ifadesiyle bağlı olduğu invaryantları belli olan 
[image: image136.wmf]S

’nın bu invaryantlara nasıl bağlı olduğunun bi​lin​mesi gerekir. 
[image: image137.wmf]S

, bu invaryantların analitik bir fonksiyonu ise bir polinom ile temsil edilebilir. An​cak, 
[image: image138.wmf]S

’nın kaçıncı mertebeden bir polinomla temsil edileceği, kaç teriminin alınacağı, deformasyon invar​yantının büyüklüğüne, olaydaki etkileşim paylarına kısacası nonlineerlik mertebelerine bağlıdır [12, 14, 16]. 

Bu çalışmada mekanik etkileşimler lineer, elekro-mekanik etkileşimler nonlineer kabul edilmiştir. Mekanik etkileşimlerin lineer olduğu düşünüldüğün​den elastik gerilme ve polarizasyon alanının defor​masyon tansörüne göre lineer kalması gerekir. Dola​yı​sıyla 
[image: image139.wmf]S

 fonksiyonu bağlı olduğu invaryantlara göre ikinci dereceden bir polinomla temsil edilebilir. Diğer taraftan iç enerji pozitif tanımlı olduğundan, bu poli​nomun pozitif tanımlı ve  invaryantların sırasının 
[image: image140.wmf]S

’yı etkilememesi için  simetrik katsayılı olması ya​ni kuadratik bir form şeklinde olması gerekir. Buna göre bir polinom yaklaşımının seçilmesi durumunda, gerilme potansiyeli 
[image: image141.wmf]S

 için mevcut invaryantlar cin​sinden aşağıdaki ifade yazılabilir.
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(47)

(45) ve (46) denklemlerinde gözüken 
[image: image143.wmf]S

’nın  invar​yantlarına göre türevleri (47) ifadesinden aşağıdaki gibi elde edilir.
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(48)

Bu aşamada invaryantların kimin fonksiyonu olduğu​na dikkat edilmeksizin gerilme potansiyelinin invar​yantlara göre türevleri alınmıştır. (48) ifadesindeki invaryantların (40) ve (41) ifadeleriyle nelere bağlı ol​duğu belirtilmişti. Green deformasyon tansörüne, 
[image: image149.wmf])

(

KL

C

, bağlı invaryantlar, daha kullanışlı bir para​metre olan genleme tansörü 
[image: image150.wmf])
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KL

E

 cinsinden ifade edilebilir. Bu amaç doğrultusunda, (40) ve (41) ifade​leriyle verilen Green deformasyon tansörüne bağlı invaryantlar, sürekli ortam mekaniğinde bilinen ifade​ler kullanılarak genleme tansörü cinsinden aşağıdaki gibi  hesaplanmıştır.
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(49) 

(45) denkleminin sağ tarafındaki ikinci terimden son​raki terimler ile (46) denkleminin sağındaki bütün te​rimler, (48) ifadeleriyle verilen kısmi türevler ve (49) ifadeleriyle verilen invaryantlar kullanılarak hesaplan​mıştır. Uzun ve karmaşık işlemlerden sonra bu çalış​mada yapılan kabuller nedeniyle 
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 tansörünün bi​rinci mertebeden, 
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vektörünün ikinci mertebeye kadar ve 
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 vektörünün dış çarpımlarında bileşen​le​rinin çift sayıda olanları dikkate alınmıştır. Bu durum​da elastik gerilme başlangıçta gerilmesiz ve yüksüz durumda (
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şeklinde elde edilir. Bu denklemdeki 
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 katsayıları aşağıdaki gibi ta​nımlanmıştır ve ortamın 
[image: image173.wmf]q

 sıcaklığına bağlıdır. 
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Polarizasyon alanı ise, 
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(52)
şeklinde elde edilmiştir. (52) denklemindeki 
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(53)

şeklinde tanımlanmıştır. 

(50) ve (52) denklemleri bu çalışmada ele alınan ortam için söz konusu kabuller altında elde edilen elas​tik gerilmenin ve polarizasyonun bünye denk​lemleridir. (50) denkleminde birinci ve ikinci terimler sı​rasıyla, hidrostatik basınç ve fiber germesinin gerilmeye olan katkılarını; üçüncü ve yedinci terimler bir​leştirildiğinde elastik deformasyonun katkısını; dör​düncü ve on beşinci terimler ikinci mertebeden elek​trostatik katkıyı; beşinci, altıncı, sekizinci, on altıncı ve on yedinci terimler nonlineer elektrik alanı ile elastik deformasyon alanının etkileşiminin oluştur​du​ğu gerilmeyi; dokuzuncu terim fiber dağılımının kat​kısı; onuncu ve on birinci terimler fiber dağılımı ve elastik deformasyonun etkileşiminden kaynaklanan gerilmeyi; on ikinci ve on sekizinci terimler nonlineer elektrostatik alanla fiber alanının gerilmeye olan kat​kısını; on üçüncü, on dördüncü, on dokuzuncu ve yir​minci terimler nonlineer elektrostatik alanla elastik alanın ve fiber alanının üçlü etkileşiminin oluşturduğu katkıyı göstermektedir. 

(52) ifadesiyle verilen polarizasyon alanının bünye denklemi fiber takviyesiz dielektrik malzemeler için ifadenin ilk üç terimine indirgenir. (52) ifadesindeki diğer terimler bu çalışmada ortaya çıkmış olup yenidir ve tek fiber ailesi dağılımıyla elektrik ve deformasyon alanlarının etkileşimlerinin polarizasyon alanına olan katkılarını ifade eder. Diğer taraftan (50) ifadesi ile verilen elastik gerilme bünye denklemi de, gerek fiber takviyesiz ve gerekse elektrostatik etkileşime maruz kalmayan sıkışmaz  izotrop ortamlar için daha basit formlara indirgenebilir. 

Ayrıca (52) ifadesinde elektrik alanı ve elastik genleme alanı sıfır yapıldığında polarizasyon da sıfırlan​maktadır. Bu durumun anizotropik durumun davranı​şında geçerli olmadığı birinci makalede gösterilmişti.*

5. Elastik  Gerilmenin  ve  Polarizasyon   Alanının  Uzaysal  Formu

(50) ve (52) denklemleri (38) ve (37) ifadelerinde yerlerine yazılıp, sürekli ortamlar mekaniğinin bilinen yöntemlerini kullanarak elastik gerilmenin uzaysal formu, 
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şeklinde elde edilmiştir. Polarizasyon alanının uzaysal formu ise,
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tarzında ortaya konmuştur. Burada 
[image: image216.wmf]K
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tansörleri sırasıyla finger deformasyon tan​sörü ve uzaysal genleme tansörü olarak bilinir. 

(54) ve (55) denklemleri sürekli ortamlar mekaniğinin bilinen bağıntılarını kullanarak ve bu çalışmada me​kanik etkileşimin lineer kabul edildiğini göz önünde bulundurarak  yer değiştirme gradyanına bağlı olarak elastik gerilme,
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şeklinde elde edilmiştir. Bu denklemdeki katsayılar,


[image: image230.wmf]3

1

a

l

º

,
[image: image231.wmf]8

2

a

l

º

,
[image: image232.wmf]10

3

a

l

º

, 
[image: image233.wmf]12

4

a

l

º

, 
[image: image234.wmf]15

5

a

l

º

, 
[image: image235.wmf]2

6

a

l

º

,
[image: image236.wmf]4

7

a

l

º

,
[image: image237.wmf]9

8

a

l

º

,
[image: image238.wmf]13

9

a

l

º

,
[image: image239.wmf]6

10

2

1

a

l

º

 
[image: image240.wmf]7

11

2

1

a

l

º

,
[image: image241.wmf])

2

1

(

5

3

12

a

a

l

+

º

, 
[image: image242.wmf])

2

1

(

11

10

13

a

a

l

+

º

, 
[image: image243.wmf]17

14

2

1

a

l

º

, 
[image: image244.wmf]8

15

2

1

a

l

º

, 
[image: image245.wmf])

2

1

(

14

12

17

a

a

l

+

º

, 


[image: image246.wmf]10

16

2

1

a

l

º

, 
[image: image247.wmf])

2

1

(

16

15

18

a

a

l

+

º

,
[image: image248.wmf]16

19

2

1

a

l

º


(57)

şeklinde tanımlanmıştır. Polarizasyon alanı ise,  
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olarak elde edilmiştir. (58) denklemindeki katsayılar,
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olarak tanımlanmıştır. 

6. DİSSİPATİF GERİLMENİN TAYİNİ
İncelenen ortamın viskoelastik davranışının Kelvin-Voigt modeline uygun olduğu düşünülmektedir. Dis​sipatif gerilmenin şekil değiştirmeye, şekil değiştirme hızına, fiber dağılımına ve elektrik alanına bağlı ol​duğu belirtilmiş ve (25)-(27) ifadeleri verilmişti. Bün​ye fonksiyonlarından olan dissipatif gerilmenin üzeri​ne gelen ek kısıtlamalar ortamın maddesel simetrisin​den kaynaklanır. Dissipatif gerilme, ortam izotrop ol​duğundan 
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 ve 
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 simetrik matrisleri ile 
[image: image260.wmf]A

 ve 
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 polar vektörlerinin izotrop bir fonksiyonudur. Notasyon kolaylığı sağlamak amacıy​la 
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 tansörünün 
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’ ya olan bağımlılığı gösterilme​miştir.
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 tansör bileşeninin invaryant argümanları cin​sin​den açık ifadesini elde etmek için, invaryantlar teorisine göre şu şekilde bir yol izlenmektedir [16].  V  key​fi bir vektör olmak üzere 
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 tansörü V vektörü ile sağdan ve soldan skaler çarpılır ve bu çarpım a​şağıdaki gibi bir 
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skaler fonksiyonu ile tanımlanır.
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(60) ifadesinin VK  ve  VL  ye göre kısmi türevleri alınırsa, 
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yazılır. Bu ifadenin sol tarafı V vektöründen bağımsız olduğu için (61) eşitliği V=0 içinde geçerli olmalıdır. Bu durumda 
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 izotrop tansör fonksiyonu aşağı​daki gibi ifade edilir.
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Bu durumda (62) bağıntısından 
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 tansörünü bulabilmek için, 
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 argümanlarına bağlı olan 
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 skalerinin yapısını belirleyip bu fonksiyonun V vektörüne göre ikinci dereceden kısmi türevini V=0 da hesaplamak gerekir. Önce 
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 skaler fonksiyo​nu​nun argümanlarından keyfi V vektörünü çıkarıp argü​manları 
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olan bir skaler fonksiyon ta​nımlayalım.
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İzotrop bir fonksiyon olan Z nin ortogonal koordinat dönüşümleri altında invaryant kalması için, argüman​larının sonlu sayıda invaryantlarına bağlı olması gere​kir. İnvaryantlar teorisindeki yöntemlerden faydalana​rak [16], iki simetrik tansör 
[image: image278.wmf]C
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ve

 ile iki polar vek​tör 
[image: image279.wmf]E
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 nin birbirinden bağımsız 31 adet invar​yantı aşağıdaki listede ifade edilmiştir.
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(64)

Ancak asıl bulunması gereken fonksiyon 
[image: image311.wmf]Â

 skaler izotrop fonksiyonunun argümanları 
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, 
[image: image313.wmf]V
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 şeklindedir. 
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 skaleri, V  vektörünün bi–lineer bir fonksiyonu olduğundan (64) deki invaryantlara ilave-ten aşağıda verilen invaryantlara da bağlıdır.
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(65)

Bu durumda (60) ifadesiyle tanımlanan 
[image: image336.wmf]Â

  skaler fonksiyonu, (65) ifadesindeki Ki ( i = 1,2,...,14) invaryantları cinsinden bi-lineer ve Ki ( i = 15, 16, ...,21) invaryantlar cinsinden lineer olmalıdır. O halde 
[image: image337.wmf]Â

 fonksiyonu için aşağıdaki ifade yazılır.
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(66)                                        

(66) denklemindeki 
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 ve  
[image: image341.wmf])

14

,...,

3

,

2

,

1

,

(

=

b

a

l

b

a

 katsayıları, (64) denkle​mi ile verilen invaryantların birer skaler fonksiyonu​dur. Ayrıca 
[image: image342.wmf]b
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 katsayıları için, 
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 si​metri şartı geçerlidir.

(62) ilişkisi kullanılıp  bu çalışmada etkileşimler ilgili yapılan kabullerden dolayı  
[image: image344.wmf]C

 ve 
[image: image345.wmf]C

&

 tansörlerinin bi​rinci mertebeden, 
[image: image346.wmf]E

 vektörünün ikinci mertebeye ka​dar olan terimleri ve A fiber vektörünün dış çarpım​la​rında sadece çift sayıda olan bileşenleri dikkate alın​dı​ğında dissipatif gerilme aşağıdaki gibi elde edilmiştir.
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(67)

(67) denklemindeki katsayılar, mekanik etkileşimler lineer kabul edildiğinden (64) ifadesindeki  
[image: image354.wmf]C

 ve 
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 tansörlerinin karesel yada daha yüksek mertebeden te​rimleri ile, 
[image: image356.wmf])

(

C

C

&

 şeklindeki terimleri içermeyen in​varyantların birer skaler fonksiyonudur. Ancak (64) ifadesindeki 
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 invaryantlarınının değerinin,  fiber ailesinin uzamazlığından ve A fiber dağılımına ait deformasyondan önceki birim vektör olduğundan  1’e eşit olduğunu göz önünde bulundurup  bu katsa​yı​la​rın bağlı oldukları invaryantlar 
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 cin​sin​den  aşağıdaki gibi yazılmıştır.
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(68) 

(67) denklemindeki katsayılar (68) deki invaryantların skaler fonksiyonu olarak,
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(69)                 

yazılabilir. Burada, 
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şeklindeki tanımlamalar kullanılmıştır. (69) ifadeleri (67) denkleminde kullanılıp 
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tansörleri, 
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tansörleri cinsinden ifade edilip, etki​le​şimler ve fiberlerle ilgili yapılan kabuller göz önünde alındığında  aşağıdaki ifade elde edilmiştir.
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(70)

(70) denklemindeki 
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 sıcaklığı​na bağlıdır. 
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 tansörleri cin​sinden ifade edilebildiğinden (27) ifadesi (70) denk​lemindeki katsayılara bir kısıtlama getirir. Buna göre, 
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(72)

ifadesi yazılır. (72) ifadesine göre söz konusu olanlar keyfi olduğundan, bu denklemin gerçekleşmesi için gerek ve yeter şart, 
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 katsayılarının sıfır olmasıdır. Bu du​rumda dissipatif gerilmenin maddesel formunu veren ifade aşağıdaki gibi elde edilir. 
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(73)

(73) ifadesi, elektrostatik bir alanla etkileşen tek fiber aileli viskoelastik ve dielektrik bir izotrop ortamda or​tamın sıkışmaz, fiber ailesinin uzamaz ve mekanik etkileşimlerin lineer, elektro-mekanik etkileşimlerin nonlineer kabul edildiği durumda, dissipatif gerilme​nin maddesel koordinatlarda bileşenleri cinsinden bünye denklemidir. Bu denklem fiber ve elektrostatik alan etkileri ihmal edildiği zaman Koh ve Eringen (1963) tarafından verilen denklemlerin ısıl terimler dışında kalanları ile örtüşmektedir [18]. (73) denk​le​mindeki terimler de elastik gerilmedeki terimlere ben​zer tarzda yorumlanarak viskoelastik malzemede olu​şan dissipatif gerilme hakkında daha yakın bir görüş oluşturulabilir. Bu denklemden görüldüğü üzere elek​trostatik alanın ve fiber dağılım alanının şekil değiş​tir​me hızıyla ayrı-ayrı ve birlikte etkileşimleri dissipatif gerilmenin oluşmasına katkıda bulunmaktadır.   

7. DİSSİPATİF  GERİLMENİN  UZAYSAL  FORMU 

(73) denklemi (39) ifadesinde yerine yazılıp sürekli ortamlar mekaniğinin bilinen yöntemlerini kullanarak dissipatif gerilmenin uzaysal formu aşağıdaki gibi elde edilmiştir. 
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         (74)

Burada genleme tansörünün uzaysal koordinatlardaki şekli, 
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 olarak ifade edilmek​tedir.
(74) denklemi, sürekli ortamlar mekaniğinin bilinen bağıntılarını kullanıp, bu çalışmada mekanik etkile​şimlerin lineer kabul edildiği göz önüne alındığında  yer değiştirme gradyanının zamana göre maddesel türevine  bağlı olarak aşağıdaki gibi elde edilmiştir.
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(75)                    

Bu denklemdeki katsayılar, 
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şeklinde tanımlanmıştır. 
[image: image510.wmf])
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sıcaklığına bağlıdır. (75) denk​lemi dissipatif gerilmenin uzaysal koordinatlarda yer değiştirme gradyanının zamana göre maddesel türevi​ne bağlı olarak elde edilen bünye denklemidir. (75) denkleminden görüldüğü gibi şekil değiştirme hızı, elektrostatik alanı ve fiber dağılım alanına ait terimler üçlü etkileşim halinde dissipatif gerilme dağılımına katkıda bulunmaktadır. Bu yeni terimler bu çalışmada dissipatif gerilme için oluşturulan bünye modelinin uzaysal koordinatlarda matematiksel yapısını temsil etmektedir.   

(50) ifadesiyle verilen elastik gerilme ile  (73) ifadesiyle verilen dissipatif gerilme denklemleri (28) denkleminde yerlerine yazılırsa simetrik gerilme için maddesel bünye denklemi aşağıdaki gibi elde edilir.  
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                        (77)

(77) denklemiyle verilen simetrik gerilme ile (52) denklemiyle verilen polarizasyon alanı (30) denkle​minde yerlerine yazılırsa asimetrik gerilmenin madde​sel formu aşağıdaki gibi bulunmuştur.
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(78)

(78) ifadesi,  sıkışmaz ve uzamaz fiber aileli izotrop bir ortam olarak düşünülen, elektrostatik bir alanla etkileşen ve termomekanik yükleme ile deformasyona uğrayan ve polarize kompozit viskoelastik bir malze​mede asimetrik olarak ortaya çıkan  gerilmenin, söz konusu kabuller altında elde edilen  maddesel bünye denklemidir. (78) ifadesine göre, polarizasyondan kaynaklanan son beş terim, gerilmenin asimetrik ola​rak ortaya çıkmasına neden olmaktadır. Eğer elek​trik​sel etkileşimlerin de lineer olduğu düşünülürse, bu denklemdeki polarizasyondan kaynaklanan terimler ile simetrik gerilmeden gelen ikinci dereceden elektrik alanı içeren terimler ihmal edilecektir. Görüldüğü gibi malzeme içinde oluşan maddesel koordinatlardaki ge​rilmenin asimetrik olması güçlü elektriksel etkileşim​lerden kaynaklanmaktadır.      

(56) ve (75) denklemleri (29) ifadesinde yerlerine yazıldığında simetrik gerilme uzaysal formda yer değiştirme gradyanına ve türevine bağlı olarak aşağı​daki gibi elde edilmiştir. 
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(79)

Asimetrik gerilmenin yer değiştirme gradyanı ve türevi cinsinden ise, (79) denklemi ile (58) ifadesiyle verilen polarizasyon alanı denkleminden ve  (31) denkleminden, 
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şeklinde elde edilmiştir. 

8. SONUÇLAR
Bu çalışmada, fiber takviyeli viskoelastik ve dielek​trik bir malzemenin matris ortamının izotropik olması du​rumunda dış çevreden maruz kaldığı elektro-meka​nik yükler karşısındaki davranışı Sürekli Ortamlar Mekaniği kapsamında sistematik bir şekilde incelen​miştir. Matris malzeme normalde izotrop bir ortam olarak düşünülmüş, ancak sadece fiber dağılımı nede​niyle yönlü bir ortam olma özelliği kazanarak anizo​tropik bir yapı görünümü kazanmıştır. Bu bağlamda cisim davranış olarak kendisini elastik gerilme, dissi​patif gerilme ve polarizasyon alanları tarzında ifade etmektedir. Matris malzeme izotrop alındığından ge​rek gerilme potansiyelinin ve gerekse dissipatif geril​menin argümanlarının somut olarak tayini için invar​yantlar teorisine ait bulgular uygun bir yöntemle kul​lanılmıştır. (45) ve (46) ifadeleriyle verilen elastik gerilmenin ve polarizasyon alanının nonlineer bünye denklemlerinin daha somut bir ifadesinin elde edil​me​si için 
[image: image590.wmf]S

’ nın bağlı olduğu argümanlarına göre türev​lerinin bilinmesi gerektiğinden 
[image: image591.wmf]S

 gerilme potansiyeli ikinci dereceden bir polinomla temsil edilerek invar​yantlarına göre türevleri hesaplanmıştır. Bu işlemler esnasında mekanik etkileşimler lineer, elektriksel etkileşimlerin nonlineer olduğu kabul edilmiştir. Ay​rı​ca, malzemenin fiber boyunca yön değişimine duyar​sız kaldığı dikkate alınarak fiber vektör bileşenlerinin çift sayıda olanları işlemlere dahil edilmiştir. Daha sonra, elastik gerilme ve polarizasyon alanının mad​desel koordinatlardaki bileşenleri cinsinden bünye denklemleri (50) ve (52) ifadeleri ile verilmiştir. Bu ifadeler gerek fibersiz ve gerekse elektrostatik bir et​kileşime maruz kalmayan basit ortamlara rahatlıkla indirgenebilir. Bu denklemlerdeki hem deformasyon alanı hem fiber dağılımı hem de elektrik alanının üçlü etkileşim halinde olan terimleri yenidir. (50) ve (52) bünye denklemlerinin uzaysal koordinatlardaki form​ları yer değiştirme gradyanına bağlı olarak (56) ve (58) ifadeleri ile verilmiştir. 

Daha sonra dissipatif gerilmenin nonlineer izotropik bünye denklemi, argümanları vasıtasıyla, mekanik ve elektriksel etkileşimler ve fiber ailesi ile ilgili olarak yapılan kabuller göz önüne alınarak (73) ifadesiyle or​taya konmuştur. (73) bünye denkleminin uzaysal ko​ordinatlardaki şekli yer değiştirme gradyanının türe​vi​ne bağlı olarak (75) ifadesi ile verilmiştir. 

Bulunması hedeflenen simetrik ve asimetrik gerilme​ler, elastik gerilme, dissipatif gerilme ve polarizasyon alanı ifadelerini kullanarak maddesel koordinatlarda (77) ve (78) ifadeleriyle belirlenmiştir. Uzaysal koor​dinatlarda bulunan elastik gerilme, dissipatif gerilme ve polarizasyon alanı kullanılarak yer değiştirme gradyanı ve türevi cinsinden simetrik ve asimetrik gerilmeler (79) ve (80) ifadeleriyle ortaya konmuştur. 
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