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OZET

Bu c¢aligmada, uglar1 serbest, igerisinde tiniform ig¢ 1s1 {iretimi olan, rijid bir kilif
igerisine yerlestirilmis bir silindir igin elastik-plastik gerilme analizi yapilmistir.
Silindir malzemesi elastik-miitkemmel plastik malzeme olarak kabul edilmistir.
Analiz sirasinda Tresca Akma Kriteri ve Birlesik Akis Kurali kullanilmistir. Silindir
icerisindeki i¢ 1s1 iiretimi belirli bir degere ulastiginda, silindirin dig yilizeyinde
plastik bolge olusmaktadir. I¢ 1s1 iiretiminin bu degerin iizerinde arttirilmasiyla
silindir tamamen plastik hale gelmektedir.

Anahtar Kelimeler: Rijid kilifl silindir, birlesik akis kurali, elastik-palstik gerilme
analizi

ELASTIC-PLASTIC STRESS ANALYSIS OF A CYLINDER WITH
RIGID CASING SUBJECTED TO A UNIFORM INTERNAL HEAT
GENERATION

ABSTRACT

In this study, elastic-plastic stress analysis of a cylinder with rigid casing subjected
to a uniform internal heat generation is made. Cylinder is assumed to be made of
elastic-ideal plastic material. The analysis is based on Tresca’s yield condition and
the associated flow rule. At a critical heat generation rate, yielding starts at the outer
boundary of the cylinder. Beyond this internal heat generation rate the plastic region
propagates inwards and eventually the fully plastic state is reached.

Keywords: Cylinder with rigid casing, Associated flow rule, elastic-plastic stress
analysis
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1. GiRiS

Pek c¢ok miihendislik elemanin tasarimindaki 6neminden dolayi, termal ve/veya
mekanik kuvvetlere maruz kalan silindirik ve kiiresel govdelerin elastik-plastik
davranisina olan ilgi gozardi edilemez. Malzemelerin ekonomik kullanimlari
acisindan elastik bolgedeki davranislart kadar plastik bolgedeki davranislart da
onemlidir. Plastik deformasyonun en biilyiik nedenlerinden biri de 1s1l gerilmelerdir.
Uygulamalara iki 6rnek, dogru akim ileten elektrik tellerinin i¢ diren¢ nedeniyle
olusturdugu 1s1 iiretimiyle maruz kaldigi 1s1l gerilmeler ve i¢ enerjinin niikleer
fizyonla iiretildigi kat1 niikleer yakit elemanlar1 olarak verilebilir.

Pratik 6nemi nedeniyle farkli ug¢ sartlarinda ve sicaklik dagiliminin etkisindeki
silindir i¢in elastik-plastik gerilme analizi ile ilgili caligmalar literatiirde yer
almaktadir. [1-3]. Bu ¢alismalarda akma kriteri olarak genellikle Tresca akma kriteri
kullanilmig ve silindir tamamen plastik hale gelinceye kadar analiz devam
ettirilmistir. Caligmalarda i¢i bos (boru) veya dolu silindirin dis yiizeyi gerilmesiz
olarak kabul edilmistir.

Bu calismada ise uglar1 serbest, iiniform i¢ 1s1 {iretimi etkisinde, elastik-miikemmel
plastik bir malzemeden yapilmis, disinda rijid bir kilif bulunan silindir igin elastik-
plastik gerilme analizi yapilmistir. Analiz sirasinda Tresca akma kriteri ve birlesik
akis kurali (Asssociated Flow Rule) kullanilmistir. Silindir ile rijid kilif arasindaki
birlesme yiizeyi siirtiinmesiz olarak kabul edilmistir. Calismada once elastik gerilme
bagmtilart elde edilmis ve yiik parametresi arttirildiginda akmanin silindirin dig
yiizeyinde basladigi goriilmiistiir. Bu yiik parametresinin g” , lizerine ¢ikildiginda
silindirin dis ylizeyinde baglayan plastik bdlge silindirin merkezine dogru
ilerlemistir. q) yiik parametresinde ise silindir tamamen plastik hale gelmistir.

2. TEORI

2.1 Elastik Davrams

Genellestirilmis Diizlem Gerinim durumunda ve T(r) sicaklik dagilimi etkisindeki
bir silindir i¢in gerilme bilesenleri ve radyal deplasman asagidaki gibi ifade
edilebilir [2].

Ea ¢ C

=7 0+ 5 +—=2 )]
-v r
Ea ¢ C
O'HZI_V(Q—T)-F?l—r—ZZ (2)
az=—1E“ T+vC, +Ee, 3)
-v
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u:—ug+ a 1+V9 +L(l+v)(l—2v)Cl—vg, r “)
E r I-v 2F )
Bu ifadelerde o, radyal gerilme, o, tegetsel gerilme, o eksenel gerilme, 5 radyal

deplasman, C, ve C, integral sabitleri, ¢ 1s1l genlesme sabiti, v Poisson orani, £

elastisite modiilii ve g ise @ = iz I Trdr seklinde bir kisaltmadir.
r

Kati bir silindir i¢in C, =0 dwr. Silindirin dis ylizeyindeki rijid kilif nedeniyle
7 =b de radyal deplasmanin sifir olmasi sarti kullanilarak C integral sabiti
asagidaki gibi bulunabilir.

2F { (1+v)

v i-2v) | (t-v)

eksenel gerinim ise,

a0(0,b)+ o (b)+ vgz} ®)

b
sz (2mr)dr =0 (6)
0
serbest ug sart1 kullanilarak,
e =20V o0, (7
(1-v)

seklinde elde edilir. Bu ifadede
00.0) = [ 1rar ®)
b5
seklinde tanimlanmuistir.

Yiizeyi sabit sicaklikta tutulan ve igerisinde tiniform ¢” i¢ 1s1 Uretimi olan bir
silindir i¢in sicaklik dagilimi

"

T(r):z_ﬂ(bz -r?) )

denklemi ile verilir [4]. Bu denklemde A 1s1l iletim katsayisidir.

Sicaklik dagilimi denklemi C, ve (C, integral sabitleri, gerilme bilesenleri (1-3) ve

radyal deplasman (4) denklemlerinde yerine konulup, boyutsuzlastirma islemi
yapilirsa, asagidaki boyutsuz ifadeler elde edilebilir;

5-—4"_[_7] (10)
16(1-v)
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—_—m

5,=—4" [ (11)
16(1—v)

5 -—1" P (12)
8(1-v)

@+Wn{qaa_@‘ﬂr@yﬂmﬁﬂ (13)

Ty (1+v)
bu ifadelerde, o, =0,/0, (i=r, 0, z) boyutsuz gerilme bilesenleri, 7; = Eu/o,b
boyutsuz radyal deplasman, 5" = Eaq"b* /oA boyutsuz yiikk parametresi, 7 = r/b
boyutsuz yarigap, o, ise silindir malzemesinin referans sicakliktaki akma
dayanimudir.

g" boyutsuz yiik parametresi yavas yavas arttirilarak, boyutsuz gerilme bilegenleri
boyutsuz yarigapa gore grafiklenirse, akmanin silindirin dis ylizeyinde baslayacagi
goriilebilir. Silindirin dis ylizeyinde, o en bilyiik normal gerilme, o ise en kiigiik
normal gerilmedir. Bu durum i¢in Tresca akma sarti,

0.-0,=0, (14)
olmaktadir. (10) ve (12) denklemlerinde ; yerine p (veya 7 =1) konularak elde
edilen ifadeler (14) akma sartinda yerine yazilirsa silindirin dis yiizeyinde akmaya
neden olacak yiik parametresi g

q"=4(1-v) (15)
olarak bulunabilir. v=0,295 olarak alindiginda akmaya neden olacak boyutsuz yiik
parametresi g”=2,82 olarak elde edilebilir. Bu yiik parametresinin Uzerine
c¢ikildiginda, silindirin dis yiizeyinde baglayan plastik bolge genisleyerek silindirin
merkezine dogru ilerler.

2.2. Plastik Davranis

g/ ik parametresinin lizerine ¢ikildiginda, silindirin dis yiizeyinden ige dogru
ilerleyen bir plastik bolge (r{r<b) olusmaktadir. Silindirin merkezinde ise elastik
bolge  (0<r<p) bulunmaktadir. Plastik bolge i¢in gerilmeler & )o,)o,
esitsizligini saglar ve Tresca akma sarti o — o, = o, seklinde yazilabilir. Bu bolge
icin Birlestirilmis Akis Kurali asagidaki sekildedir;

dej =0 (16a)

de! =—de? (16b)
Plastik bolge i¢in gerilme ve gerinim bilesenleri ve deplasman ifadelerini elde etmek

icin 6nce toplam gerinimler elastik, plastik ve 1s1l gerinimlerin toplami olarak ifade
edilir;
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e =¢ +el +al (17a)
g =¢€,+& +al (17b)
e =¢+¢el+al (17¢)

(17¢) ifadesinden ¢” ¢ekilip, elde edilen ifade, ¢ = —¢” oldugu hatirlanarak, (17a)

ifadesinde g7 yerine konulabilir. Bu sekilde ¢ i¢in elde edilen ifade de elastik
gerinimler yerine Hooke kanunu kullanilarak gerilme bilesenleri cinsinden bir ifade
bulunabilir. Benzer islem, ¢, gerinimini gerilme bilesenleri cinsinden bulmak i¢in

yapilabilir. ¢, ve ¢ toplam gerinimleri,

L ire)=s, (18)
dr
uygunluk denkleminde konulup,
do, L% (19)
dr r
denge denkleminde kullanilarak, o, gerilme bileseni i¢in
2 2
rzd—o;g+3rdo-9—(1—2v)0'0:O'0—EgZ+Ea T—rd—T—rzd { (20
dr r dr dr

homojen olmayan Cauchy-Euler diferansiyel denklemi bulunabilir [5]. Bu
diferansiyel denklem ¢oziiliirse,

_ —1+M —1-M
o, =Cyr +C,r +

-2 (o, +Ee)+

+%[(2—M)9, +(2+ M), - 2T (21)
ifadesi elde edilir. & radyal gerilme bileseni denge denklemi (19) kullanilarak

v _Cy w1

o.=—r +———(—0,+E¢,)+
M M (1-2v) :
Ea

+W[(2 - M)8, -2+ M)8, ] (22)

ve o gerilme bileseni ise akma sart1 (14) kullanilarak

o, =gr'”M —gr'l'M —2—V0'0 - 0,087 + Ee, +
M M (1-2v) (1-2v)
Ea

+ﬁ[(2—M)91 -2+ M)b,] (23)

elde edilebilir. Yukaridaki ifadelerde,

M=.\2(1-v) (24)
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0, = r71+MITr7Mdr (25)
0,=r"" J- M dr (26)

seklinde tanimlanmustir.

Radyal deplasmani elde etmek i¢in (17b) denklemi kullanilacaktir. g¢ , Hooke
kanunu ve yukaridaki gerilme bileseni ifadeleri (21-23) kullanilarak ifade edilebilir.
=0 ve g, =u/r oldugu hatirlanacak olursa, radyal deplasman asagidaki gibi

bulunabilir;
Eu—(l——j{C v, 2=M) g 9}
M 2
+(1+i/[_vj{c4r/‘4 +@Emﬂz}—(l +Vv)o,r+E¢.r (27)

(17¢) denkleminden benzer sekilde faydalanilarak Hooke kanunu ve (21-23)
ifadeleri kullanilarak eksenel plastik gerinim su sekilde bulunabilir;

Ee/ =—Ee/ = —W{QN*M +@Ea@}+

M
Boylece plastik bolge i¢in de gerilme, plastik gerinim ve radyal deplasman ifadeleri
elde edilmis olur.

(l—v+vM){C4r_1_M (2+2M) Fa 9} (1+v)EaT (28)

2.3. Sinir Sartlari ve Coziim Yontemi

Elastik bolgedeki gerilme ve radyal deplasman ifadelerinde yer alan C, ve (C,
integral sabitleri, plastik bdlge i¢in C, ve C, integral sabitlerine ek olarak, ¢ ve

elastik-plastik arayiiz yarigapt problemin bilinmeyenleridir. Bilinmeyenleri elde
edebilmek icin sinir, siireklilik sartlar1 ve serbest u¢ sart1 kullanilacaktir. , =(’da
elastik radyal deplasmanin sonlu olmasi sartindan C, =( olarak bulunur. Diger

bilinmeyenler i¢in asagidaki sartlar kullanilacaktir.

r=# ol =0o' (29)
r=rn ol -0l =0, (30)
r=mn el =0 (1)
r=>b u”=0 (32)
n b

Iaze(Zﬂr)dr + j o." (2w )dr =0 (33)
0 n
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(29-32) sinir ve siireklilik denklemleri kullanilarak,

Eg_,:(m)ao_(l_zvj(z ZM)Eaﬁ(rl, b)-

M
(1+2 j(2+M)E 0,(r,b)- (1—2—Vjc3b”M—[1 2ijb1M (34)
M) 2 M M
2 Ea Ea
_ o _Fa 35
C (1—21/){ o, (l_v)T(rl)+(1_v)9(0,rl)+Egz} (35)
1 - ME«a
__ 1 -y, MEa _ 36
| e g el ) 66)
=g lis ear(e)s T M) oo
_ (l—V—VM) EO!T(VI) (37)

(1-v)i-2v)
ifadeleri bulunabilir. Problemin sonuncu bilinmeyeni , ise serbest ug sartindan (33)
bulunabilir. (33) denklemindeki integraller alinirsa,

n 2
_ta IT(r)fdr+vClrl—+E£Zr1—
l—vo 2
+ C3 (b1+M_ 1+M)_ C4 (blfM_ *1*M)
M1+M) : M(1-M) :
14
- o, (P =)+ b -
ov oo(b’ = 1) - ( 7))
+—2 Mjerdr—— 2+Mj9rdr_o (38)
oM

ifadesi bulunabilir. Bu denklem sayisal olarak ¢oziiliirse, herhangi bir yiik
parametresine kargilik gelen 5, elastik-plastik arayiiz yarigap1 elde edilebilir.

3. SAYISAL SONUCLAR

Sayisal sonuglar elde edilirken Poisson orant v=0,295 olarak alinmistir. Sekil 1°de,
boyutsuz yiik parametresi g"=282 alindiginda, akmanin silindirin dis yiizeyinde

bagladigint gosteren gerilme bilesenlerinin boyutsuz yaricapa goére degisimi
verilmektedir. Sekil 2°de 3"=6,0 ve §"=9,70694 yik parametresi degerlerinde
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Sekil 1. 5"=2 82 yiik parametresinde silindir i¢erisinde boyutsuz gerilme
bilesenlerinin dagilimi
gerilme bilesenlerinin, Sekil 3’de ise ayni yiikk parametrelerinde plastik gerinim
bilegenlerinin ve deplasmanin degisimi verilmistir. 5"”=6,0 ylk parametresinde
silindir dis ylizeyi ile 7 =0,49737 yarigapl arasindaki malzeme plastik olmaktadir.
g"=9,70694 ylk parametresinde ise silindir tamamen plastik hale gelmistir. Sekil

4’de boyutsuz yiik parametresine gore boyutsuz elastik-plastik arayiiz yaricapimnin
(7;) degisimi grafiklenmistir.

Uglan serbest, yiizeyi gerilmesiz ve ayn sicaklik dagilimi etkisindeki silindir i¢in
benzer analiz yapilarak elde edilen sonuglarla [2], bu ¢aligmada elde edilen sonuglar

1.0

___ g"=600
g™ =9,70694

BOYUTSUZ GERILME BILESENLERI

-2.0 T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
BOYUTSUZ YARICAP

Sekil 2. 5"=6,0 ve g"=9,70694 ylk parametresi degerlerinde silindir igerisinde

boyutsuz gerilme bilesenlerinin dagilimi
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E — g"-600 )
g 20 1 7" = 9,70694 g
[=]
w —
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Z ..... &g
&
o
g ___.l;r
220
=~
2 Z
T T T T
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Sekil 3. 5"=6,0 ve §"=9,70694 ylk parametresi degerlerinde silindir

icerisinde boyutsuz gerinim bilesenlerinin ve deplasmanin dagilimi

kiyaslandiginda su degerlendirmeler yapilabilir; silindirin  disina rijid kilif
yerlestirildiginde akma, ylizeyi gerilmesiz silindirde akmaya neden olacak yiik
parametresinin (g"=5,64) yarisinda (q/=2.82) baglamaktadir. Yiizeyi gerilmesiz
silindirde, yiik parametresi arttirildiginda silindirin dis yiizeyinde iki plastik, daha
sonra silindirin merkezinde iki plastik bolge daha meydana gelirken, rijid kilif
igerisine yerlestirilmis silindirde sadece bir plastik bolge meydana gelmektedir ve
silindir daha kiiciik yiik parametresinde 52'29,70694 tamamen plastik hale

gelmektedir.

10.0

7.5 —

5.0 1

2.5

BOYUTSUZ YUK PARAMETRESI

0.0 T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
BOYUTSUZ ELASTIK-PLASTIK YARICAP

Sekil 4. Boyutsuz elastik-plastik yaricapin boyutsuz yiik parametresine
gore degisimi
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