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OZET

Bu calismada, uclar1 sabit bir silindirde iiniform olmayan i¢ 1s1 {iretimi nedeniyle
olusan elastik-plastik gerilme dagilimlar1 incelenmistir. Uniform olmayan i¢ 1s1
dretim  miktar q"(r), silindirin ~ yaricapinin ~ fonksiyonu  olarak

q"(r)= q(")'[l—n(r/b)‘v] seklinde alinmustir. Bu ifadede ¢j, n ve s sabit
katsayilardir. Analiz, Tresca akma sarti ve yardimer akis kuralina dayanmaktadir.
Analize gore i¢ 1s1 Giretimi miktar1 artirildiginda silindir igerisinde ii¢ farkli plastik
bolge olugmaktadir. Caligmada iiniform olmayan ig 1s1 iiretimi igin sayisal sonuglar
elde edilip, tiniform i¢ 1s1 liretimi durumu ile karsilagtirma yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uniform olmayan ig 1s1 kaynagi, igi dolu silindir, Tresca akma
sart1

ELASTIC-PLASTIC STRESS ANALYSIS OF A FIXED-END CYLINDER
SUBJECTED TO NON-UNIFORM HEAT SOURCE

ABSTRACT

The elastic-plastic stress distribution of a solid cylinder with fixed-ends subjected to
non-uniform heat source is investigated in this study. The nonuniform heat
generation rate ¢"(r) is taken to be a function of the radial position in the form

"

q"(r)=qs [1—n(r/b)s], where b denotes radius of the cylinder; g5, n and s are

constants. The analysis is based on Tresca’s yield condition and the associated flow
rule. According to this analysis, three different plastic regions occur. The solution is
illustrated by numerical results and is compared with uniform heat generation case.

Keywords: Non-uniform heat source, solid cylinder, Tresca’s yield condition
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1. GIRIS

Uniform olmayan sicaklik dagiliminin etkisi altindaki cisimlerde olusan termal
gerilmeler ile pek ¢ok miithendislik tasariminda karsilasiimaktadir. Genis uygulama
alanina Ornek olarak niikleer flizyonla i¢ 1s1 enerjisinin iretildigi niikleer yakit
elemanlar1 verilebilir. Miihendislikteki 6nemi nedeniyle i¢i bos ve dolu silindirik
cubuklarin farkli ug¢ sartlar1 ve farkli sicaklik dagilimi etkisindeki elastik-plastik
gerilme analizi pek ¢ok bilimsel ¢aligmanin konusu olmustur. Bu ¢aligma ile ilgili
daha 6nce yapilan ¢aligmalar asagida 6zetlenmistir.

Organ [1] ¢alismasinda, uglari serbest, tiniform i¢ 1s1 tiretimi etkisindeki bir silindir
icin elastik-plastik gerilme dagilimlarint belirlemistir. Uglar1 serbest ve sabit
tiiplerdeki i¢ 1s1 liretimi nedeniyle olusan elastik-plastik gerilme dagilimlar1 Giilgeg
ve Orcan [2,3] tarafindan incelenmistir. Bu iki ¢aligmada tiipin akma dayanimi
sicakligin lineer fonksiyonu olarak alinmis diger malzeme 6zelliklerinin ise sicaklik
nedeniyle degismedigi varsayilmistir. Uglart sabit, iniform i¢ 1s1 liretimi etkisinde
bir silindirde elastik plastik gerilme analizi Giilge¢ [4] tarafindan yapilmis, bu
calismada da akma dayanimu sicakligin lineer fonksiyonu olarak alinmustir.

Bu calismada ise uglar1 sabit, igerisinde iiniform olmayan i¢ 1s1 iiretimi olan bir
silindir i¢in elastik-plastik gerilme analizi yapilmistir. Caligmanin amacit uniform
olmayan i¢ 1s1 liretiminin akmaya, gerilme, plastik birim sekil degistirme ve radyal
deplasman dagilimma olan etkisini incelemektir. Uniform olmayan i¢ 1s1 {iretim
miktar1 ¢"(r), silindirin yarigapinin fonksiyonu olarak ¢"(r)=qq’ [l—n(r/ b)s]
seklinde alinmigtir. Bu fonksiyonda, n ve s katsayilart degistirilerek farkli i¢ 1s1
iiretim durumlar elde edilebilir. Ornegin n=0 olarak alindiginda iiniform ig 1s1
iretimi, n=1, s=1 alindiginda silindirin merkezinden disina dogru lineer olarak
azalan i¢ 1s1 dretimi ve n=1, s=2 alindiginda ise silindirin merkezinden digina
dogru parabolik olarak azalan ig 1s1 iiretimi elde edilebilir.

2. TEMEL DENKLEMLER

T(r) sicaklik dagilim etkisinde uglart sabit (&, =0) bir silindirik ¢ubuk igin
elastik deplasman ve gerilme bilesenleri agagidaki gibi yazilabilir [4].

v, I+v 1 ~

u=—S——=+|o - 0-T +—2E(1+v)(1 w)C, | (1)
Ea ¢ C

O'r=—:9+7l+r—22 (2)
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Ea Cl C2

op=——(0-T)+ -2 3

0=, O ®)

o.=- L% 1 “
1-v

Bu ifadelerde 0::%J.Trdr olarak tanimlanmistir. C; ve C, integral sabitleri
0

radyal deplasmanin silindir ekseninde sonlu olmasi ve silindirin dis yiizeyinde

(r=b) o, nin sifir olmasi sartlari kullanilarak asagidaki gibi bulunabilir.

_2Ea

= 0(b), G, =0 )
1-v

G

C, ifadesinde @ := LzJ.T rdr olarak tanimlanmistir. Bu ¢alismada tiniform olmayan
"o

i¢ 1s1 retimi miktar1 ¢"(r), silindirin ekseninden olan uzakligin (») fonksiyonu
olarak asagidaki gibi alinmigtir:

()= qa{l - "[%j ] ©)

Bu ifadede ¢q silindir sentroid eksenindeki i¢ 1s1 tiretim miktarini, & silindirin

yarigcapim gostermekte olup, n ve s sabit katsayilardir. i 1s1 {iretimi etkisinde tek
boyutlu kararli 1s1 akisi

A LI o
rdr dr A

denklemi ile verilir [5]. »=0"da dT(r)/dr=0 ve r=>b"de T(r)=0 sinr sartlari
kullanilarak, kararli sicaklik dagilimi

_qglbz |r 2_L|: _ Ls+2:|
T"="3 {1 (bj e ®

seklinde elde edilebilir. Bu ifadede A 1s1 iletim katsayisidir. (5) ile verilen C; ve

C, integral sabitleri ve yukarida verilen sicaklik dagilimi denklemi, (1)-(4)’te

yerine konularak, elastik durum igin radyal deplasman ve gerilme ifadeleri elde
edilir. Silindir igerisindeki i¢ 1s1 iiretim miktar1 artirildik¢a silindir igerisindeki
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sicaklikta artacak ve ¢” =¢{" oldugunda silindirin ekseninde akma baslayacaktir.
Bu i¢ 1s1 liretimi degerinde silindirin ekseninde gerilmeler o, = oy > o, esitsizligini
saglar. Tresca akma kriterine gore

06(0)-0.(0)=,(0)-0.(0)= 00 (9)
sart1 saglandiginda silindirin merkezinde akma baglar. Elde edilen elastik gerilme
ifadeleri (9) denkleminde yerine yazilirsa silindirin merkezinde akmanin
baglamasina neden olan ig 1s1 liretimi miktari

i 16(1-v)(s +2) (s +4))
L G2 s+ 20 (s +4)+16a[1— 20) —(1—v s + 4)]
seklinde elde edilebilir. Bu ifadede silindirin ekseninde akmaya neden olan boyutsuz

(10)

i¢ 1s1 tiretimi miktar1 g{" (boyutsuz yiik parametresi) gi"= Eaqib’ / ool olarak
tanimlanmustir. I¢ 1s1 {iretimi miktarmin sabit olmas1 durumunda (7 =0 ) akma

_y_16(1-v)

TGl
degerinde baslamakta »n>0 oldugunda ise akma (11) ile wverilen yik
parametresinden daha biiyiik yiik parametrelerinde baglamaktadir. Boyutsuz yiik
parametresi gi" ’den daha yiiksek bir degere arttirildiginda silindir ekseninde bir

(11

baska plastik bolge daha olugmakta, yiikk parametresi daha da arttirildiginda
silindirin yiizeyinde ti¢iincii plastik bolge meydana gelmektedir. Asagida bu plastik
bolgeler igin gerilme, radyal deplasman ve plastik birim sekil degistirme ifadeleri
elde edilecektir.

Plastik Bolge I : 0<r<n

Bu plastik bolgede, Tresca akma sart1 asagidaki sekilde yazilabilir;
a,l—azzao(l—ﬁT), 0'9—0'2=O'0(1—ﬂT). (12)
Denge denklemi ve akma sart1 kullanilarak gerilme bilesenleri

og=0,=C; (13)
0. =Cs—oo(1-pT) (14)
seklinde bulunabilir. Plastik sikistirilamazlik sarti kullanilarak, toplam birim sekil
degistirme bilesenleri elastik, plastik ve termal bilesenlerinin toplami seklinde
yazilirsa radyal deplasman cinsinden asagidaki diferansiyel denklem yazilabilir;
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du u_(l—2v) 3
;+7——E [3C3 O'o]+30!T (15)

Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

Eu :%(1—21/)[3C3 —ao]r+ﬂ+3Ea9r (16)
r

olup, toplam birim sekil degistirme ifadelerinden elastik ve termal birim sekil
degistirme bilesenlerini ¢ikararak plastik birim sekil degistirme ifadeleri

Esl = %[(1—2‘/)03 —09|-Ea(30-2T) (17)
Eel :%[(1—2v)c3 ~ 09+ Eal360 -2T) (18)
Eel =-[(1-2v)C3 — 09 |- EaT (19)

seklinde elde edilebilir.

Plastik Bélge II : n<r<n

Bu bdlgede o, < 0, < gy esitsizliginden dolay1 Tresca akma sarti

c9—0, =0y (20)
seklinde yazilabilir. Akma sart1 ile yardimei akis kurali birlikte degerlendirildiginde,
plastik birim sekil degistirme bilesenleri arasinda agagidaki bagmtilar elde edilebilir;

dep [de? =—1  dsP =0 1)

& =d (}"5,9 )/ dr uygunluk denkleminde ¢, ve &y birim sekil degistirme ifadelerinin

gerilmeler cinsinden karsiliklar1 yazilarak, (20) akma sarti ve denge denklemi
kullanilirsa oy i¢in asagidaki diferansiyel denklem elde edilebilir;

2 _ 2
24 G‘9+3rdo-9+(1 2V)G,9: ! oo—Ea T+5r£+2r2d T (22)
dr? dr 2(1-v) 2(1-v) dr dr?

Bu denklemin ¢oziimii

o= Csr ™M 4 Co M EX_[1_2m)p, + (14 200)8, — 4]+ —20

41-v) (1-2v)

(23)
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olarak bulunabilir. Bu denklemde, @ =" IT r My, 0y =r""M IT M dr

olarak tanimlanmustir.

1
“2(l-v)

oy tegetsel gerilme bileseni bulunduktan sonra, denge denklemi ve akma sarti
kullanilarak o, ve o, asagidaki gibi bulunabilir;

EFa

41-v)

0o

(1-2v)

[(1-2Mm)0 - (1+2M )0y |+

o, :i{ Csr ™M 4 Cor ™M 4 (24)

Fa 2v
) [(1-2Mm)0 +(1+2M )0, - 4T]+m0'0 (25)

Daha sonra radyal deplasman ve plastik birim sekil degistirme bilesenleri

Eu= 2{[1 —v —%}{CSW + ﬂEaﬁlr}

41-v)

o, =Csr M L Cor M 4

(26)
1% -M 1+2M
+|1-v+—| C + Eabr 1+
s = R
Egl =—E¢ef = [l—v—ﬁ){csr_mw+i(_12M)E0191}
- (27)

Hi-ve L Cér‘l‘M+l+2M Eab,
M 41-v)

olarak elde edilebilir.

Plastik Bélge I1I : r<r<b

Silindirin digsinda olusan bu plastik bolgede gerilme bilesenleri oy > o, > o,
esitsizligini saglar ve Tresca akma sarti

Op—0, =0 (28)
seklinde yazilabilir. Denge denklemi integre edilirse radyal ve tegetsel gerilme
bilesenleri agagidaki gibi elde edilir.

o,=ocglnr+Cy, 29)

oo =oo(l+Inr)+C;. (30)
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Akis kuralindan plastik birim sekil degistirme bilesenleri arasinda

del Jdel =—1 de? =0 31)

bagintilar: bulunabilir. &£ =0 oldugu da dikkate alinarak eksenel gerilme bilegeni
bulunabilir.

o :v[00(1+21nr)+ 2C7]—EaT (32)

Birim sekil degistirme bilesenlerini elastik, plastik ve termal bilesenlerinin toplami
olarak yazmak miimkiindiir. Bu islemi radyal ve tegetsel birim sekil degistirme
ifadeleri icin yapacak olursak, radyal ve tegetsel birim sekil degistirme
bilesenlerinin toplaminda sadece elastik ve termal bilesenler kalacaktir. Bu
yaklagimla ve (29,30,32) denklemlerinin yardimiyla deplasman cinsinden asagidaki
diferansiyel denklem elde edilebilir.

E(Z—’: + %j = (1+v){1-2v)oo(2Inr +1)+2C; |+ 2EaT) (33)

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii

Eu=(1+v){(1-2v)oolnr+C; [+ 2Eablr + % (34)

seklinde elde edilir. Plastik birim sekil degistirmeler ise

G

Eel =& =(1+v)(1-v)oo + EaT(T - 20)]- = (35)
r

olarak bulunabilir.
3. BIRINCi ASAMA PLASTiK DEFORMASYON

Birinci agama plastik deformasyonda silindirin merkezinde iki farkli plastik bolge ve
plastik bolgelerin diginda ise elastik bolge bulunmaktadir.. Daha dnce 1. plastik, 2.
plastik ve elastik bolgeler icin elde edilen gerilme, plastik birim sekil degistirme ve
deplasman ifadelerine bakilacak olursa, bu ifadelerin C;,C,,C3,C4,Cs,Cs . integral
sabitlerini igerdigi anlasilabilir. Bunlara ek olarak 1. plastik ile 2. plastik bolgeyi
aywran n elastik-plastik yarigapr ve 2. plastik bolge ile elastik bolgeyi ayiran 7
elastik-plastik yarigap1 problemin diger bilinmeyenleridir. Problemin toplam sekiz
bilinmeyenini belirlemek icin sekiz sinir ve siireklilik sartinin yazilmasi gereklidir.
Silindir ekseninde deplasmanin sonlu olmasi sartt kullanilarak C, sifir olarak
bulunur. Diger bes integral sabiti i¢in su smir ve siireklilik sartlar1 kullanilir:
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r=n’de o,, op sirekli olmali, r=7n"de &f =0 olmal, r=r"de (55 )” =0
olmal ve silindirin dis yiizeyinde (r=»), o, sifir olmalidir. Bu sinir ve siireklilik
sartlar1 kullanilarak integral sabitleri asagidaki gibi bulunabilir:

= _lzv) RE30(n)-27(n )]+ o0} (36)
1l iy (4Mv —4M +2v -3) .
Cs =5~ 2" {6(1 +M)Eaf(n)+ i) EaT( 1)} 37)
1 | o g _(4Mv-4aM -2v+3) g
o= 35" {6(1 M)Eab() U200 1)} G39)
2 Eae(l’z,b) (o)) :| 260
C = { - +— (39)
{(1—2v)r2§+1} (1-v)  (-2v)| (1-2v)
b
2
C, = n2 (1-2v) Eab(r,,b)- o (40)
el (1 - V)
(1- 2v)b—2 +1
Bu ifadelerde H(rz,b) = Lz le rdr olarak tanimlanmigtir. 1 ve r elastik-plastik

n

yarigaplar1 ise og(rn)—o.(n)=09 ve oy (r2 ) =gl (rz) sinir sartlar1 kullanilarak

elde edilen denklemlerin sayisal ¢oziimil ile elde edilir. Yiik parametresinin daha

fazla arttirilmasi ile birlikte plastik bolgeler disa dogru ilerler ve ¢" = g7 oldugunda
silindirin dis yiizeyinde iigiincii plastik bolge olusur.

4. IKINCi ASAMA PLASTiK DEFORMASYON

Silindirin dig yilizeyinde ti¢lincii plastik bolgenin olusumu ile ikinci asama plastik
deformasyon baglamis olur. Bu asamada silindirin merkezinde iki plastik bolge,
arada elastik bolge, silindirin disinda ise iigiincii plastik bolge bulunmaktadir (Sekil
1). Ugiincii plastik bdlgenin olusmas: ile birlikte probleme bilinmeyen olarak iki
integral sabiti (C; ve Cg) ve 3 elastik-plastik yarigapr eklenir. Boylece toplam
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{51 N L. Elastik 1L
& asti Plastik Bolge Plastik
Bolge Bolge
2 Bolge
n . 3 °

Sekil 1. ikinci asama plastik deformasyonda plastik bélgelerin gosterimi

bilinmeyen sayist onbir olur. Birinci asama plastik deformasyon i¢in yazilan sinir

. 11
sartlarina su smir sartlart eklenebilir; » =r; *de (85 y =0,
o6—-of =0y, of=0c". Birinci asama plastik deformasyon i¢in elde edilen
(3, Cs, Cg integral sabitleri ikinci agama plastik deformasyon ic¢in de gecerlidir.
Diger integral sabitleri ise agagidaki gibi bulunabilir:

C7 =—O'()lnb (41)

Cy = (l + V)[(l —V)O'() + EaT(r; )]}’32 (42)
1 2Ea Ea

C2—5|:—O'0 +m0(}’2,}’3)—r‘/)T(73)] (43)

G 2200 an3/b+ﬂT(V3)+GO (44)

(1-v)
5. SAYISAL SONUCLAR VE TARTISMA

Sayisal sonuclar elde edilitken v =0.295 olarak alinmig ve boyutsuz parametreler
kullamlmigtir. Boyutsuz gerilme bilesenleri oy = oy / oo, boyutsuz deplasman

i = Eu/oob boyutsuz yarigap 7 =r/b ve boyutsuz plastik birim sekil degistirme
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bilesenleri .s_‘l/p :51'5? E /0'0 olarak tanmimlanmistir. Sekil 2°de =0 (liniform i¢ 1s1
iiretimi) ve n=1, s=2 (liniform olmayan i¢ 1s1 liretimi) durumlar1 i¢in, boyutsuz
yiik parametresi g arttirildiginda, silindirde olusan plastik bolgelerin gelisimi
verilmistir. Sekil 2’ye gore; n=0 (iniform i¢ 1s1 iiretimi) durumu igin akma
g =4.6805 oldugunda baglamakta, n =1, s=2 (liniform olmayan i¢ 1s1 liretimi)
durumu i¢in ise akma daha biyik yik parametresinde (g =6.36090)

baslamaktadir. Her iki durum iginde, yiik parametresinin arttirilmasiyla silindir
merkezindeki iki plastik bolge silindirin dig yilizeyine dogru ilerlemektedir. n=0

(iniform i¢ 1s1 iiretimi) durumunda ¢ =5.59349, n=1, s=2 (iiniform olmayan
i¢c 1s1 iiretimi) durumu icin ise ¢ =8.34631 yiik parametresinde silindirin dig
yiizeyinde ti¢lincii plastik bolge olusmaktadir. Boyutsuz yiik parametresi daha da

arttirlldiginda n=0 (iiniform i¢ 1s1 iretimi) durumunda ¢ =6.77169, n=1,
s=2 (iniform olmayan i¢ 1s1 iretimi) durumu icin ise ¢ =9.68067 yiik
parametresi degerinde silindir tamamen plastik olmaktadir.

Sekil 3’de g =6.77169 yiik parametresi degerinde »=0 ({iniform i¢ 1s1 Giretimi)
ve n=1, s=2 (liniform olmayan i¢ 1s1 iiretimi) durumlar1 i¢in boyusuz gerilme
bilesenlerinin silindir igerisindeki dagilimi verilmistir. Bu yiikk parametresinde

9.0
8.0
7.0
6.0
5.0
4.0
3.0
2.0
1.0

¥
i) #3

1
3

Elastik Bolge

n==0
n=1,s5=2

BOYUTSUZ YUK PARAMETRESI

0.0 T T T T T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
BOYUTSUZ ELASTIK- PLASTIK YARICAP

Sekil 2. n=0 (lniform i¢ 1s1 tretimi) ve n=1, s=2 (liniform olmayan i¢ 1s1
iiretimi) durumlart i¢in boyutsuz yiik parametresine gore plastik bolgelerin gelisimi
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1.5

_| B— N}

® 1.0 — n=1,5=2 3 -
(a3

EI . é /
? 05
@ 0.
- —
m
w 0.0 - 5, Z
=
= _
5 05
(U]
N _
g -1.0 + 5
Q 1.5 1

N F N =1

2.0 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
BOYUTSUZ YARICAP

Sekil 3. g =6.77169 yiik parametresi degerinde » =0 (liniform i¢ 1s1 liretimi) ve
n=1, s=2 (iniform olmayan i¢ 1s1 iiretimi) durumlari i¢in boyusuz gerilme
bilesenlerinin silindir i¢erisindeki dagilimi

iiniform i¢ 1s1 tiretimi etkisindeki (7 = 0) silindir tamamen plastik olurken, {iniform
olmayan i¢ 1s1 Uretimi etkisindeki silindir ikinci asama plastik deformasyon
durumundadir. Sekil 4’de ise ayn1 yiik parametresi i¢in boyutsuz radyal deplasman
ve plastik birim sekil degistirme dagilimlar1 verilmistir.

Yukarida sadece n=1, s=2 i¢in sayisal sonuglar verilmekle birlikte bu ¢aligmada
elde edilen denklemler istenilen n ve s katsayilart igin ¢oziilerek farkli tiniform
olmayan i¢ 1s1 lretiminin etkisi altindaki silindirler icin elastik-plastik gerilme
dagilimlar1 elde edilebilir. Bu ¢aligma sonucunda silindirin merkezinde maksimum
ve silindirin dis ylizeyine dogru azalan ig 1s1 liretiminin etkisi ile akmanin, {iniform
i¢ 1s1 Uretimi etkisindeki akmaya gore daha biiyiik yiik parametrelerinde olusacagi
goriilmiistiir. Bu durum silindirin tamamen plastik olma siireci i¢in de gegerlidir.
Yani iiniform olmayan i¢ 1s1 iiretimi etkisindeki bir silindir, iiniform i¢ 1s1 tiretimi
etkisindeki bir silindire gore daha yiiksek yiik parametresinde tamamen plastik
olmaktadir.
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BOYUTSUZ PLASTIK GERINIM VE DEPLASMAN
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