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OZET

Bu calismada, uzaydaki sabit bir eksen takimina gore hareketi dnceden belirlenmis bir mafsal i¢inde hareket
eden elastik ¢ubuk ele alinmistir. Elastik cubugun iki eksene gore egilmeye ve kendi ekseni etrafinda burulmaya
maruz kaldig1 ve ¢gubugun ucunda bir disk oldugu kabul edilmistir. Kayar mafsalin sabit bir eksen takimina gore
kinematigi ii¢ boyutlu olarak verilmektedir. Elastik c¢ubugun kayar mafsal i¢indeki hareketini kayar mafsaldan
uygulanan tahrik kuvveti temin etmektedir. Bu kabuller altinda elastik gubugun hareket denklemleri Hamilton
Prensibi ile elde edilmistir. Ayrica, Kabul Edilmis Modlar yontemi kullanilarak sistemin hareket denklemleri adi
diferansiyel denklem takimlari seklinde elde edilmistir. Bu denklem takimlart ¢oziilerek elde edilen titresim
bi¢imleri grafikler seklinde sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Elastik ¢ubuk, prizmatik mafsal, egilme titresimleri, burulma titresimleri.

DYNAMIC MODELING OF ELASTIC ROBOT ARM IN BENDING AND TORSION
ABSTRACT

In this study, an elastic beam sliding through a prismatic joint having an arbitrarily given motion in a fixed
coordinate system is investigated. It is assumed that elastic beam undergoing flexural in two planes and torsional
elastic displacements, and elastic beam having a disk at one-end. Kinematics of prismatic joint is given as a 3D-
space motion in a fixed coordinate system. The prismatic joint is subjected to a propelling force from prismatic
joint. With these assumptions, the differential equations of motion of the elastic beam are derived by using
Hamilton’s Principle. Besides, the equations of motions of the system are derived as ordinary differential
equations by using the Assumed Modes Method. These equations are solved and some sample mode shapes of
the vibrations are presented as graphics.

Keywords: Elastic beam, prismatic joint, flexural vibrations, torsional vibrations.

1.GiRiS
Literatlirde uzay araclari, robot manipiilatorleri ve

Teknolojide meydana gelen gelismelerle birlikte en-
diistriyel robotlarda yiiksek hizli ve hafif manipiilatorle-
rin, uzay robotlarinda ise hafif ve dolayisiyla esnek kol-
larmn kullanimi yaygilagsmustir. Ancak esnek ¢ubuk kul-
lanimm ile birlikte titresimlerin artmasi ve verimin diis-
mesi problemi ile karsilagilmistir. Bu nedenle elastik ¢u-
buk iceren sistemlerin gergekei bir matematik modeline
ihtiya¢ duyulmaktadir. Elde edilen sonuglarin gergege
daha yakin olmast i¢in ise rijit ve elastik hareket denk-
lemlerinin beraber ¢oziilmesi gerekmektedir. Coziim i¢in
sonlu elemanlar gibi modele dayali yontemlerin yaninda
Galerkin vb. genel yontemler de kullanilmaktadir.

biomekanikte elastik gubuk kullanimui ile ilgili bir ¢ok
calismaya rastlanmaktadir. Uzay araglarindaki anten-
ler ve bazi manipiilator tiplerinde sik¢a kullanilmasi
sebebiyle bir tarafi kayar mafsal icinde hareket eden
esnek kollar son zamanlarda biiyiik ilgi gérmektedir.
Bu konuda yapilan ilk ¢alismalardan birini Taborrok
[1] yapmis ve cubuk boyu degisen bir tarafi ankastre
cubugun titresim modlart ile ilgili baz1 6zellikleri tes-
pit etmistir. Buna benzer galigmalarda, Bergamaschi
ve Sinopoli [2] gibi direkt analitik ¢6ziim arama
calismalar1 olmasina ragmen, gogunlugunda; sabit bir
Euler-Bernoulli kirisinin 6zfonksiyonlar1 kullanilarak
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¢oziime gidilmistir. Sabit bir kayar mafsal icinde
hareket ederek boyu degisen ¢ubuk, herhangi bir t
aninda bir tarafi ankastre kiris gibi diisliniilmis, anali-
tik veya yaklasik yontemlerle elde edilen hareket
denklemleri ¢oziilerek titresim sekilleri incelenmistir
[3-7]. Problem, Ankarali ve Diken [8] bir tarafi sabit
diger tarafi serbest elastik manipiilatrler, Buffinton
ve Kane [9] ise iki tarafi serbest; fakat ortasindan
desteklenmis kirig olarak tanimlanmis ve ¢dziim igin
Lagrange denklemlerine dayali “Kabul edilmis Modlar
Yontemi” (Assumed modes method) kullanilmistir.
Diger bir grup calismada; ¢ubugun hareket eden bir
kayar mafsal i¢cinde kaydig1 diisiiniilmiistiir. S6z ko-
nusu ¢alismalart yapan gruptan Lee [10], Tadikonda,
Singh ve Stornelli [11], Yuh ve Young [12] ve
Banerjee ve Kane [13] kayar mafsalin donme hareketi
yaptigin1 kabul etmislerdir. Bunlardan ilk ikisinde,
Newton kanunlari ile hareket denklemleri elde edilip
Galerkin yontemi ile ¢oziime gidilmistir. Ugiinciisiin-
de ise, kol ayrik elemanlar seklinde modellenerek
incelenmigtir. Chalhoub ve Ulsoy [14], tarafindan
yapilan ¢alismada Kabul Edilmis Modlar yontemini
kullanilmis ve problemi kayar mafsalin iki ayri
eksene gore dondiiglinii kabul ederek incelemiglerdir.
Al-Bedoor ve Khulief tarafindan yapilan ¢alismalarda
birden fazla serbestlik derecesine sahip elastik ¢ubu-
gun ucunda bir noktasal kiitle oldugu kabul edilmistir
[15-17]. Bunlara benzer baska bir ¢aligmada; iki
eksende titresim, yer ¢ekimi kuvveti, i¢ ve dig soniim-
leme ile kiitle yiiklerinin etkileri dahil edilerek burul-
¢ubugun hareket denklemlerinin ¢ikarilmasinda,
Hamilton Prensibi kullanilmistir [18]. Diger bir ¢alis-
mada, elastik ¢ubugun ucunda atalet momentine sahip
bir yiik oldugu kabul edilmistir [19]. Giirgdze ve
Miiller [20] tarafindan yapilan bir c¢alismada ise
egilmelere ek olarak kiriste burulma oldugu kabul
edilip kolun hareket denklemlerini siirekli ve ayrik
modelleme halleri i¢in ayr ayri elde edilmistir. Bagka
bir grup caligma, egilme ve burulma titresimlerinin
birbirine bagl oldugu elastik ¢ubuklarla ilgili yapil-
mistir [21-24]. Yiksel ve Gilirgdze [25] tarafindan
yapilan ¢alismada, diisey eksende hareket eden gubuk
ele alinmig; agirlik kuvveti, donme ataleti ve eksenel
kuvvet etkileri sisteme dahil edilmistir. Giirgdze ve
Yiiksel [26] tarafindan yapilan baska bir ¢alismada
c¢ubugun yatay diizlemde hareket ettigi kabul edilerek
donme ataleti ile gubugun ucunda bir kiitle bulunma-
sinin etkileri de dikkate almmustir. Yiiksel [27] tara-
findan yapilan diger bir caligmada ise sabit bir eksen
takimima gore ii¢ boyutlu hareket yapabilen bir kayar
mafsal i¢inden kayan elastik ¢ubuk ele alinmigtir. Cu-
buk herhangi bir t aninda, bir tarafi ankastre diger ta-
rafinda bir nokta kiitle bulunan iki eksende egilmeye
maruz, Euler — Bernoulli kirisi gibi diisiiniilmiistiir.
Ayrica; eksenel atalet kuvveti, donme ataleti ve agirlik
kuvvetlerinin etkileri de probleme dahil edilmistir.

Bu c¢alismada, Yiksel’in [27] c¢alismasina benzer
sekilde uzaydaki sabit bir eksen takimina gore hareke-
ti 6nceden belirlenmis bir mafsal iginde hareket eden
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elastik cubuk ele alinmistir. Kayar mafsalin sabit bir
eksen takimina gore kinematigi ii¢ boyutlu olarak ve-
rilmekte olup, uzaydaki sabit bir eksen takimma goére
hareketi 6nceden belirlenmis bir mafsal iginde, kayar
mafsal tarafindan uygulanan tahrik kuvveti ile hareket
eden elastik ¢ubuk incelenmistir. Elastik ¢ubugun iki
eksene gore egilmeye ve kendi ekseni etrafinda burul-
maya maruz kaldigir ve ¢ubugun ucunda bir disk ol-
dugu kabul edilmistir. Kayar mafsalin sabit bir eksen
takimina gore kinematigi ii¢ boyutlu olarak verilmek-
tedir. Bu kabuller altinda elastik ¢ubugun hareket
denklemleri Hamilton Prensibi ile elde edilmistir.

2. HAREKET DENKLEMLERI

Ele alinan elastik ¢ubuk, sabit bir eksen takimina gore
hareketi bilinen bir kayar mafsal iginde hareket
etmektedir. (Sekil 1). Once kinematik sonra da
dinamik analiz i¢in degisik eksen sistemlerinden
yararlanilacaktir. Bu eksen takimlarindan birincisi
sabit eksen takimi XYZ’ dir. Diger eksen takimlari;
orijini A noktasinda ve eksenlerinin dogrultular: ise
hareketsiz ¢gubugun asal eksenleri dogrultusunda olan
kayar mafsala tespit edilmis hareketli eksen takimi
XY AZ, ve elastik gubuk iizerinde E ile gosterilen
tipik bir elemana yerlestirilmis hareketli eksen takimi

XpYgpZg dir.

Elastik gubugun, ¢ubuk dik kesit diizlemindeki asal
eksenler X, ve Z, eksenlerine gore egilmeye ve

)4 cubuk ekseni etrafinda burulmaya maruz kaldig:
kabul edilmektedir. Bu elastik yerdegistirmeler; uy, u,
ve B ile gosterilmistir. Cubugun boyu, bir P referans

noktasia gore L ile verilmis; ayrica ¢ubugun ucuna
M kiitlesine ve I atalet momentine sahip bir disk
yerlestirilmistir.

Sekil 1. Ele alinan sistemin matematik modeli
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Burada, kayar mafsalin sabit eksen takimina gore
hareketi, konumu r(t) ile donme agilart 0 (t) ve @ (t)
tarafindan belirlenmektedir. Kayar mafsala tespit edil-
mis X ,¥,Z, eksen takimnin, sabit eksen takimina

gore donme hareketi ise y(t) ile belirlenmektedir.
Kayar mafsal i¢inden kayan elastik ¢ubugun konumu
s(t) onceden bilinmektedir. Ele alman elastik ¢ubuk
sisteminde kinetik enerji ifadesi;

T

Tdog : dogrusal hareketin kinetik enerjisi

don - donme hareketinin kinetik enerjisi

olmak tizere iki kissmdan olusmaktadir. Dénme hare-
ketinden kaynaklanan kinetik enerji, rijit ve elastik
donme hareketlerinden kaynaklanmakta olup,

L
2:2 ) -2
Taon =§ [4IB%? - 2By 0, + WA, +
-S

'

GPuy? + 20,7 + B2 Iy + (77 - 290 +

a0, ]+ 8y — LB — 2B7 o )
+ 0 )lg + (7 + 20,78 + )y

+ (7 - 290 + 0 g, ddy

seklinde ifade edilmektedir. Burada;

p : Cubugun yogunlugu,
I ,I I : kiigiik gubuk elemanmin, XYZ hareketli

X27y2Tz
eksen takimina gore atalet momentleri ve

| |

dx > “dy?
leridir.

I, : cubugun ucundaki diskin atalet moment-

Cubugun dogrusal hareketinden kaynaklanan kinetik
enerji ise;

L
Taog = [ A+ M35~ LlGoy ~i(5+)

=S
+chosy+\/ysin7/)2 + (8 +yuy — Vysiny ()
+Vycosy )2 +(U, + VZ)Z}dy

seklindedir. Burada;

A: gubugun kesit alani ve
V,,V,,V,: kayar mafsalin sabit eksen takimma

gore dogrusal hiz bilesenleridir.

Ayrica burada Dirac delta fonksiyonu;

d(y-L)=0;y#L; Tﬁ(y—L)dyzl 3)

-s
seklinde kullanilmistir.
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Potansiyel enerji ise;

V. : elastik yerdegistirmelerden kaynaklanan potansi-
yel enerji,
V; : eksenel kuvvetten kaynaklanan potansiyel enerji

Ve

V,: agrlik kuvvetinden kaynaklanan potansiyel
enerji

seklinde ii¢ kisimdan olugsmaktadir. Elastik yer degis-
tirmelerden kaynaklanan potansiyel enerji;

1 L 2 2
" " ,2
Ve =3 [[Elyu, +EILuy +GIp8“1dy (4)

—S

Burada; EI . ve EI , egilme rijitlikleri, GI, ise burul-

kaynaklanan potansiyel enerji ifadesi;

1
v, = 1 I {’+u’ )(M (8 -V, siny + Vycosy
2 PA )
—¥*(s+ L))+ (E—V,siny + Vycosy —*s)(y-L)

_Lz 2 72
2()’ L))} dy

seklindedir. Elastik cubugun agirlig1 nedeniyle olusan
potansiyel enerji ifadesi;

L
Vo =g [[p A+M3(y - L)](t, +u,)dy (6)

=S

olarak ifade edilebilir. Yukarida verilen kinetik ve
potansiyel enerji bagintilar1 Hamilton Prensibi,

ty
[[B(T-V)+8'Aldt=0; T—T 4T

don dog
t

(7
V=V, +V;+V,

yerlerine konulursa ele alinan dinamik sistemin
hareket denklemleri asagidaki sekilde elde edilir:

—ELul = M,[( - V,Siny + V,cosy
—7?(s+L)u" +pAE - V,siny +

)
V,cosy —1%s)(y- L’ -pA%(yz Ly

(®)
—pAG -V, siny + Vycosy —’s)u’,
—pA2yu +[p A+M, §(y-L)][-V,cosy
— V,siny + 298 + (s +y) +7’u, —ii, ]
+pLil =0
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—ELu;" —py’Lu) —M,[(5— V,siny
g ) " . . .
+V,cosy -y (s+L)Ju; -pA[E—V,siny

)
+V,cosy—77s)(y-L)lu’ —pA%(yz

2 " . 9 . *
=L)uj +p A(S—V,siny +V, cosy

) ' 2 1 ! (9)
=7 s)u, —pAyyu, +pL B’ —[p A
+M3(y-D)[-V, -V, —ii, +g]
—pLip +pL i —pLiil =0
GIB"—py°1,B—pil,u, +pl,B (10)

-pyL,u, —pylu), =0

Ayrica Hamilton Prensibi bagintisindan elde edilen
diger terimler, geometrik ve dinamik sinir sartlari ile
birlikte sinir sartlarini olugtururlar. Bunlar;

u, (-s,t)=0, u,(-s,t)=0, B(-s,t) =0,
u (-s,t)=0, u (-s,t) =0,
u:;(L,t):O s u'Z'(L,t)=0,

[ELu? +M,[(§ - V,siny + V,Cosy
—9*(s+L)Jul + pA(§ - V,siny + V,Cosy

22
—ys)(y - L)u’ —pA%(LZ —yu,

+ pY(Iz + Idz) _p(Iz + Idz)u;
" =0

X] ‘y:L

an

+1,u

[ELu) + 77T u) +py* (I, - Iy u) — M, [(
= V,siny + V, cosy —¥* (s + L)Ju, — pAG —

.2
V,siny + V,cosy —7s)(y - L)u), — pA% 15

=y ), = ply 3B +pi(l, -1 B +pi(l, -1y )P
+p¥(I, -1 B+ o1y, B+ ol B —p(l,
+Idx)ii'z +Idxﬁ’z'] ‘y:L = 0

[-GL,B' - pyl, u), -p7°14,B - oyl 0,
b pily i+l ]|, =0

seklindedir. Burada, toplam on sinir sartindan son iki
satirda verilenler, Hamilton Prensibi bagmtisindan
elde edilmistir.

Ayrica Hamilton Prensibi bagmtisinda kullanilmak iizere,
bir potansiyelden kaynaklanmayan aktif kuvvetlerin
virtliel isini veren ifadeye de ihtiyag vardir. Elastik
cubugun konumu s(t) 6nceden bilindiginden varyasyonu
stfirdir. Bu nedenle, bu dinamik sistem i¢in virtiiel isi sifir
olmaktadir. Elde edilen 3 denklem ve 10 smur sart1 elastik
cubugun, elastik hareketini belirleyen kompleks bir simnir
deger problemi olusturmaktadir. Boyle karmagik bir
yapiya sahip smir deger problemlerine, direkt analitik
¢oziim bulmak imkansiz veya c¢ok zordur. Bu nedenle
yaklasik yontemler kullamlarak ¢oziilebilir.
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3. HAREKET DENKLEMLERININ COZUMU

Bu boliimde, simir sartlar1 ile birlikte ¢ok karmagsik
yaptya sahip hareket denklemleri, Lagrange Denklemleri
(Kabul Edilmis Modlar) metodu kullanilarak adi
diferansiyel denklem takimlarmna doniistiirilmistiir.
Simdi Lagrange Denklemleri yontemine gore proble-
min ¢dziimiiniin,

u, (v,0) = un'ej »u,(y,t) = Zquej
il il

(12)
B, () =D p;(e;(y.)

seklinde oldugu kabul edilsin. Burada p;, q;; ve (5

ler zamana bagli genellestirilmis koordinatlar olup,
€ ve e i ler ise hem zamana hem konuma bagli uygun

olarak secilen fonksiyonlardir. Burada € i fonksiyonu

olarak iki ayr1 eksene gore egilmeye calisan durum
icin bir tarafi ankastre gubugun 6z fonksiyonlari,

s+y S+y
e.(y,t)=coshf A, —= |—cog A, ——
9 r( Js-i—L] { Js+L]
. sty . s+y
—n.|sinhl A, — |—sin| A. ——
n{ h( Js+Lj ( Js+Lﬂ

olup, burada A i boyutsuz parametredir ve

(13)

cosh A cos A; =—1, j=1,..,0 (14)

karakteristik denklemini saglayan bir tarafi ankastre
¢ubugun oOzdegerleridir. Bu denklemin ¢ozimi
sonucu ulagilan ilk ii¢ 6z deger asagida verilmistir:

A =1.875104, ), =4.694091, A, =7.854757

Ayrica, burada € i fonksiyonu olarak, bir tarafi ankastre

diger ucunda disk olan burulmaya ¢alisan gubugun 6z

fonksiyonlari,

_ .~ S+y

e.(y,t) =sinh. ——
o0 "s+L

(15)

kullanilmgtir. Buradaki A ; boyutsuz parametre olup,

tanBLzLi (16)
I, A

karakteristik denklemini saglayan bir tarafi ankastre
cubugun o6zdegerleridir. Bu denklemin ¢oziimil
sonucu ulagilan ilk ii¢ 6z deger asagida verilmistir:

A A A

A, =0.8605, A, =3.4256, A, =64373

Simdi,
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d[ar L

dt 6Q1j aqu aqu

dIoT) 0T OV =l 0 (17)
dt\ 0y ) Oqy 6q2J

dfor)_ar ov_,

dt| op, 513 5p

ifadelerinde yerlerine konulup yeniden diizenlenirse,
hareket denklemleri;

Z {j {[1+f 3(y-L)lee, dy+—z eleldy

+5(y L)Idze el dy}d,;

u,+u,y |,
+{zj {[1+f 3(y-L)F——22ee,dy
% pA u,

L% u 1,y
122 [ (g T ele’td
A:[ {u2 ] k u2 } y
Idz t .2 (N
+2XJ S(y—L)%ejek

u, +u,y el
+——==¢le| }dy}q,,

2

i, +1,y
{j{[1+—6( —DJ——¢je,
S u,
U, +u yY
+——2cle, —’e;e, ) }dy
2
Iz t i’iZ [N}
+X£ (?zejek
2u2(u1 +u,y)+u, (U, +1,y) ,
u i
(0, +0,y)’ .
+% e )dy+-—= L _[B(y—L){—e e

2
2u2(u1 +U,y)+u, (U, +i,y) ,

uz
(@, +ﬁ )

2

j k

Z n.n

+ eek

el hdy+ j {
+[7 {§-7’(s+L)-V,Siny+V,Cos v}
pA
+@-7’s—V,siny+V,cog)(y-L)
-7 (y* -L)klel dy}q;
-_[{[Hié(y—m] f(s+) (18)

+(2S’Y—’YVXCOSY—’YVYSiII}/) e +(VXCOS}/
=YV, cosy+yV, siny +YV,cos)e;

1
+-2%e Y dyl=0;k=1,...00
A wrdy}
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L
- I /!
> j 1+—6(y Llee, +> e,

=1 S
+ L 8(3" L)e;e;() dy}q,,

+{2j 1+—6( Lyt e gy
pPA U,
Lt u y
X 2 A 2 /r ’
+XI u—ejek+ " e )dy+ AJ Sy

-s 2 2 -s

L
Y "_r . . Ix -~ 1
= = S I eel

2

-L)( = 3L+
L

—vf IS(y Ly, - L [ee.-

—s

N }S(y

LY, ekdy}pj+{f[1+—8( oY

2
U, +u i, ,,
DY e yay s j(—zeek
2

2u2(u1 +u2Y)+u2 (G, +1,y) el
_] k

(19)

uz

U, +u n i, ,,

SO g L j S(y-L

u2 -s

2uz (0 + qu)+ u, (U +1,y) e
ik

u3
(1'11+1'12y) I,
+T dy- *Y jeek Y- XY

2

L
’ ot 7 r ]x " .n
£ 3(y-L)e,dy j S(y- L)ejekdy+p—A j eleldy

- (s—y2(s+L)—VXsmy+Vycosy)+(s-y2s

—V sin y+\7 cosy)(y—L)
-7y -L) fv)f et dy}a,

I +0,y
S 7'd 3(y-L
{ AI ", y-jrs f(y )

—s

u2y Ar

2

e dy—y-—+ Ieekdy thve I5(y

— / . y u2yﬁvr
—L)ejekdy—YX f T e dy— Y*IS(y

2

) 2yé'e;dym+{£[1+p—Aa(y—L>]{VZ

2
+2¢g}g dy=0
k=1,..,00
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o I L Ik .
Z {iJ.ejede*'%J. S(Y_L)ejek}pj
-S -s

]“ u +u2y,,

-S 2

+{2~ e dy

il jﬁ( _py iy y"’ e dy}p,
{vfiﬂy—L)ﬂ}ékdy

g i~ Lk ,
+yXyJ-5(y—L)ejekdy+yXyJ. ele dy

u, +u yﬁ,,
i jeekdy}qzﬁ{ j( e,
(@, +0,y)
e )dy

2

e j sy-Lyc Y 2’“;1

(1, +1,y)’ e !
+u72 )dy—y XJG e dy

2 s

5 Iy _
= j 8(y—L)ee,dy+Gl, j &e,dylp

=S

2 jﬁ(y L8,
+v—j6(y L){ e, + oY e yay
u2
I B PO y e
iy j {uiejek uzz efe, }dy
+~/— jﬁ(y L){ = 5 e, ddy

2
L

1 u
=y = oY 2 '3
+7/XI ejekdy++yXI {u—ejek

-s —s 2

(20)
Y g 3y} ay} =0

seklinde ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem
takimlar elde edilir. Burada,

S 1
u, = , u, = 21
" s+L > s+L @

seklinde tanimlanmustir.
4. SAYISAL COZUMLER
Bu béliimde 6nceki boliimde elde edilen adi diferan-

siyel denklem takimlar1 seklindeki sistemin hareket
denklemleri dordiincii mertebeden Runge-Kutta meto-
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du ile ¢oziilmiistiir. Coziimler (12)’de verilen serilerde
2 terim kullanilarak yapilmustir.

Literatiirde, elastik c¢ubugun kullanildigi robot
manipiilatorleri ve uzay araci antenlerinin simiilasyon
calismalarinda, ger¢ek uygulamalardaki hareket tip-
lerine benzer olarak ddnme ve Gtelenme hareketleri
i¢in;

T 2nt
s(t) =s, +T{t_2n n( T ﬂ
oy Yl T2t
Y =7, + T [t o sm( T ﬂ
rt)=r, + T[t - ;sm( 23; tﬂ (22)
T
0t =0, + 0 {t—Ts (Z’”H
T 2n T
+ 2 t—1 n(2ntj
T 2n T

seklinde tanmimlanmustir. Burada 1, (m) prizmatik

o(t) = 9,

mafsalin ilk konumunu ve 1, (m) ise toplam hareketi
belirlemektedir. Kayar mafsalin mutlak eksene gore
yaptig1 dénme agilar1 ise 0 (t) ve @ (t) radyan cinsin-
den olmak iizere zamana bagl konumu, 0, ve @,

baglangi¢ konumunu, 0, ve @, toplam hareket mikta-
rim1 gostermektedir. Burada uzunluk metre ve aci
radyan cinsinden olmak iizere; s(t) ve 7Y(t) zamana

bagli olarak konumu, S, ve Y, baslangic konumunu,

S, ve Y, ise toplam hareket miktarmni gostermekte-

dir. Ayrica T toplam hareket siiresine ve t zamana
karsilik gelmektedir.

Bu ¢alismada, daire kesitli elastik ¢gubugun malzemesi
aliminyum olarak secilmis olup, asagidaki malzeme
ve geometrik ozellikler kullanilmistir:

Elastisite Modiilii : E=7x10" N/m?
Kayma Modiili ~ : G=2,6x10'" N/m”
Yogunluk :p =2700 kg/m’
Alan : A=0,000075 m”°

Atalet momentleri : 1 =1 =4,476.10""m*
I,=895210"m*

Uzunluk :L=0,7m

Ayrica ¢ubugun ucunda r, = 0,006 m yarigapinda ve
m, = 0,03kg degerinde kiitleye sahip bir disk bulun-

maktadir.
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Sekil 2’de goriilen  Ornekte; prizmatik mafsal
icinden kayan elastik ¢ubugun u¢ noktasinin ¢ubuk

dik kesit diizlemindeki asal eksenler X, ve

Z , eksenlerine gore egilme ve Yy, cubuk ekseni

etrafinda  burulma titresimleri  gdriilmektedir.
Prizmatik mafsal sabit XYZ eksenine gore yaptigi
hareketi 0.5 saniyede tamamlamaktadir. Cubuk
disar1 dogru kayarken (boyu uzarken) ugtaki egilme
titresimlerinin  genligi artmakta fakat frekansi
azalmaktadir. Burulma titresimlerinin genlikleri ise

:;:E annu.vﬂv/\/
A
Ly
]
Py \/ \/

] 0.1 L% 3 h.3 0.4 83

Sekil 2. s,=-035 m, 5,=0,7 m, ¥,=0, y, = /2
=1 m, ¢,=0, 0,=0,0, =m/4, m, =0,03kg,
r, = 0,006 m ve T=0,5s igin cubuk ucunun titresimleri
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biiyiik oranda artmaktadir.

Sekil 3’de gosterilen ¢ubuk ucu titresimleri, bir
onceki 6rnekte ele alinan kinematik girdiler kullanil-
mis yalmiz uctaki diskin yarigapi ve buna bagh
olarak kiitle miktar1 degistirilerek elde edilmigtir.
Sekilde de goriildiigii gibi titresimlerin bigim ve
genlikleri degismistir. Burulma titresimlerinin fre-
kans ve genliklerinde egilmeye gore daha belirgin
degisiklikler olmustur.

f (radyan)

o_ls
.l

[ W11

e AL

e L
L
VVVV\}\/V

=0.0L

-0.08

. 0%

=0.04

L] 0.1 Lt LI L | 0.5

Sekil 3. 5,=-0,35 m, 5,=0,7 m, y,=0, v, =n/2,
m, @,=0, 0,=0,6, =w/4, m, =0,0lkg,

r, = 0,003 m ve T=0,5s igin gubuk ucunun titregimleri

r=1
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[ (radyan)

0oL

)

=001

=0.0%

uz(m)

L L }s

=

=@ . 00F

-h.hd

VVVUW v \/

] b1 .5

uy (m)

0,03
0.0i

ST T
il vv v

o 0.l [ 4 0.3 L8 ] 0.5

=

i
=
=
,_.

=0.0%

=0.032

Sekil 4. s,=-0,35m, 5,=0,7 m, Y,=0, Y,
m, ¢,=0, ¢, =m/20,=0, 0, =m, m, =0,03 kg,

r, = 0,006 m ve T=0,5s igin gubuk ucunun titregimleri

=1,r=1

Sekil 4’de verilen 6rnekte, Sekil 2°de ele alinan gubuk
ve mafsal hareketlerinden daha hizli hareketler segile-
rek elastik ¢ubugun ug¢ noktasinin titresimleri elde
edilmistir. Goriildiigli gibi mafsal hareketlerinin hiz-
landirilmas titresim bigim ve genliklerini belli oranda
degistirmistir. Burulma halinde ise herhangi bir degi-
siklik olmamustir.

5. SONUC

Bu c¢aligmada sabit bir eksen takimimna gore hareketi
onceden bilinen bir kayar mafsal i¢cinde hareket eden
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iki eksende egilmeye ve kendi ekseni etrafinda
burulmaya maruz, bir ucunda disk olan -elastik
cubugun titresimleri  incelenmistir. ~ Hareketin
denklemleri ¢esitli 6zel haller i¢in Hamilton Prensibi
ile elde edilmistir. Elde edilen ifadeler ¢ok karmasik

bir yapiya sahip bir sinir  deger problemi
olusturdugundan ve analitik olarak ¢6ziimii miimkiin
olmadigindan  hareket  denklemleri  Lagrange

Denklemleri yontemi ile genellestirilmis koordinatlar
cinsinden adi diferansiyel denklem takimlarina
doniistiiriilmiistiir. Elde edilen denklem takimlar1 4.
mertebeden Runge Kutta integrasyon yontemi
kullanilarak cesitli 6zel hareket tipleri ve geometrik
Ozellikler igin ¢ozilmiistir. Elde edilen titresim
bicimleri ve degerleri grafikler halinde verilmistir.
Gelecek galigmalarda; mafsalin mutlak eksene gore
cok genel bir hareket yapmas: halinde hareket
denklemleri elde edilebilir. Ancak bdyle bir durumda
elde edilecek denklemlerin ¢ok karmasik olacagi
agiktir.
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