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HIiPERBOLIK TANJANT YONTEMININ KLASIK
BOUSSINESQ SiISTEMINE UYGULANMASI

Application of Hyperbolic Tangent Method to
Classical Boussinesq System

Mustafa MIZRAK '
Abdulkadir ERTAS *

Ozet

Tanh yontemi bir boyutlu lineer olmayan dalga ve degisimsel denklemlerinin
yonlendirilmis dalga ¢oziimlerinde kullanilan ¢ok giiclii bir ¢oziim yontemidir.
Bu yéntem ¢oziimlerin sonlu hiperbolik tanjant kuvvet serileri seklinde
yazilabilmesi temeline dayamir. Bu ¢alismada, aym yontem lineer olmayan
Klasik Boussinesq kismi diferansiyel denklem sistemine uygulandi.

Anahtar kelimeler: Hiperbolik tanjant (Tanh) yontemi, degisimsel denklemler,
dalga denklemleri, yonlendirilmis dalga ¢oziimleri.

Abstract

Tanh method is a powerful solution method for the computation of one-
dimensional travelling wave solutions of evolution and wave equations. This
method is based on the fact that solutions may be written as a finite power
series of a hyperbolic tangent. In this work, we apply Hyperbolic Tangent
(Tanh) method to solve Classical Boussinesq systems of partial differential
equations.

Keywords: Hyperbolic tangent (Tanh) method, evolution equations, wave
equations, travelling wave solutions.

1.GiRiS

Lineer olmayan denklemler uygulamali bilimin ¢ok ¢esitli alanlarinda,
ornegin plazma fizigi, sivi mekanigi, fiber optikler, kat1 hal fizigi, lineer
olmayan optik vb. alanlarda ortaya ¢ikmaktadir (Abdou, 2007).Bu alanlardaki
karmasik olaylarm tanimlanmasinda lineer olmayan degisimsel denklemler’
kullamlir. Lineer olmayan degisimsel denklemlerin ¢oziimleri de
yonlendirilmis dalga olarak ortaya ¢ikar (Tanoglu, 2007). Matematikte lineer
olmayan degisimsel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak i¢in birgok analitik
yontem gelistirilmistir. Bu yontemlerden bazilari: Ters sagilim doniistimii

' Dicle Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Anabilim Dali, 21280 — Diyarbakar,
mmizrak@stu.dicle.edu.tr

2 Dog. Dr.; Dicle Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Anabilim Dal1, 21280 —

Diyarbakir, aertas@dicle.edu.tr

Lineer olmayan degisimsel ve dalga denklemleri zamana bagl birinci veya ikinci basamaktan

tiirevler igeren kismi diferansiyel denklemlerdir (Nuseir,1994).
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(Ablowitz, Kaup, Newell and Segur, 1974), Darboux doniisiimii (Matveev and
Salle, 1991), Hirota bilineer yontemi (Hirota, 2004), homojen dengeleme
yontemi (Wang, 1996), benzerlik indirgeme yontemi (Bluman and Kumei
(1989:;Olver, 1986), Jacobi eliptik fonksiyon yontemi (Li and Liu, 2002),
Painleve agilimlari (Cariello and Tabor, 1989), Backlund doéniisiimii, Cole-
Hopf doniisiimii, sine-cosine yontemi (Ablowitz and Clarkson (1991; Gu and
et al,1990) ve cesitli tanh yontemleridir.

Bu yontemlerden en etkili olanlarindan biri tanh (hiperbolik tanjant)
fonksiyonu yontemidir. Bu yontem Malfliet(1992),(2004);Malfliet and
Hereman (1996), (2005); Chen, Li and Zhang (2002);Fan(2000);Wazwaz
(2002),(2004) (2005) gibi birgok arastirmacilar tarafindan cesitli problemler
iizerinde uygulanmustir. Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
analitik ¢ozlimlerini elde etmek i¢in genel bir yontem yoktur. Tanh yontemi ile
lineer olmayan degisimsel ve dalga denklemlerinin tam ve yaklagik ¢oziimleri
direkt ve sistematik bir sekilde elde edilebilir. Bu yontemin diger yontemlere
nazaran {stlin  olmasmin  sebebi, ¢Oziimlerin  hiperbolik  tanjant
fonksiyonlarinin seri toplamlar1 seklinde yazilmasidir. Bu da tanh-
fonksiyonunun tiirevlerinin yine tanh-fonksiyonu tiiriinden yazilabilmesinin
bir sonucudur.

tanh x) =1—tanh®x
(tanhx)

(tanh x)” =—2tanh x(tanh x)’ =—2tanh x+2tanh’x  vb..

2.HIPERBOLIK TANJANT(TANH METHOD) YONTEMIi

2.1.Tanh Yonteminin Ana Hatlar

Tanh yontemi, Willy Malfliet tarafindan ortaya konmustur
(Malfliet,1992). Daha sonra Willy Malfliet ve Willy Hereman tarafindan
gelistirilmistir (Malfliet and Hereman, 1996). Bu yontem yonlendirilmis dalga
¢ozlimlerinin hiperbolik tanjant fonksiyonlar1 seklindeki ilk kabuliine dayanir.

Bu yontemin diger yontemlere gore avantaji daha az cebirsel islem ve
caba ile tam ¢ozlimlerin kolaylikla elde edilebilmesine dayanir

Simdi bu yontemin anahatlarmi adim adim inceleyelim:
1-Bir boyutlu lineer olmayan degisimsel ve dalga denklemleri genellikle

u, =Guu ,u_,u_,..) veya u, =Gu,u_u_u_,..)
seklinde gosterilir. Bu denklemlerin ¢oziimleri u (x, t) seklindedir.

2-(1) denkleminde iki farkli bigimde gosterilen denklemlerin yonlendirilmis
dalga ¢oziimlerini (travelling wave solutions) bulmak i¢in x ve? bagimsiz
degiskenleri tek bir & =k(x—Vt) degiskeni altinda birlestirilir.

E=k(x-T1) degisken dontistimii yapildiginda u (x, t)
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fonksiyonu

u(x,t):U(é‘) , &E=k(x-T7%) (2)
ifadesine doniigiir. Buradaki k£ (k>0) dalga sayisini , V' dalganin hizim
gostermektedir.  u(x,¢) bagimh degiskeni U(&) ile degistirildiginde (1)
kismi diferansiyel denklemi

2
Yook gt
dx dc
veya (3
dU > d'U
sz2 = GU,k= .
“GUK )

adi diferansiyel denklemlerme doniisiirler.
3-Adi diferansiyel denklemdeki tim tiirevler & igerdiginden, bu denklemin

integrali alimir. Integral alinirken integral sabiti sifir olarak almir. Bdylece
daha basitlestirilmis bir adi diferansiyel denklem elde etmis olunur.
4- Sonra yeni bir

Y = tanh(x ) (4)
bagimsiz degiskeni tanimlanir ve

i =(1- Y? )i

dx dY

()

& d &
L =(1- VY- 2V ——+(1- V)
7 (1-Y°X o ( )dyz)

tiirev dontisiimleri yapilir.
5-Daha sonra

N
u(x,t)=U(£)=S(Y)=DaY" ve Y=tanh(&)=tanh[k(xVt)] (6)
n=0
seklinde bir ¢6ziim varsayilarak (5) ve (6) ifadeleri basitlestirilmis (3) adi
diferansiyel denklemine yerlestirilir.
6- Buradaki N degeri, (6) denkleminin adi diferansiyel denkleme

yerlestirilmesiyle elde edilen en yiiksek dereceli lineer terim ile lineer olmayan
terimlerin esitlenmesi ile bulunur. N degeri belirlendikten sonra, sonug
denklemindeki Y ’nin tim kuvvetleri sifira esitlenir. Bu da Dbize

a, (k=0,1,...,N), k ve V' ifadelerini iceren cebirsel denklem sistemini

verir. Bu denklem ¢dziildiigiinde kapali formda bir analitik ¢6ziim elde edilir.
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Bir¢ok durumda N degeri 2 olarak bulundugundan, N =2 olmasi
durumda

1. S(Y)=F(Y)=b,(1-Y)(1+bY)=(1-Y)T(Y) ve T(1)=0 (7a)
Vze S(Y)=G(Y)=d,(1- Yy (7b)

seklinde olasi iki ¢6ziim elde edilir.
7-Uzun hesaplama islerinden kurtulmak isteniyorsa bir 6n kabul olarak

d'U
Eotoo ign - U(E)—>0 ve %—m (n=123,..) (8)
smir kosullar1 eklenebilir.
Eger ¢6zim& — 400 (Y — +1 ) igin yok oluyorsa oluyorsa (6)

serisi
F(Y):(I—Y)mNimanY" , m=1.,N (9)
seklindedir. "~
Eger ¢oziim & — —0 (Y — +1 )i¢in yok oluyorsa (6) serisi
F(Y):(1+Y)mN2manY" , m=L.,N (10)
n=0

seklindedir. Her iki durumda da sok dalgasi bigiminde bir ¢6ziim bulunur.
Eger c¢Ozim her iki taraftan da yok oluyorsa; yani
& >+ (Y > +1 ) yok oluyorsa (6) serisi

N-p—q
F(Y)=(1-Y)"(1+Y)" > aY" , p(£0)+q(20)=2..N (1)
n=0
seklindedir. Bu durumda ise tek dalga profili olusur.
Bununla beraber her bir durum i¢in her zaman tam sonug¢ elde
etmeyebiliriz.

Ayrica, S (Y ) ifadesinin baz1 kisitlamalarla gosterilmesi bize

yoOnlendirilmis dalganin hizini belirlememizi saglar. Bu hizin elde edilmesinin
pertiirbasyon tekniginde dnemli bir yeri vardir (Malfliet and Hereman (1996).

Simdi Tanh yoOntemini ¢ok iyi bilinen lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde gdsterelim.

2.2. Burgers Denklemi

seklinde ifade edilen Burgers denklemi en onemli lineer olmayan yayilim
denklemlerinden biridir.
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Bu denklem akigkanlar dinamigindeki yayilan dalgalar i¢in en basit
lineer olmayan denklem modelidir. Ilk olarak Burger tarafindan bir boyutlu
tiirbiilans1 tantmlamak i¢in kullanilmistir (Debnath, 1997) .

Oncelikle u(x, t) =U (é) =U [k(x — Vt)] degisken  degistirmesi
yapilarak kismi diferansiyel denklem
,dUE©) dU d2U
dé T

adi diferansiyel denklemine doniistiiriiliir. Bu denklemin bir kez integrali
alinirsa,

1 dUu(é)
© 5 ©) e (14)
elde edilir. Bu denklemde integral sabiti C=0  alnarak
Y =tanh (5) = tanh [k (x - Vt)] olmak tizere

= Za Y" degisken degistirmesi yapilirsa

-VS(Y)+ S(Y) ak(1- Y)d‘:;g)

elde edilir. Bu denklemde (6) a<;111m1 yerlest1r11d1gmde

N

—VYy ay" +— Z Y- aana Y 1+akz Y =0 (16)
n=0 n 0 n=0

ifadesine ulasilir.

Bu yerlestirmeden sonra, (16) denkleminde ikinci terimde Y*" ve son
terimde YV ifadeleri olusur. 2N =N +1 esitliginden N =1 bulunur.
Buradan, S (Y )Zbo (1— Y ) seklinde bir tek ¢oziim elde edilir. Bu ¢oziim

(15) denkleminde yerine konursa
1
_V[bo(l—Y)]+Eb§(l—Y)2—ak(l—Yz)(—bo)zo (17)
elde edilir. Bu ise
1
_1/[190(1—1/)]+Eb§(1—1/)2 —ak(1-Y*)(~h,) =0 (18)
bi¢iminde yazilir. Bu denklemde (1 -Y ) carpanini sadelestirdigimizde
—Vbo+%b§(1—Y)+akbo(l+Y):O (19)

bulunur. Burada ¥ — 1 limit degeri alinirsa
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- Vb, +akb, (1+1)=0
V =2ak
hiz degeri elde edilir. (1 9) denklemi agik bir sekilde yazilirsa
1 1
ak—V+—by+| ak——=b, |Y =0
2 2
olur. Buradaki tiim katsayilar;

1
Y’ terimli katsayilar: ak- V+—b,=0
2

1
Y' terimli katsayilar: ak- —b,=0
2

sifirt esitlenip ¢oziildiigiinde

by =V =2ak
bulunur. Buradan, sok dalgasinin bir ¢6ziimii

F(Y)=2ak(1-Y) = 2ak[l — tanh(k(x — V?)]

bi¢gimindedir.

(24)denkleminin x=[-5,5] , t=[-0.5,0.5] vea=k=V =1 igin
grafigi.
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2.3. Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

seklinde yazilir. Buradaki b sabittir. Bu denklem sivi dinamiginde dikdértgen
seklindeki bir kanaldaki s1g su dalgalarmi tammlamak igin kullanilir. {1k olarak
iki Hollandal1 bilim adami D.J.Korteweg ve G. de Vries tarafindan birlesik
yonli s1g su dalgalarmin yayilimini gostermek igin kullanilmistir. Bu
denklemin tam ¢oziimiine soliton’ denir (Debnath, 1997).

Bu denklemi Tanh yontemiyle ¢ozelim. Oncelikle

ulx,t)=U(E)=U [ke(x - Vt)] degisken degistirmesi yapulir.
PAE) 1y dUQ) o dUE
dé dé &

denklemi elde edilir. Bu denklemin bir defa integralini alinirsa (26)

denklemi

Q) _
&

—VU(E)+— U(ej) +bkF ——=2

denklemine  doniisir.  Buradaki  integral sabitini C=0  alp,

Y = tanh(f:) = tanh[k(x—Vt)} olmak lizere
U (cf) =S (Y ) = ﬁ: a,Y" degisken degistirmesini yapilirsa

) 1 2 2 2 d 2 dg
~VS(1)+ S(Y) +bk (1-7 )d—Y[(l—Y )%}:o

denklemi elde edilir. Daha sonra bu denklem tanh fonksiyonuna bagl kuvvet
serileri seklinde yazildiginda 2N =N+2  esitliginden; N =2 bulunur.

N =2 degeri igin (6) denklemi yazilirsa, uygun ¢o6ziimlerden biri

bulunabilir.

1965 yilinda Zabusky ve Kruskal tek dalgalarin (Solitary waves) birbiriyle olan etkilesimlerini
ve baglangic durumlarini korumalarii arastirdilar. Zabusky ve Kruskal KdV denklemi
iizerindeki niimerik arastirmalar sirasinda; carpistiktan sonra hizlarimi ve sekillerini koruyan
partikiil benzeri bir davrams gosteren dalgalar buldular. Bu dalgalara soliton adim verdiler.
Soliton kavrami Wadati tarafindan soyle tanimlanmustir:

1-Ozelliklerini (seklini, hizin1 vb.) kaybetmeden ilerleyen y&resel bir dalgadir.
2-Carpigmalarda 6zeliklerini koruyan yoresel dalgalardir. Bunun anlamu soliton partikiil benzeri
bir ozellige sahiptir.

Fizikte —on son eki partikiil benzeri davranis gosteren kavramlarda (6rnegin foton, peakon,
compacton vb.) goriilmektedir. Solitonlar klasik olarak analitik ¢oziimlerdir (Kakutani and
Kawahara, 1970).
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S¥)=F(Y)=b,(1- Y)(1+5Y) coziimini cle alahm. Bu ifade
(28) denklemine yerlestirildiginde

—I/bo(l—Y)(1+b]Y)+%b§(1—Y)2(1+b]Y)2 v

bkz(l—Yz)c%[(l—Yz)(bob, ~b,~2b) |=0 (29)
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¥ — 1 limit degeri alinirsa
V =4bk* (30)
hiz1 elde edilir. (29) denklemindeki tiim katsayilar sifira esitlendiginde,
b,=12bk> ve b =1 (31)
bulunur. Buradan
FY)=126k*(1- Y)(1+Y) ve  V=4bk’ (324)

¢6ziimii bulunur. Ayrica (1 -Y? ) =sech’ oldugundan

u(x,t) =12bk> sechzk(x - Vt) (32b)
fonksiyonu ¢an seklinde iyi bilinen bir tek dalgadir.

Sekil 2.
(32b)denkleminin x=[-5,5] , 1=[-0.5,0.5] veb=k=V =1 igin
grafigi.

KdV denkleminin diger ¢oziimiinii bulmak igin (28) denklemine
S (Y ) = G(Y ) =d, (l -Y )2 ifadesini yerlestirilirse KdV denkleminin ikinci

¢Ozimil olmadig goriiliir.
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3. Tanh Yonteminin Klasik Boussinesq (CB) Denklemine

Uygulanmasi

Tanh yontemi basit bir doniisiim ile lineer olmayan reaksiyon-yayilma
denklem sistemlerinin yonlendirilmis dalga ¢oziimlerinin elde edilmesinde de

kullanilabilir.

Tanh yontemini denklem sistemlerine uygularken farkli bir islem

uygulamayacagiz. Sadece bu denklemlerde tek bagimli degisken yerine

u ve z seklinde iki bagimli degisken ele alacagiz.
Simdi bu yontemi Klasik Boussinesq (CB)

o¢ o 10°
54_&[(“@”1:_25@[”

denklemleri iizerinde uygulayalim (Li, Ma and Zhang , 2000). Burada iki farkli

fonksiyon oldugundan, bu fonksiyonlarin her biri igin & =k (x - Vt) olmak

lizere,

¢(x1)=¢(8)

i) =U (&)
degisken degistirmesi yapildiginda,

LA© AU D), dUE) 1 dUE)
+U =0
g O O P e
pAUQ) i dUE) dE@)
dz dg - d

denklemleri elde edilir. (35) ve (36) denklemlerinin bir kez integralleri

alinip, integral sabiti C =0 alinirsa,

VEOHUEHUOLE e

dg’

=0

1
¢()= VU(&)—EU(@2

denklemleri elde edilir. Daha sonra(38) denklemi (37) denklemine

yerlestirildiginde

4(1- Vz)U(§)+6U(cf) U(E) +

dzU(é) %
dé’
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adi diferansiyel denklemi bulunur. Daha sonra ¥ = tanh (é‘) dontistimi

yapilirsa,

4(1—V2)S(Y)+6S(Y)2—2S(Y)3+(1—Y2)6%[(1—Y2)%} 0

yazilir. Bu denklemde Y =tanh (5 ) = tanh [k(x - Vt)] olmak {iizere
N

U (5 ) =S (Y ) = ZanY ! acilimi  yerlestirilerek, yiiksek dereceli Y
n=0

terimlerinin esitliginden, 3N =N+2 § N =1 bulunur. Daha Oncede

belirtildigi tizere S(Y)=d,(1- Y) seklinde ¢éziim olabilir. Oncelikle bu

ifade (40) denkleminde yazilirsa,

4(1-2)d, (1-7)+6(d, (1-Y)) =2(d, (1-7)) +

d )
(1—Y2)d—y[(1—y (=) |=0
ifadesi bulunur. Uygun sadelestirmeler yapildiginda
d, =V*-1
bulunur. Boylece
U(&)=s(r)=(r*-1)(1-7)
¢Oziimii elde edilir. Bu esitlik (3 8) denklemine yerlestirilirse

(@ =r(r —1)(1—1/)—%((1/2 ~1)(1-v))’

¢ (&) fonksiyonu elde edilir.

(43) denkleminin x = [— 5,5] , 1= [— 0.5,0.5] ve V=2 ig¢in grafigi.
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Sekil 4
(44) denkleminin x=[-5,5] , 1=[-0.5,0.5] ve V' =2 igin grafigi.

SONUC

Bu caligmada, ozellikle yayilimlar1 igeren lineer olmayan dalga
denklemlerinin ¢dziimiinde Tanh yontemi kullanildi. Bu ydntemin temeli
yonlendirilmis dalga ¢6ziimlerinin hiperbolik tanjant fonksiyonu (Tanh)
bi¢ciminde gosterilmesine dayanir. Bu yontemle uzun cebirsel islemlerden
kurtulmus oluruz. Ayrica, sinir kosullarinin uygulanmasiyla hiz daha kolay bir
sekilde elde edilir.

Son bolimde, Tanh yodntemi Klasik Boussinesq denklemine
uygulanarak ¢oziilebilecegi gosterildi.

Bu yonteme dayanilarak, giiniimiizde bir¢ok lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin tam ¢Oziimiinii arastiran ¢ok giiglii sembolik
bilgisayar yazilimlar1 gelistirilmistir. Bu programlar yardimiyla otomatik
olarak tanh, sech, cn veya sn fonksiyonlar1 seklindeki polinomlarin
yonlendirilmis dalga ¢dziimleri hesaplanabilir (Malfliet and Hereman, 2005).
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