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Öz 

Bu çalışmada Lebesgue uzayları üzerinde tanımlı bir operatörün bileşke operatör olması için gerekli şartlar ve 

bileşke operatörlerinin sağladığı bazı özelliklerin gösterilmesi amaçlanmaktadır. 

 

Anahtar Kelimeler: Bileşke operatör, Lebesgue uzayı, Radon-Nikodym türevi. 

 

Composition Operators On Lebesgue Spaces 

Abstract 
In this paper, it is aimed to find necessary conditions for any operator defined on Lebesgue spaces to be a 

composition operator. Also some properties of these operators will be examined. 

 

Keywords: Composition operator, Lebesgue space, Radon-Nikodym derivative. 

 

1. Giriş 

Bileşke operatörleri klasik mekanik, istatiksel 

mekanik, diferansiyellenebilir dinamik, dağı-

lım teorisi ve dinamik gibi birçok alanda 

kullanıldığından dolayı birçok matematikçi-

nin ilgisini çekmiştir. Bu operatörler ilk olarak 

Schroder’in çalışmasında kullanılmıştır 

(Schroder, 1871). Daha sonra Littlewood’un 

subordinasyon teorisi çalışmasında kullanıl-

mıştır (Littlewood, 1925).  

1930’ların başlarında bileşke operatörleri 

matematiksel fizik ve klasik mekanik prob-

lemlerini çözmek için özellikle Koopman’ın 

çalışmasında kullanılmıştır (Koopman and 

Neumann, 1932; Koopman, 1931). O 

dönemlerde bu operatörlerin adı değişim 

operatörleri veya dönüşüm operatörleri olarak 

biliniyordu. Banach bu operatörleri sürekli 

fonksiyonların Banach uzayları üzerindeki 

izometrileri tanımlamak için kullanmıştır. 

1940’lı ve 1950’li yıllarda bu operatörler Von 

Neumann ve Halmos’un ergodic dönüşümler 

çalışmasında kullanılmıştır (Halmos, 1956; 

Halmos and von Neumann, 1942). 1969 

yılında Schwartz ve Ridge sırasıyla uzayları 

ve uzaylarında bileşke operatörlerini kullan-

mışlardır. 1972 yılında Singh doktora tezini 

bileşke operatörleri üzerinde tamamladı. Daha 

sonra ise Boyd, Caughron, Cima, Kamowitz, 

Shaprio ve Wogen’in de aralarında bulunduğu 

bir grup matematikçi tarafından çalışılmasına 

devam edildi (Boyd, 1974; Caughran and 

Halmos, 1971; Caughran and Schwartz, 1975; 

Cima and Wogen, 1974; Cima vd, 1974). 

1979 yılında Hilbert uzayı operatörleri 

üzerine düzenlenen Long Beach Konferans’ 

ında Nodgren tarafından sunulan bir dizi 

çalışmalar bileşke operatörlerinin araştırılma-

sına ivme kazandırmıştır (Nordgren, 1978). 

Bu nedenle 1970’ler bileşke operatörlerinin 

çalışılması açısından çok verimli bir dönem 

olmuştur. Singh’in başını çektiği bir grup 

araştırmacı 1973 yılından itibaren Jammu’da 

bileşke operatörleri çalışmasına katılmışlar-

dır. Bileşke operatörleri üzerine yapılan 
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sistematik çalışmalar 1980’lerin ortalarına 

kadar devam etmiştir. Daha sonra ise 

Kamowitz tarafından sürekli fonksiyonlar 

uzayında çalışılmaya başlanmıştır 

(Kamowitz, 1981). 

2. Materyal ve Metot 

Tanım 2.1: X  boştan farklı bir küme ve  

( )P X , X ’in kuvvet kümesi olmak üzere  

( )P X   ailesi aşağıdaki şartları sağlasın.  

i. , X  , 

ii. A  ise, X A−   

iii.   içindeki her nA  dizisi için  
1

n

n

A


=

 . 

Bu takdirde bu   ailesine bir  -cebiri,   

( , )X   ikilisine bir ölçülebilir uzay ve   ’nin 

her elemanına da ölçülebilir küme denir 

(Bartle, 2014). 1( , )X  , 2( , )Y    ölçülebilir iki 

uzay ve :f X Y→  bir fonksiyon olsun. Eğer 

her 2S   için 1

1( )f S−   oluyorsa, f    

fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir. 

( , )X   üzerinde tanımlı tüm ölçülebilir 

fonksiyonların kümesi ( , )M X    ve negatif 

olmayan ölçülebilir fonksiyonların kümesi  

( , )M X+   ile gösterilir (Bartle, 2014). 

Tanım 2.2: ( , )X   ölçülebilir uzay ve   

üzerinde tanımlı  0,  değer kümesine sahip 

bir   fonksiyonu   

a)  )( 0  =  

b) Her  E  için  ( )  0  E   

c) İkişer ikişer ayrık ölçülebilir kümelerin 

oluşturduğu  nE   dizisi için  

                    
11

( ) ( )n n

nn

E E 
 

==

=                   

koşullarını sağlıyorsa  ’ye bir ölçüm denir 

(Bartle, 2014). ( , , )X   bir ölçüm uzayı ve 

T   ise X  üzerinde bir dönüşüm olsun. Her 

S   için ( ) 0S =  olduğunda 

1( ( )) 0T S − =   oluyorsa  T ’ye tekil olmayan 

dönüşüm denir (Singh ve Manhas, 1993). 

Tanım 2.3: T , ( , , )X   ölçüm uzayı üze-

rinde tanımlı ölçülebilir bir dönüşüm olsun. 

Eğer hemen hemen her yerde 1T T I=  olacak 

şekilde bir 1T  ölçülebilir dönüşümü varsa T

’ye soldan terslenebilir (birebir) bir dönüşüm 

denir. Benzer şekilde hemen hemen her yerde 

2T T I=  olacak şekilde bir 2T  ölçülebilir 

dönüşümü varsa T ’ye sağdan terslenebilir 

(örten) bir dönüşüm denir. Eğer T  hem 

sağdan hem de soldan terslenebilir ise T ’ye 

terslenebilir dönüşüm denir ve ölçülebilir bir 

U  dönüşümü için hemen hemen her yerde 

( )( ) ( )( ) ( )ToU x UoT x I x= =  dir. (Singh ve 

Manhas, 1993). 

Tanım 2.4: ( ),X   ölçülebilir uzay,   ve 

,   üzerinde iki ölçüm olsun. Buradan her

A  için ( ) 0A =  olduğunda ( ) 0A =  

oluyorsa  ,   üzerinde  ’ye göre mutlak 

sürekli bir ölçümdür denir ve    ile 

gösterilir. Bu tanıma göre T  tekil olmayan bir 

dönüşüm ise 1T − ,  ’ ye göre mutlak sürekli 

ölçüm olup 1T −  ile gösterilir. Burada 

1T −  ölçümü her S   için

1 1( )( ) ( ( ))T S T S − −=  olarak tanımlıdır 

(Singh and Manhas, 1993). 

Tanım 2.5: ( , , )X   bir ölçüm uzayı ve 

1  p     olsun. ( , , )pL X   ile X  

üzerinde tanımlı ve   

( ) ( )
p

X

f x d x    

koşulunu sağlayan tüm ölçülebilir fonksiyon-

ların ailesi gösterilir (Bartle, 2014). Herhangi 

bir ( , , )pf L X    için 

1

( ) ( )
p

p

p

X

f f x d x
 

=  
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şeklinde tanımlı 
p

  fonksiyonu bir norm 

olup ( , )pL X   uzayı bir normlu uzay olur 

(Bartle, 2014). Gerçel değerli, ölçülebilir ve 

hemen hemen her yerde sınırlı olan 

fonksiyonların denklik sınıflarının 

oluşturduğu uzaya ( , , )L X    uzayı denir. 

Herhangi bir ( , , )f L X    için N    

olmak üzere  ( ) sup ( ) :S N f x x X N=  −

olarak tanımlayalım. O halde  

inf ( ) : , ( ) 0f S N N N

=  =  

fonksiyonu bir norm olup, ( , . )L


  bir 

normlu uzaydır. ( , , )L X    uzayının 

elemanlarına esas sınırlı fonksiyonlarda denir. 

Eğer ( , , )f L X    ise hemen hemen her

x X  için ( )f x f


  dur (Bartle, 2014). 

Tanım 2.6:  ( , , )X  bir ölçüm uzayı ve 

:f X →  ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu 

f  fonksiyonunun esas görüntüsü her 0 

için  

   . ( ) : ( : ( ) ) 0ess im f z x X f x z =   −    

veya . ( )a ess im f  ve her 0   için 

1( ( ( , ))) 0f B a −    olarak tanımlıdır (Rudin, 

1974). 

Tanım 2.7:  ,  − sonlu bir ölçüm ve  ,    

üzerinde  ’ ye göre mutlak sürekli bir ölçüm 

olsun. Bu takdirde  

          ( )
S

S f d =   veya  
( )

( )

d S
f

d S




=  

şartını sağlayan negatif olmayan bir 
1( )f L   fonksiyonu vardır ve bu f

fonksiyonuna  ’nın  ’ye göre Radon-

Nikodym türevi denir (Singh and Manhas, 

1993). 

 

 

3. Bulgular 

Tanım 3.1: ( , , )X   bir ölçüm uzayı ve 

:T X X→  tekil olmayan bir dönüşüm olsun. 

Bu T  dönüşümü 1 p    için ( )pL   uzayı 

üzerinde her ( )pf L   için 

( )TC f f T=  

şeklinde tanımlı bir TC  lineer dönüşümü 

indirger. Bu : ( ) ( )p p

TC L L →  lineer 

dönüşümünün sürekli olması durumunda bu 

dönüşüme ( )pL   üzerinde T  tarafından 

indirgenen bileşke operatörü denir. 

Uyarı 3.2: T ’nin tekil olmayan bir dönüşüm 

olması TC ’nin iyi tanımlı olduğunu söyler. 

Çünkü T  tekil olmayan bir dönüşüm değilse 

TC  iyi tanımlı olmayabilir. Bunu bir örnekle 

açıklayalım. 

Örnek 3.3: [0,1]X =  kümesi üzerinde 

Lebesgue ölçümü alalım ve :T X X→

dönüşümü için 

                      
1
2

1
2

2     , 0
( )

1      , 1

x x
T x

x

 
= 

 
                       

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde T  tekil 

olmayan bir dönüşüm değildir. Gerçekten 

 ( )1 0 =  iken  ( )( ) ( ( )1 1 1
2 2

1 ,1 0T − = =   

dır. Ayrıca TC  iyi tanımlı değildir. Çünkü 

[0,1)f =  ve [0,1]g =  alınırsa 1x =  için 

f g  olup  ( )1 0 =  olduğundan hemen 

hemen her yerde f g= ’dir. Fakat hemen 

hemen her yerde ( ) ( )T TC f C g ’dir. 

Gerçekten 
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1
2

[0,1) 1
2

1    , 0
( ) ( )( ) ( )( )

0    , 1
T

x
C f f T x T x

x


 
= = = 

 
 

[0,1]( ) ( )( ) ( )( ) 1  ,  0 1TC g g T x T x x= = =  

olup  ( )1 1
2 2
,1 0 =   olur. Buradan 

( ) ( )T TC f C g  olur. Dolayısıyla TC  iyi 

tanımlı değildir. O halde ( )pL   üzerinde bir 

bileşke operatörü indirgemek için T ’nin tekil 

olmayan bir dönüşüm olması gerekir. 

Not 3.4: ( )L   uzayında :T X X→  

operatörü tekil olmayan bir dönüşüm ise 

( )f L   için ( )f T L   olup 

TC f f T f
  
=   yazılır. Gerçekten 

( )T X X  olduğu dikkate alınırsa 

( )

sup ( )( ) sup ( ( ))

sup ( ) sup ( )

T
x X x X

u T X u X

C f f T es f T x es f T x

es f u es f u f

 
 


 

= = =

=  =

bulunur. Dolayısıyla TC  bir daralmadır.  

Teorem 3.5: TC ’nin ( )L   üzerinde bir 

izometri olması için gerek ve yeter koşul   

ve 1T − ’in denk yani 1T  −  ve 

1T −  olmasıdır. 

İspat: Kabul edelim ki   ve 1T −  denk 

olmasın. O halde E X    kümesi için  
1( ) 0T E − =  olduğunu kabul edelim. Buradan  

 inf : ( : ) 0 1E Ea x X a  

=    = =

olur. Fakat 

 1 1( ) ( )
inf : ( : ) 0 0T E T E T E

C a x X a   − − 
= =    = =

olduğundan T E EC  
 
  elde edilir. 

Buradan TC  bir izometri değildir. Dolayısıyla 

istenen elde edilir. Aksine, kabul edelim ki 
1T  −  ve 1T −  olsun. 1T −  ise

TC f f
 
  eşitsizliği Not 3.4’ten açıktır.  

1T  − , yani her S   için 1( ) 0T S − =  

olduğunda ( ) 0S =  olsun. O halde 

 

   

 

1 1:  (  : ( ) > )=0 :  ( ( )  : ( ) > )=0

                                                         = :  ( ( ) : ( ) > )=0

a T x X f x a a T x X f x a

a x T X f x a

 



− −  =  

 
 

 ( )x T X  

ise ( )x T u=  olacak şekilde u X  vardır. 

Buradan  

 

   :  (  : ( ( )) > )=0 :  (  : ( ) > )=0a u X f T u a a x X f x a       

olup her iki tarafın infimumu alınırsa 

   inf :  (x  : ( ) > )=0 inf :  (  : ( ( )) > )=0a X f x a a u X f T u a       
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elde edilir. Buradan Tf C f
 
  dir. 

Dolayısıyla TC  bir izometridir 

Uyarı 3.6: T ’nin tekil olmayan bir dönüşüm 

olması 1 p    için ( )pL   uzayı üzerinde 

bir bileşke operatörünü indirgemek için tek 

başına yeterli değildir. X =  kümesi 

üzerinde Lebesgue ölçümü alalım ve her 

x  için ( ) xT x e=   olsun. Buradan T  tekil 

olmayan bir dönüşümdür. Ancak 

( )p

TC f L  dir. Gerçekten [0,1]f =  

alınırsa her x X  için 

 

[0,1] [0,1]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 0 1
c

p pp p

p
f f x d x f x d x f x d x  = = + = + =      

olup ( )pf L  olur. Fakat  

[0,1] [ ,0]TC f f T T  −= = =   olup 

0

[ ,0]( ( )) ( ) 1 ( )
pp p

T p
C f x d x d x  −

−

= = =    

olur. Dolayısıyla ( )p

TC f L  elde edilir. 

Teorem 3.7: ( , , )X   bir  -sonlu ölçüm 

uzayı ve :T X X→  ölçülebilir bir dönüşüm 

olsun. Bu takdirde T ’nin ( )pL   üzerinde bir  

TC  bileşke operatörü indirgemesi için gerek 

ve yeter koşul her S   ve 0b   için 
1( ) ( )T S b S −   olmasıdır. 

İspat: Kabul edelim ki TC , T  tarafından 

indirgenen bir bileşke operatör olsun. O 

zaman : ( ) ( )p p

TC L L →  sürekli bir lineer 

dönüşüm olur.  ( )S    olan bir S   için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c

p p p p

S S S Sp

X S S

x x d x x d x x d x S       = = + =      

olduğundan ( )p

S L   olur. Ayrıca 

1( )T S T S
C   −=  eşitliği dikkate alınırsa 

 

1

1

( )
( ) ( ) ( )

p p p p p

T S T S Tp p p pT S p
T S C C C S    −

− = =  =

yazılır. T p
b C=  alınırsa 1( ) ( )T S b S −   

olur. ( )S =   olması durumunda eşitsizlik 

açıktır. 

Tersine, 0b   olmak üzere her S   ve  
1( ) ( )T S b S −   olduğunu kabul edelim. 

Buradan ( ) 0S =  iken, 1( ) 0T S − =  olur. 

Dolayısıyla 1T −  olup buradan 1T − ’in,  

 ’ ye göre Radon-Nikodym türevi ortaya 

çıkar ve 

 1( ) ( ) 1T

S S S

T S f d b S b d bd    − =  = =    

olup hemen hemen her yerde Tf b  olur. 

Şimdi herhangi bir ( )pf L   alalım. 

Buradan her x X  için ( )T x u=  dönüşümü 

yapılır ve 1

Td T f d − =  eşitliği göz önüne 

alınırsa 
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1

( ( )) ( )( ) ( ) ( ( ( )) ( )

                   = ( ) ( ) ( ) ( )

p p p

T p

X X

p p p

T p

X X

C f x f T x d x f T x d x

f u d T u f u f d u b f

 

 −

= =

= 

 

 
 

elde edilir. Bu ise TC ’nin ( )pL   üzerinde 

sınırlı bir operatör olduğunu söyler. 

Yukarıdaki teorem bize ( )pL   üzerinde bir 

bileşke operatörü indirgeyen T  dönüşümü  
1T − ’in mutlak sürekliliğini ve onun Radon-

Nikodym türevi olan Tf ’yi karakterize 

etmeye yardımcı olmuştur. Eğer bir operatör 

bileşke operatör ise ( )pL  ’deki karakteristik 

fonksiyonları alıp yine karakteristik 

fonksiyonlara götürür. Bu durum  

 

1

1

1

( )

1  , ( )
( )( ) ( )( ) ( ( ))

0  , ( )

1  , ( ) 1  , ( )

0  , ( ) 0  , ( )

( )

T S S S

T S

T x S
C x T x T x

T x S

T x S x T S

T x S x T S

x

  

 −

−

−


= = = 



  
= = 

  

=

 

olduğundan açıktır. 

Sonuç 3.8: ( , , )X   bir ölçüm uzayı olsun.   

:T X X→  ölçülebilir dönüşümünün 

1 p    için ( )pL   üzerinde TC  bileşke 

operatörü indirgemesi için gerek ve yeter 

koşul 1T −  ve ( )Tf L   olmasıdır. Bu 

durumda  
1

p
T Tp

C f


=  dir. 

Örnek 3.9: X =  üzerindeki ölçüm 

Lebesgue ölçümü ve 
'T ,  T ’nin türevi olmak 

üzere 
'

1

T
 esas sınırlı olacak şekilde T  

monoton bir fonksiyon olsun. O zaman TC , 

( )pL    üzerinde sürekli bir operatördür. Özel 

olarak 0a   ve ( )T x ax=  alınırsa TC , 

( )pL  üzerinde bir bileşke operatörüdür. 

Çözüm: Herhangi bir ( )pf L  ve 

1

sup
p

T Tp p
f

C C f


=  göz önüne alınırsa 

 '

'

( )( ) ( ( ))

( )
( ( ))

( )

p p p

T p

p

C f f T x dx f T x dx

T x
f T x dx

T x

= =

=

 


 

olur. Burada ( )T x u=  dönüşümü yapılırsa  

 

'

' ' '

( ) 1 1
( ( )) ( )

( ) ( )

p p p

p

T x
f T x dx f u du f

T x T x T 

=      

Olup 
'

1p

T p
C

T


  yazılır. Özel olarak 

( )T x ax=  alınırsa  

( )( ) ( ( ))

( ) ( )

1
( )

p p p

T p

p p

p

C f f T x dx f T x dx

du
f ax dx f u

a

f u du
a

= =

= =

=  
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olup ( )p

TC f L  elde edilir. 

Tanım 3.10: ( , , )X   bir ölçüm uzayı, 

Y X  ve :T Y X→  ölçülebilir bir dönüşüm 

olsun. Herhangi bir ( )pf L   için  

 
( ( ))  ,

( )
      0       ,

T

f T x x Y
C f

x X Y


= 

 −
 

olarak tanımlansın. TC ’nin ( )pL   üzerinde 

sürekli olması durumunda bu operatöre T  ve

Y  tarafından indirgenen genelleştirilmiş 

bileşke operatörü denir. Açıktır ki Y X=  

alınırsa her bileşke operatörü genelleştirilmiş 

bileşke operatörüdür. 

( , , )X   bir  -sonlu ölçüm uzayı olmak 

üzere ölçülebilir kümelerin bir   -cebiri   

ailesi simetrik fark ve arakesit cebirsel 

işlemleri altında bir halkadır. 

   ( ) 0S S =  =  olmak üzere  ,    

halkasının bir idealidir.   Boolean halkası 

olduğundan 


 bölüm halkası da bir Boolean 

halkasıdır. :h →  dönüşümü simetrik fark, 

arakesit, sayılabilir toplamsallık ve maksimal 

eleman işlemlerini korursa bu dönüşüme  -

endomorfizması denir.   üzerindeki her   -

endomorfizması 


 üzerinde bir 
'h   -endo-

morfizması doğurur ve '( ) ( )h S h S =   

olarak tanımlanır. :T X X→  ölçülebilir bir 

dönüşüm ise 1( ) ( )Th S T S−=  ile tanımlı 

:Th →  dönüşümü bir   -endomorfizma-

sıdır; dolayısıyla '

Th  


 üzerinde bir   -

endomorfizmasıdır. O halde her ölçülebilir 

dönüşüm   ve 


 üzerinde bir  -endo-

morfizması indirger. Daha genel bir ifadeyle 
' ' '( , , )X   bir ölçüm uzayı ve 

':T X X→  

ölçülebilir bir dönüşüm ise bu dönüşüm 
':Th →  ve 

' , 
'   -cebirinde sıfır 

ölçümlü kümelerin ideali olmak üzere 
''

':Th  →
 

  -endomorfizması indirger. 

Teorem 3.11: ( , , )X   standart Borel uzayı, 

  bir ölçüm uzayı ve ' ' ': ( , , ) ( , , )X X   →   

bir   -endomorfizması olsun. Bu takdirde 
'

Th =  olacak şekilde 
':T X X→  bir 

ölçülebilir dönüşümü vardır. 

Aşağıdaki teoremde   ile    -cebirinin 

tüm karakteristik fonksiyonları temsil etmek 

üzere yani   : S S =   olmak üzere 

( )p pL  =   olarak alınacaktır. 

Teorem 3.12: ( , , )X   standart Borel uzayı 

ve A , ( )pL   üzerinde bir operatör olsun. A

’nın bir (genelleştirilmiş) bileşke operatörü 

olması için gerek ve yeter koşul 
p ’nin A  

altında değişmez sabit kalmasıdır. Yani 
p pA    dir. 

İspat: Kabul edelim ki A , ( )pL   üzerinde bir 

(genelleştirilmiş) bileşke operatör olsun. O 

halde Y   için TA C=  olacak şekilde bir 

:T Y X→  ölçülebilir dönüşümü vardır. 

 p

S   için  ( )p

SA L    olur. 

Dolayısıyla  p

SA AK    dir. Ayrıca  

 

1

1

1 ( )

1   , ( ) 1   , ( )

0   , ( ) 0   , ( )
S T S S T S

T x S x T S
A C T

T x S x T S
    −

−

−

  
= = = = = 

  
 

olup T ’nin ölçülebilir olması dikkate alınırsa 

 p

SA   elde edilir. Dolayısıyla 

p pA   ’dir. Tersine, kabul edelim ki 

p pA    ve ( )S    olacak şekilde 

S   olsun. Buradan S   ve  
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( )
c

p p p p

S S S Sp

X S S

d d d S       = = + =      

olup ( )p

S L   elde edilir. O halde p

S   

elde edilir. p p

SA A      olup 

 p

SA  ’dir. Bu takdirde ( )W    için 

S WA =  olacak şekilde W   vardır. 

Şimdi 0( )S W =  olsun. Buradan 0  sonlu 

ölçüme sahip kümelerin birleşimi üzerinde 

tanımlanır.  1S  ve 2S  sonlu ölçüme sahip ayrık 

iki küme olmak üzere bileşke operatörünün 

lineer olması dikkate alınırsa 

 

1 2 1 2 1 2 1 2
( ) ( )S S S S S S W WA A A A       = + = + = +  

olup 1 2( ) 0W W  =  ve 

0 1 2 0 1 0 2( ) ( ) ( )S S S S   =   dir. Ayrıca X ,    

 -sonlu ölçüm olduğundan 
1

i

i

X S


=

=  olacak 

şekilde sonlu ölçüme sahip ve ikişerli ayrık bir 

 iS  dizisi vardır. Kabul edelim ki 

0( )i iX S=  yani i  için 
i iS XA =  ve 

'

1

i

i

X X


=

=  olsun. Herhangi bir S   için 

0 0

1

( ) ( )i

i

S S S 


=

=   olarak tanımlanır. 
' , 

'X nün ölçülebilir alt kümelerinin  -cebiri 

olmak üzere '

0 : →  bir  -homomorfiz-

masıdır. Bu  -homomorfizması 
'

0( ) ( )S S  =   olacak şekilde  

' ':  →   bir   -homomorfizmasını 

doğurur. Teorem 3.11’den '

Th =  olacak 

şekilde bir 
':T X X→  ölçülebilir dönüşümü 

vardır. Eğer ( )S    ise 

1( )
( )S T ST S

A C  −= =  olup A  ve TC , 
p   

üzerinde dolayısıyla ( )pL   üzerinde 

çakışırlar. Buradan TA C=  olup teoremin 

ispatı tamamlanır. 

Sonuç 3.13: ( , , )X   standart Borel uzayı 

olsun. Bu takdirde A ’nın ( )pL   üzerinde bir 

(genelleştirilmiş) bileşke operatörü olması 

için gerek ve yeter koşul her ,  f g  ve 

 . ( )pf g L   için ( . ) ( ). ( )A f g A f A g=  

olmasıdır. 

İspat: Kabul edelim ki A , ( )pL   üzerinde bir 

genelleştirilmiş bileşke operatörü olsun. Bu 

takdirde TA C=  olacak şekilde bir :T Y X→

dönüşümü vardır. Her , ( )pf g L   için  

 

( . ) ( . ) ( . )( ( )) ( ( )) ( ( ))

            ( ) ( ) ( ). ( )

T

T T

A f g C f g f g T x f T x g T x

C f C g A f A g

= = =

= =
 

elde edilir. Aksine, p

S   alalım. Buradan 

p

SA A    olduğu açıktır. Ayrıca p

S   

ise S   ve ( )p

S L   dir. O zaman 

S   için ( )S    dir. O halde 

2 2 ( . )

         ( . ) ( . ) ( )
c

p p p p p

S S S S S Sp
X X X

p p p p p

S S S S S p

S S

d d d

d d S

        

       

= = =

= + = =

  

 

olup 2

S S =  dir. Ayrıca 2 2( ) ( ) ( ) ( ). ( ) ( ( ))S S S S S S SA A A A A A      = = = =  
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elde edilir. O halde SA   olup p

SA   

olur. Dolayısıyla 
p pA   ’dir. Teorem 

3.12’ten A , ( )pL   üzerinde bir 

genelleştirilmiş bileşke operatörüdür. 

Not 3.14: Teorem 3.12’den açıktır ki
p pA    ve 

'X X=  alınırsa A , ( )pL     

üzerinde genelleştirilmiş bileşke operatörü 

yerine bir bileşke operatörüdür. Eğer 
p pA     koşulu ile A   birebir bir operatör 

ise 
'X X=   olup A   bir bileşke operatörüdür. 

4. Sonuç 

Bu çalışmada :T X X→  ölçülebilir bir 

dönüşüm olmak üzere 1 p    için uzayı 

( )pL   üzerinde TC  bileşke operatörü 

tanımlandı. Bu operatörün ( )pL   uzayına 

genellemesi yapılırken hangi şartların 

sağlaması gerektiği irdelendi. Bu çalışmada 

yapılanlar ağırlıklı Lebesgue ( )p

wL  uzayla-

rında ağırlıklı bileşke operatörlerinin özellik-

leri olarak incelenebilir. Yine ağırlıklı 

Lebesgue  ( )p

wL   uzaylarında Lambert tipi 

bileşke operatörler ve bunların ağırlıklı uzay-

larında indirgenebilirliği incelenebilir. Ağır-

lıklar değiştirilerek Lebesgue uzaylarında 

tanımlanan ağırlıklı bileşke operatörleri 

incelenebilir. Ayrıca Orlicz uzayı, Orlicz-

Lorentz uzaylarında da bu operatörlerin 

özelliklerini sağlayıp sağlamadığı araştırı-

labilir. Ölçülebilir yerine zayıf veya kuvvetli 

ölçülebilir fonksiyonlar uzaylarında da 

ağırlıklı bileşke operatörlerinin özelliklerine 

bakılabilir. 
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