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Oz

Bu makalede bir parametreli eliptik homotetik diizlemsel hareket i¢in tiirev formiilleri elde edildi. Daha sonra
bu hareketin mutlak, izafi ve siiriiklenme hiz vektorleri ve bu vektorler arasindaki iliskiyi ifade eden teorem
verildi. Ayrica bir parametreli eliptik homotetik hareket i¢in pol noktalar: ve kanonik izafi sistem tanitildi. Son

olarakta @,,a, ve homotetik sabitin 1 olmas1 durumlarinda bazi 6nemli sonuglar bulundu.

Anahtar Kelimeler: Bir parametreli hareket, eliptik hareket, homotetik hareket

One Parameter Elliptical Homothetic Planar Motions

Abstract

In this paper derivative formulas have been obtained for the one parameter elliptical homothetic planar
motion. Then, absolute, relative and sliding velocities of this motion and a theorem which states the
relationship among these velocities have been given. Also, pole points and the canonical relative
system have been introduced for the one-parameter elliptical homothetic motion. Finally, some

important results have been found in the case of a;,a, and the homothetic scale being 1.

Keywords: One parameter motion, elliptical motion, homothetic motion

1. Giris
Hareket, fiziksel olarak bir kati cismin belli
bir referans noktasina gore siirekli olarak yer
degistirmesi  olayidir.  Kati  cisimlerin
hareketlerinde diizlem hareketi 6nemli bir yer
tutar. Bu yiizden, ilk olarak bir parametreli
diizlemsel hareketler Miiller tarafindan
tanitild1 ve mutlak, izafi, siiriklenme hizlar
ve ivmeleri arasindaki bagmtilar Oklid

diizlemi E® de elde edildi. Ayrica yoriinge
egrilerinin egrilikleri arasindaki iligkiyi veren
Euler-Savary formiilii verildi (Miiller 1963).
Blaschke ve Miiller tarafindan kompleks
sayilar kullanilarak diizlemsel hareket tanitildi

(Blaschke ve Miiller, 1956). Kompleks
diizlemde hareketli  koordinat  sistemi
yardimiyla bir parametreli hareket igin

kompleks hizlar arasindaki bagmntilar ve pol
noktalar1 elde edildi (Tutar vd. 2001). Boylece
kompleks diizlemde kanonik izafi sistemi ve
Euler-Savary formiilii ifade edildi (Masal vd.
2010).

Hareketler uzakligi koruyan dontisiimlerle
verilirler. Homotetik hareketler ise uzakliklar
ayn1 oranda degistirirken, agilar1 Kkoruyan
doniigiimlerle  verilirler. Dolayisiyla da
hareketler, homotetik hareketlerin &zel bir
halidir. Olcaylar, homotetik doniigsiimler
yardimiyla bir diizlemin diger diizlem
tizerindeki homotetik hareketini tanimladi

(Olcaylar 1956). Hacisalihoglu tarafindan ise

n-boyutlu  Oklid uzaymda  homotetik
hareketleri tanimlandi ve mutlak, izafi,
siriiklenme hizlar1 elde edildi. Ayrica
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hareketin t anindaki ani donme pol noktalari
bulundu. Bu homotetik hareket altinda pol
egrilerinin  birbirleri  tizerinde  kayarak,
yuvarlandigin1  gosterildi. Son olarak da
Olcaylar tarafindan tanimlanan diizlemsel ve
iic boyutlu homotetik hareketler icin elde
edilen Ozelliklerin genellendigi ifade edildi
(Hacisalihoglu 1971).

Kuruoglu, Tutar ve Diildiil tarafindan bir
parametreli kompleks diizlemsel homotetik
hareketler tanimlandi ve pol noktalar1 elde
edildi (Kuruoglu vd. 2001). Daha sonra
Masal, Giingér ve Ersoy tarafindan bir
parametreli kompleks diizlemsel homotetik
hareket i¢in  kanonik  izafi  sistemi
olusturularak, Euler-Savary formiilii ifade
edildi. h=1 olmasi durumunda Euler-Savary
formiliiniin, bir parametreli kompleks
hareket icin  Euler-Savary
formiiliine karsilik geldigi sonucu verildi
(Masal vd. 2014).

diizlemsel

Farkli eksen uzunluklarina sahip bir elipsoidin
eliptik i¢ ¢arpim ve eliptik vektorel carpim
yardimiyla eliptik donmelerinin genellemesi
Ozdemir tarafindan verildi. Eliptik ortogonal
matris, eliptik simetrik ve anti-simetrik
matrisler tanimlandi. Ayrica, eliptik donme
matrisleri kullanilarak elipsoid iizerindeki bir
noktanin hareketi calisildi (Ozdemir 2016).
Boylece bir parametreli eliptik diizlemsel
hareketler i¢in mutlak, izafi, siiriiklenme hiz
vektorleri tanimlandi. Ayrica bu vektorler
arasindaki iligki ifade edildi. Hareketin pol
noktalart bulundu. Kanonik izafi sistemi
tanimlandi. Son olarak da a =1 ve a,=1

olmas1 durumunda ispat edilen teoremlerin bir
parametreli Oklidyen diizlemsel hareketleri
icin elde edilen teoremlere karsilik geldigi
gorildii (Azak 2018).

2. Materyal ve Metot

Bu boliimde eliptik i¢ ¢arpim, eliptik norm,
eliptik anlamda vektorlerin ortogonal ve
ortonormal olmasi, eliptik ortogonal matris ve
son olarak eliptik donme matrisi kavramlarina
yer verilecektir.

Orijin merkezli, farkli eksen uzunluklarina
sahip bir elipsin standart denklemi
2

y2
+F :l

SDN| P

seklinde verilir. Bu durumda orijin ile elips

tizerinden aldigimiz herhangi bir nokta

arasindaki uzakligi degistirmeyecek sekilde
0zel bir i¢ carpimi bu elips yardimiyla
tanimlayabiliriz.

;(:(Xv Xz)'y :(Yw Y2) eR’
vektorlerinin eliptik i¢ ¢arpimi yada B -i¢
carpimi

B (;(’ 9) =aXy, +a,X;Y,
1 1
olarak tamimlanir. Burada a, = — Ve a, = o
a
a ile b sifirdan farkli, reel sayilardir. Bu i¢

carpim pozitif tanimli ve dejenere olmayan bir
ic carpimdir. Boylece eliptik i¢ carpim ile

iligkilendirilen reel vektor uzay1 R?, Ri a ile

gosterilecektir.

Bir xeR?, vektoriniin eliptik anlamda

normu

&, -5 7

olarak tanimlanir. Eger X ve y vektorleri igin
B (?(,S/):O oluyorsa bu vektorlere B -

ortogonal ya da eliptik ortogonal vektorler
denir. Ayni zamanda, bu vektorlerin normlari
1 oluyorsa bu vektorler eliptik ortonormal
vektorler olarak adlandirilirlar.
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Her Xx,yeR? icin B (Ri, Ry) =B (ﬂ)
esitligini saglayan R matrisine B -ortogonal
matris denir. B -ortogonal matrislerin kiimesi
OB(n) ile gosterilsin. Bu durumda

OB(n)={ReR”:R'QR=0,detR =1}

olarak verilir. Burada Q eliptik i¢ carpimla
iligkili matristir ve

0
0 a
seklindedir.
R;l a Uzaymndaki eliptik dénme matrisi
- . -
cosd \/72 sin@
RB — \/a

R

- _—sin@ cosd

Burada a,a,eR" dir

olarak tanimlanir.
(Ozdemir 2016).

3. Bir Parametreli Eliptik Homotetik
Diizlem Hareketi Bulgular

E ve E’ eliptik diizlemlerine gore hareket
eden bir E, diizlemini gz oniine alalim. Bu

diizlemlerin ilki hareketli, ikincisi ise sabit
olsun. E, hareketli eliptik diizleminin E ve

E’ eliptik diizlemlerine gore hareketini
incelemek  i¢in {B;E,E},{O;él,éz} ve
{O’;él’,éz'} koordinat sistemlerini temsilci
olarak kabul edelim.

Burada, vektorlerin eliptik i¢ carpimlari

sirastyla  asagidaki  sekilde  verilebilir:
oL a, eger i=]
B(ei,ej):{ S (1)
0, eger i#]
ve

=]
i # J.

eger

B (é’{,é})z{?)“ @

0 ve O smasiyla EJE ve E/E  bir

parametreli eliptik diizlem hareketlerinin
eliptik donme agilarini gostermek iizere bir an
icin  koordinat  sistemlerinin  baslangic
noktalar1 olan O,B ve O',B noktalarinin

eger

cakistigr diisiiniiliirse, asagidaki bagintilar
verilebilir:

— — a . —
h :cosee1+£sm Oe,

Ja

E:—ﬂsin Qe +cosde,

NS

(3)

ve

- R
h =coséd'e +\/\/23|n(9’e2
&
(4)

h, = _ 3% i 0'e/ +cosf'e, .

N

E, hareketli diizlemi tizerinde koordinatlari

X X,
W, @, O'B vektorlerini sirastyla

olan bir X noktast alalim.

X =xh +xh,,
b=bh +b,h,, (5)
b'=b/h +b,h,

olarak ifade edelim. (3) ve (5) denklemlerinin
diferansiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa E,/E bir parametreli hareketi i¢in

asagidaki tiirev denklemleri elde edilir.

835



Bir Parametreli Eliptik Homotetik Diizlemsel Hareketler

Ldbl—ﬂb d@}hl{db +*/_bdeJh

Ja, Ja

Benzer sekilde, (4) ve (5) denklemlerinin
diferansiyeli alinir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa da E;/ E' bir parametreli hareketi

icin agagidaki tiirev denklemleri bulunur.

\/\/{de A
—%d@’hl

o

[db +gb1deJ

(6) ve (7) denklemleri kisaca ifade etmek
amaciyla

()

\/\/izb de

A=d0, o, =db -

=db, + = \/7 bdé
o
o, =db/ —%b{d@'
Eb{dﬁ’
Ja,

olarak alinirsa, E,/E ve E,/E hareketlerinin

=do’,

! !
o, =db, +

sirastyla tiirev denklemleri

1/a2 —
~—==A1h,,
{ai 2

dh§=—£m (8)

dh, =

db=o,h +0o,h,

d'ﬁz—ﬂi'm, (9)
2 \/g
db=0,h+0,h,

olarak verilir. Burada o, o,, o, o,

hareketin Pfaff formlaridir.

X noktasinin herhangi bir t aninda

(b1+hx1)hl+(b +hx )h2

x=b+hx= (10)

ve

X' =b'+hX=(k/+hx)h +(b; +hx,)h, (11)

denklemlerini yazabiliriz. Burada h=h(t)

hareketin homoteti sabiti iken x ve X' de X
noktasinin, E ve E’ eliptik diizlemlerinin
koordinat  sistemlerine = gore  konum
vektorleridir. Hareketin hizlar1 (10) ve (11)
denklemlerinin  diferensiyelleri  alinarak
bulunabilir. O zaman, (10) denkleminin
diferensiyeli asagidaki sekilde elde edilir.

di:[dhxl+hdx1+al—

h%xﬁ}ﬁ

(dhx +hdx, +02+h\/_x1/1]
Jay

(12)
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hareketli
diizlemine gore hizin1 ifade eden izafi hiz
vektori

Boylece, X  noktasmin E

7 - &
dt

dir. X noktasinin E’ ye gore diferansiyeli ise

d’iz(dhxl+hdxl+al'—h%xz/l']ﬁ
aZ

+[dhx2+hdx2+o-2'+h\/\/§xl z']hj
a

(13)

olur. O halde, X noktasinin E’ sabit

diizlemine gore hiz1 olan mutlak hiz vektorii

olarak tanimlanir.
Eger V, =0 olursa X noktasi E diizleminde

sabit kalir. (12) denklemi g6z oniine alinirsa,
X noktasinin E hareketli diizleminde sabit
kalma kosullar1

—dhx1—01+h£x A,

hdx, = ,
V&,
(14)
hdx, =-dhx, az—h(

X, A
Ja

olarak elde edilir. Benzer sekilde eger V, =0

olursa, X noktast E’ diizleminde sabit kalir.
Boylece, (13) denkleminden X noktasinin

’

E' sabit diizleminde sabit kalma kosullar1 da

:—dhxl—al'+h\/ax A,

hdx1 g

Je. (15)
hdx, =—dhx, az—h(xli'

Ja
olarak  bulunur.  (14) denklemi (13)

denkleminde yerine yazilirsa,

df;:{(a_ )—hxz—\/ii - }a

)+qu§» }m

elde edilir. Burada X noktasmin siiriklenme
hiz vektori

(16)

—

df
V, =——
dt

ile verilir.

Boylece hizlar arasindaki iliskiyi gosteren
asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1. X noktasit E, hareketli diizlemi

lizerinde bir nokta ve \Tr, V—a, V—f vektorleri

de X in bir parametreli eliptik homotetik
hareket altindaki izafi, mutlak ve siiriklenme
hizlar Hizlar arasinda asagidaki
sekilde bir bagint1 mevcuttur:

olsun.

_ —

V.=V +V,.

Ispat: (12) ve (16) esitlikleri taraf tarafa
toplandiginda

d'x=dx+d, x

esitliginin ~ elde  edilecegi  kolaylikla
goriilebilir. Boylece t zaman parametresine
gore degisim goz Oniine alinirsa

V.=V +V,.

sonucuna ulasilir.

Simdi de hareketin pol noktalart ile ilgili
teoremi verelim.

Sonu¢ 1. a =1 a,=1 olmas: durumunda

izafi, mutlak ve siiriklenme hiz vektorleri,
sirastyla,
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X = (dhx1 +hdx, + o, —hx, ,1) E tanimlanan pol noktasinin koordinatlarini

( +(dhx, +hdx, + o, + hx, l)hj ifade eden asagidaki teoremi verelim:

d’x (dhx +hdx, +o, - hxz/l')ﬁ Teorem 2. E/E’ bir parametreli eliptik

homotetik  diizlem hareketinin P pol
noktasinin koordinatlari

df;(:[ 0'1'—0'1)—hxz(ﬂ»'—/1)]h1 pl_\/\/i.(a(zlr—az)x
+ (0'2'—0'2)+hxl(/1’—/1) h, % N(A'-4
[ | e o 01)

olarak elde edilir (Giing6r vd. 2009). \/— h 17—
Sonu¢ 2. a =1a,=1 ve h=1 olmasi

(dhx thdx, +0, +hx, /1')

durumunda izafi, mutlak ve siiriiklenme hiz ~ olarak elde edilir. Burada
vektorleri, sirasiyla, BP=p= P, E +p, hj olarak tanimlanmigtir.
=(dx,+0,—x,A)h +(dx, + o, +x1)h, Ispat: Bir parametreli eliptik homotetik

= ' N , .\i=- harekette, hareketin pol noktalar1 stiriiklenme
dx:(dx1+al—xzﬂ)hl+(dx2+oz+x1/1)h Y . 3 ..
hiz vektoriiniin sifira esit oldugu durumlar i¢in

d, X = [( 01' . O_l) X, ( e i)]_h: karakterize edilir. Bu harekette sirf donme
hareketinden kaginmak adina @ #0 ve 8" #0

N [(02, o, ) +x (A - l)} h, olarak gozoniine alinacaktir. O zaman, (16)
esitliginin sifira esit olma durumu g6z Oniine

olarak elde edilir (Miiller 1963).
Sonu¢ 3. h=1 olmasi durumunda izafi,

alinirsa

mutlak ve siiriiklenme hiz vektorleri, sirasiyla,

d)?z(dxlﬂfl—%xz/l}ﬁ {(‘71'—01)—“2%(”_1)15

+[dx2+c72 \/_2)(1&] +{(c72'—02)+hx1 \/g(/l'—l)}h?:o

o

d'x = dx, +0, — ﬂ X, /1, esitligi bulunur. Bu esitlikten E/E’ bir
@ parametreli eliptik homotetik hareketin P pol
\/‘ noktasinin koordinatlari
dx, + o, + % J
[ \/— \/a (0'2' —02)

X =p == . ,

df;(:|:(al'—al)—x ﬂ(i’—ﬂ)}ﬁ a, h(4'-1)

: N T

+||o, —o, |+ A=) |h

{( (o )ex =)
olarak elde edilir (Azak 2018). olarak elde edilir. Burada
Bir parametreli hareketlerde siiriiklenme hiz
vektOriinlin sifira esit oldugu durumlar i¢in

BP = p=p,h + p,h, olarak tanimlanmustr.
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Sonu¢ 1. a =1 a,=1 olmas: durumunda

E/E" bir parametreli eliptik homotetik
hareketinin pol noktalar1, Oklid diizlemindeki
bir parametreli homotetik hareketin pol
noktalarina karsilik gelir (Giingor vd. 2009).

Sonu¢ 2. a =1a,=1 ve h=1 olmasi
durumunda E/E’ bir parametreli eliptik

homotetik hareketinin pol noktalari, Oklid

diizlemindeki bir parametreli diizlemsel

hareketin pol noktalarina karsilik gelir

(Miiller 1963).

Sonu¢ 3. h=1 olmasi durumunda E/E’ bir

parametreli eliptik homotetik hareketinin pol
noktalari, bir parametreli eliptik hareketin pol
noktalarina karsilik gelir (Azak 2018).

4. Bir Parametreli Eliptik Homotetik
Diizlem Hareketi icin Kanonik izafi
Sistem

Asagidaki sekilde

{B; E, E} koordinat sistemi tarafindan temsil

kosullar1  saglayacak

edilen bir E, hareketli diizlemini segelim:

i) Koordinat sisteminin baslangi¢ noktasi olan
B, P ani donme polii ile ¢akigsin.

ii) {B;E} ekseni pol tegeti olsun. Yani, (P)

ve (P') pol egrilerinin ortak tegeti ile
cakissin.

Boylece i) kosulundan gorebiliriz ki donme
poliiniin koordinatlari

p,=0 ve p,=0

dir.

alindiginda a, 20 ve a, 20 i¢in o, =0, Ve

Boylece Teorem 2 gbz Oniine

o, =0, olarak bulunur. Boylece

db=dp=o,h +0,h,=d'p=d’b.

sonucuna ulagilir.

i) kosulu goz Oniine almirsa o, =0, =0
olarak elde edilir. Bu durumda o, =0, =0
olarak secilirse, E, ile gosterilen diizlem ile
iliskili {P;H,E} kanonik izafi sistemi icin

turev denklemleri

e Y

L
N

d —
Ja J2,
e \/aZ A " ai i
= A'h d'h =—"=21
d'h, e ) . hy
d6=oﬁ, d’B=UE

halini alir.
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