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Ozet

Matematigin temel taslarindan biri olan fonksiyon kavrami, matematik egitimcilerinin kaynaklara kattiklar1 ¢alismalar ile
iizerinde 6dnemle durduklari bir kavram olmasina karsin, 6grencilerin gogunun pek ¢ok giicliik ve dolayistyla kavram yanilgisi
yasadiklart bir konu olmaktan ¢ikamamustir. Bu galigmada, kaynaklardaki baslica arasgtirmalar taban alinarak fonksiyon
kavramimn tarihsel gelisimine, 6grenme teorileri gergcevesinde 6grenilme basamaklarina, 6grencilerin kavrama iliskin siklikla
yasadiklar giicliik ve yanilgilara ve bu yanilgilar: ortadan kaldirmak i¢in aragtirmalarda onerilen baslica 6gretim stratejilerine
yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fonksiyon kavrami, fonksiyonlar1 anlama, fonksiyonlarda kavram yanilgilari, fonksiyonlari 6gretme
stratejileri

CONCEPT OF THE FUNCTION: HISTORICAL DEVELOPMENT,
UNDERSTANDING PROCESS, MISCONCEPTIONS
AND THE TEACHING STRATEGIES

Abstract

As one of the foundation stones of the mathematics, the concept of function is thought by the mathematics teachers with
much attention and will, but, for the most part of the students it continues to be a misconception and hard to learn subject. In
this study, the historical development of the concept of function, the steps of being learnt in the framework of the theories of
learning, students’ difficulties and misconceptions with the notion and major teaching strategies of the concept are presented
based on the major studies related with the concept, in the mathematics education literature.
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1. Fonksiyonlarin Matematik Tarihindeki Yeri

Matematik diinyasinda ortaya ¢ikisi ¢ok eski ¢aglara dayanan fonksiyon kavrami, klasik ve modern matematik
arasmdaki ayirict 6zeliklerden biri olarak goriiliir. Matematikgiler tarafindan gesitli bicimlerde tanimlanarak gelisen
[1,2] kavram igin “fomnksiyon” adini ilk olarak Leibniz, matematigin temel nesnelerinin geometrik egriler olarak
almdig 17. yiizyilda kullanmustir [1]. Leibniz, tegetin bir egri fonksiyonu oldugunu sdylemistir [2]. 1748 de Euler
fonksiyon kavrami i¢in genel tanimi vermistir:

Degisken niceliginin bir fonksiyonu; sabit ya da sayi nicelikleri ve degisken niceliklerinden olusan bir analitik
ifadedir [3].

1821°de, degiskenler arasinda baglilik kavramimi fonksiyon tanimina alan Cauchy’nin de fonksiyon kavramini bir
formiil olarak diistindiigii goriilmektedir [3]. Gelisim siirecinde fonksiyon kavramini egri ya da analitik ifadenin
otesinde bir esleme olarak goren ilk matematik¢i Dirichlet olmustur. Dirichlet, fonksiyon kavrami igin asagidaki
tanimi vermistir:

a<x<b araligindaki her x degiskenini, degeri tanimlhi tek bir y degiskeni ile esliyor ise, y; x degiskeninin bir
fonksiyonudur ve eslemenin hangi yolla kuruldugu énemsizdir [2].

1900 lerde, Drichlet’in tanimindaki eslemenin hangi yolla kuruldugunun &nemsizligine karsi goriisler olusmus,
Baire, Borel ve Lebesgue, fonksiyon taniminda eslemenin kuralinin belirli olmasinin gerekliligini vurgulamislardir
[2]. 1939°da Bourbaki ise asagidaki tanim1 vermistir:

E ve F, es olabilir iki kiime olsunlar. Verilen bagintida x ile bagl tek bir y var ise, £ nin bir x elemani ile F nin bir y
elemani arasinda bagintrya fonksiyon bagintisi denir [2].

Bourbaki daha sonra fonksiyon kavrammimn tanimimi, E*F kartezyen ¢arpim kiimesinin belli alt kiimeleri olarak
vermistir [2].

Bu gelisimin sonunda 1960’lardan sonra fonksiyon kavrami, Drichlet-Bourbaki tanimu ile ders kitaplar1 ve dgretim
programlarinda yerini almigtir. Buna gore fonksiyon; bos olmayan iki kiime arasinda, her elemani yalnizca bir
elemana gotiiren bir eslemedir.

2. Fonksiyonlar1 Anlama Siireci

Fonksiyon kavraminin 6grenilme siireci pek ¢ok matematik egitimcisinin arastirma konusu olmustur. Burada belli
baslt 6grenme teorilerine gore fonksiyon kavraminin 6grenilme siirecini arastiran bazi ¢alismalar incelenecektir.
APOS; Dubinsky ve arkadaslarinin [4] gelistirdigi, bir kavramin 6grenilme siirecinde hangi zihinsel olusumlarin
gergeklestigini inceleyen teorik bir g¢ergevedir. Bu zihinsel olusumlar hareket (action), siire¢ (process), nesne
(object) ve sema (schema) olarak adlandirilir. Fonksiyon kavraminin 6grenilme siireci bu teorik ¢ergeve ile calisilan
ilk konulardandir [5]. Elde edilen sonuglara gore; fonksiyon kavramini algilamasi hareket diizeyinde olan bir
ogrenci, formiilii verilen bir fonksiyon igin girdi ¢ikti degerlerini hesaplayabilir. Buna karsin bir fonksiyon formiili
iizerinde hesaplama yapmaksizin bir temsilin fonksiyon olup olmadigi yorumunu yapma, bir fonksiyonun tersi
kavrami ya da bir tiirev alma sonucunun yine bir fonksiyon oldugu bilgisi, hareket diizeyinde olan bir 6grenci igin
giicliik olusturur. Ogrenci, fonksiyonu bagimsiz degisken denilen girdi ile bagl degisken olan cikt1 arasinda bir
esleme olarak gorebilme ve bir girdiye uygulanan bazi igslemler sonucunda tek bir ¢ikt1 elde edildigi algilamalarmin
sonucu olarak siire¢ diizeyine ulagmistir. Fonksiyon kavraminin siire¢ olarak bilincinde olan ve gerektiginde baska
hareket ya da siire¢leri fonksiyonlara uygulayarak, fonksiyonlari matematiksel nesne olarak gorebilen 6grencinin
kavrami anlamast ise nesne diizeyine ulasmistir. Ornegin, fonksiyon kavramini anlamasi nesne diizeyinde olan bir
ogrenci, fonksiyonlar kiimesinde dort islemi ya da bileske islemlerini kavrayabilir ve c¢esitli durumlarda
uygulayabilir. Kavrami anlamadaki biligsel gelisimi sema diizeyine ulasmig bir 6grenci ise, gelisim siirecini
tamamlamustir ve kavrami gerektiginde baska her duruma aktarabilir.

Fonksiyon kavramimin 6grenilme siirecinden sz etmek istedigimiz bir bagka teorik ¢erceve ise Gray ve Tall'un [6]
siireg-kavram ikiligi olacaktir. Bu teorik gerceve, matematiksel bir semboliin hem bir siireci hem de bir kavrami
temsil ettigi diistincesi iizerine kurulmustur. Gray ve Tall, siire¢ (process) ve kavram (concept) kelimelerinden
tiiretilmis procept kelimesini kullanirlar ve procept’i ise elementer procept ifadesi yardimiyla agiklarlar. Elementer
procept’in g bileseni vardir. Birincisi siireg, ikincisi siirecin {irettigi nesne ve lglincisii ise siire¢ ya da nesneyi
temsil eden semboldiir. Burada nesneye kavram da denilebilir. Tall’a (1992) gore y = f{x) seklinde (6rnegin
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f(x) = x*-27) bir fonksiyon gdsterimi, hem x in &zel bir degeri i¢in fonksiyonun degerinin nasil hesaplanacagini
sOyler yani bir siireci temsil eder, hem de bir matematiksel nesne olan, x degiskenine bagli bir fonksiyonu temsil
eder.

Tall ve Vinner ‘m [7,8] gelistirdigi kuramsal ¢ergevede ise, kavramimn tanimi ve kavram goriintiisii ele alinir.
Vinner’a gore kavram goriintiisii; zihinde kavramin ismi ile iligskilendirilir ve kavramin gorsel temsillerinin, izlenim
ya da deneyimlerin koleksiyonu olabilir. Vinner, modelinde kavram goriintiisiinii bir hiicre, kavram tanimini bir
diger hiicre olarak ele alir ve baglangigta bunlardan birinin bog olabilecegini ve ornek, problem ve agiklamalar
verildik¢e bu hiicrelerin iglerinin doldugunu sdyler. Vinner’a gore kavrama bir anlam yiiklenmedikge, kavram
gOriintlisii hiicresi bostur ve bu durum kavramin tanimmin ezberlenmesi durumunda ortaya ¢ikabilir. Vinner,
kavramm goriintiisii ile iligkilendirilmis gorsel temsillerin, zihinsel resimlerin, izlenim ya da deneyimlerin sozel
formlara doniistiiriilebilecegini, ancak bu sozel formlarmn zihnimizi ilk uyaran olmadiklarimi vurgular. Ornegin
“fonksiyon” sdzcuigiinii duydugumuzda “y=f{x)” matematiksel ifadesini, bir fonksiyon grafigini, ya da y=x’, y=sinx,
y=Inx gibi 6zel bir fonksiyonu hatirlayabiliriz. Vinner ve Dreyfus [9] yaptiklar1 ¢alismada, matematik (calculus)
ogrencilerinin, fonksiyon kavrami ders kapsaminda verilmeden once, kavrama iliskin sahip olduklar1 “kavram
tammi” ve “kavram goériintiilerini” aragtirmislardir. Aragtirmada &grencilere yoneltilen acik uglu testte, biri grafik
temsilden olusan alti farkli durumun fonksiyon olup olmadigini sorgulamiglar ve son soruda da fonksiyon
kavramimnin tanimmi istemislerdir. Elde ettikleri veriler sonucu, &grencilerin kavramin tanimina iligkin verdikleri
yanitlar1 alti siifa ayirmislardir. Ogrenci yanitlarinda fonksiyon kavrammin énemli rol oynayan yénlerini yani
ogrencilerin sahip oldugu kavram gdriintiilerini ise asagidaki gibi belirlemiglerdir.

1.Tek degerlilik: Bir esleme, tanim kiimesindeki her bir elemana tek bir deger esliyorsa fonksiyondur.

2.Siireksizlik: Grafik bir bogluga sahip. Esleme tanim kiimesindeki en az bir noktada siireksiz.

3. Ayrik Tamim Kiimesi: Eglemenin tanim kiimesi, iki farkli kurala sahip iki ayrik alt bolgeye ayrilmis. Grafik
karakterini bir bolgeden diger bolgeye gecerken degistirebilir.

4.Hari¢ Nokta: Verilen esleme i¢in dahil olmayan yani eslemenin genel kuralinin saglanmadig: bir nokta var.

Vinner ve Dreyfus 6grencilerin sahip olduklari bu kavram goriintiilerinin, dgrencilerin bir kismui i¢in bazi temsil
durumlarmi fonksiyon olarak, bir diger kisim &grenci igin ise fonksiyon olmayan baginti olarak belirleme nedeni
olduklarint gérmiislerdir.

3. Fonksiyon Kavramna iliskin Sik Rastlanan Ogrenci Giicliikleri ve Yamlgilar:

Fonksiyon kavramina iliskin baz1 giigliik ve yanilgilar, kavram {izerine yapilmig hemen hemen tiim ¢alismalarda
gesitli bigimlerde ortaya ¢ikar. Genel olarak ifade edilirse, kavrama iliskin giicliik ve yanilgilar; kavramin tanimina
iliskin, temsil ve aralarindaki iliskilere iliskin ve kavramda kullanilan matematiksel dile iliskin olmak iizere ii¢
sinifta belirtilebilir. Bu boliimde bu siniflama altinda, pek ¢ok arastirmada rastlanan ve kavrama iliskin ortak yanilgi
haline gelmis olan giigliik ve yanilgilardan s6z edilecektir. Kavramin formel tanimna iligkin, kaynaklarda rastlanan
yanilgilar, 6grencilerin fonksiyon kavramini eksik ya da hatali bigimde, drnegin “bir esleme” , “bir formiil” ya da
“bir denklem” gibi tanimlamalarindan kaynaklanmaktadir. Giicliikk ve dolayisiyla kavram yanilgisina neden olan,
fonksiyon kavramina iliskin, kaynaklarda karsilagilan 6grenci tanimlamalari, genel olarak, Vinner ve Dreyfus’un [9]
calismasinda elde ettigi ve asagidaki bigimde alt1 sinifa ayirdiklari tanimlamalar ile uyusmaktadir.

1. Esleme: Fonksiyon, birinci kiimedeki her elemani ikinci kiimede tek bir elemana esleyen bir eslemedir (Dirichlet-
Bourbaki tanimi). Bu siniflamada olan yanitlara asagida iki érnek verilmistir:

“ki kiimenin elemanlari arasinda bir egleme”
“A daki her eleman i¢in B de bir ve yalniz bir eleman vardir”
2. Baglhlik Iliskisi: Fonksiyon iki degisken arasinda baglilik iliskisidir (y, x e bagh).
Bu siniflamaya ait verilen 6rnekler agsagidaki gibidir:
“Diger birine bagl bir etken”
“Iki degisken arasinda baghlik”
“Iki biiyiikliik arasmdaki baglant1”

3. Kural: Fonksiyon bir kuraldir. Kural olarak ele almnan fonksiyonda esleme keyfidir. Bu smifta, smiflamada
oldugu gibi tanim ve deger kiimelerinden genellikle bahsedilmez. Smiftaki 6rnekler:

“x degerini y degerine baglayan bir sey”
“Degisen bir sayiya uygulanan belirli bir kuralin sonucu”
“x ve y arasindaki bir bagmti bir fonksiyondur”
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4. [slem: Fonksiyon bir islemdir.
“Bir iglem”
“x degerleri tizerinde ve her x degerini y=f(x) degerine esleyen bir iglem”
“Belirli kosullara gore degerleri, diger degerlere gétiiren tagiyici”

5. Formiil: Fonksiyon bir formiil, bir cebirsel ifade ya da bir denklemdir.
“Iki sayisal nesne arasindaki belirli bir bagmtryr ifade eden bir denklem”
“Iki etken arasindaki bagintiy1 agiklayan matematiksel bir ifade”
“Iki etkeni baglayan bir denklem”

6. Temsil: Fonksiyon, miimkiin olabilen anlamsiz bir yolla, grafik ya da sembolik temsillerinden biri ile
iliskilendirilir.

“Matematiksel olarak tanimlanabilen bir grafik”

“Belirli bir sirada olan ve bir grafikte ifade edilebilen sayilarin bir koleksiyonu”

yf”

“F(y)=x"
Vinner ve Dreyfus’un bu smiflamasina eklenmesi gereken ve kaynaklarda siklikla rastlanan, fonksiyon kavraminin

tamimma iliskin bir yanilgi, fonksiyonu bire-bir baginti olarak diisinme davranisidir. Ogrenciler sik sik bir
bagintmin fonksiyon olma kosulunu, bir fonksiyonun bire-bir olma kosulu ile karistirarak yanilgiya diigmektedirler.

Aragtirmalarda, dgrencilerin fonksiyon temsillerine iliskin yanilgilar1 genellikle verilen gesitli temsil durumlarinin
birer fonksiyon belirtip belirtmedigi soruldugunda ortaya cikmaktadir. Calismalarda ortak olarak ortaya g¢ikan
yanilgilara bakildiginda bir kisim yanilgimin nedeni, dgrencilerin temsil durumlarmin fonksiyon olup olmadigimni
belirlemede, verilen temsilin onlar igin “bilindik” ya da diger bir deyisle “alisiimis” olup olmamasma gore karar
vermeleridir. Ornegin ¢emberi “tanidik” gerekgesi ile bir fonksiyon grafigi ya da verilen bir parabolii, kollarinin
hangi degiskene ait ekseni sardigimi géz oniine almaksizin fonksiyon grafigi olarak belirleme davranigina siklikla
rastlanmaktadir. Tall ve Vinner’a gore [7] dgrenciler kendilerinden fonksiyon olanlarin belirlenmesi istenildiginde,
sahip olduklar1 kavram goriintiileri ve prototiplerin yonlendirmesiyle, kavramin formel tanimimi géz ardi ederek
cevap verirler. Bakar ve Tall (1991) bu konuda 6grencilerin cebirsel olarak “y=x’ esitligine benzer”, grafik temsili
olarak “parabol gibi” diislincelerine benzer bigimde prototip 6rnekler gelistirdiklerini ve bir durumun fonksiyon olup
olmadig1 soruldugunda bu 6rneklere gore sorular1 yanitladiklarm belirtirler. Bakar ve Tall [10] Ingiltere’de lise ve
iniversite o6grencileri ile yaptiklart bir ¢alismada, eksenleri saran parabollerin fonksiyon belirtip belirtmediginin
belirlenmesi konusunda asagidaki verileri elde etmislerdir.

Sekil 1: Bakar ve Tall’un kullandig1 paraboller

9 [
Y%evet Y%hayir Yoevet Y%ohayir

okul | 100 0 okul} 95 4

o . . it )
universite | g7 3 universite | g

Bakar ve Tall bu parabol drneginde, yalnizca iki tiniversite dgrencisinin hangi degiskenin bagimsiz degisken olarak ele alindigim
onemsedigini belirterek, birinin “ikinci parabole farkly bir yolla bak” ve diger dgrencinin “f(y)=x " ifadelerini 6rneklemektedirler.
Arastirmacilarin parabollere benzer bigimde yari-cemberlerin fonksiyon grafigi olup olmadiklarina iligkin sorusuna verilen
yanitlarda ise dogru yanitlarin sayisi artig gostermektedir. Cemberin bir fonksiyon grafigi olup olmadigi konusunda ise lise
6grencilerinin %64 {i, tiniversite dgrencilerinin ise %65 i evet yanitin1 vermislerdir.
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Matematik egitimi kaynaklarda siklikla belirtilen yanilgilarin bir digeri de sabit fonksiyonlara iliskindir. Bakar ve Tall
calismalarinda kullandiklar1 sabit fonksiyon grafiginin fonksiyon belirtip belirtmedigi sorusu karsisinda asagidaki verileri elde
etmislerdir:

I

»
| o

Sekil 2: Sabit fonksiyon grafigi

% evet \ % hayr

okul | verilmedi verilmedi

universite 55 \ 44

Bu konuda Bakar ve Tall, sabitin fonksiyon olmadigi yorumunu, okul matematiginde fonksiyon kavraminda,
degiskenin varliginin sart oldugu imasi nedeni ile ortaya cikan “eger bir degisken yoksa ifadenin fonksiyon
olmadigr” yanilgisina baglamaktadirlar. Arastirmalar1 sonucunda Bakar ve Tall’un elde ettigi bu yanilgilara diger
pek cok calismada [11,12,13] rastlandig1 gibi, Montiel, Vidakovich ve Kabael [14] de arastirmalarinda, 15 iiniversite
dgrencisinin 10’undan, y=3 esitliginin fonksiyon olmadig: yanitim almislardir. Ogrenciler bu yanitlarina gerekce
olarak, y=3 matematiksel ifadesinde “degisken” ya da “degisim” olmamasimi gostermislerdir.

Dil agisindan diisiindiigiimiizde ise 6grenci yanilgilari y=f{x) gosteriminin ve “f’ semboli ile “f(x)” gdsterimi
arasmdaki ayirimin yorumu ile baglar. f(x) gosterimi, iizerinde hesaplama yapilan bir cebirsel ifadeyi yani Gray ve
Tall [6] "un kuraminda ele aldig1 gibi siireci, yalniz f ise matematiksel nesne olarak bir fonksiyonu temsil eder.
Ancak, zaman zaman, hem siire¢ hem de nesne “f{x)” gosterimi ile temsil edilir. Ogrencilerde bu baglamda siklikla
goriilen giiglik “f(x)” ve “f’ sembollerini farklilagtirmama durumudur. Sierpinska [15], “f(x) gosterimi hem
fonksiyonu hem de f fonksiyonunun aldigi degeri temsil ettiginden”, fonksiyonlari anlamada esnekligin gerekli
oldugunu vurgular.

4. Fonksiyon Kavraminin Ogretimine iliskin Literatiirde Onerilen Bashca Stratejiler

Matematik egitimi kaynaklarda fonksiyon kavrammin tanimina iliskin iki yaklagim yer almaktadir. Ilki, baginti
yaklasimi olan Drichlet-Bourbaki tanimu, ikincisi ise girdi-¢ikt siireg yaklasimidir. Kaynaklarda pek ¢ok matematik
egitimcisi, konuya iliskin, nerede ise kaginilmaz hale gelmis, 6grenci giigliikleri ve yanilgilarint gbz oniine
aldiklarinda, kavrami tanimlama asamasinda girdi-¢ikti  siire¢  yaklagimmin Onemini  vurgulamiglardir
[16,17,18,19,20,21,22,23,13]. Ayrica sozi edilen giigliik ve yanilgilar1 yasayan 6grencilerin fonksiyon kavramini
o0grenme diizeylerinin, APOS c¢ergevesinde hareket diizeyinde kaldig1 belirlenmis ve siire¢ diizeyine ¢ikabilmeleri
i¢in kavramin dgretimi agisindan yapilan 6nerilerin baginda ¢oklu temsil ortamlar1 gelmistir. Coklu temsil yaklagimi
son yirmi yilda ¢ogu matematik egitimcisinin ortak savunusu haline gelmistir. Carlson ve Oehrtman [17], kavramin
siire¢ diizeyinde kazanimi i¢in &grencilerden temel fonksiyon ozeliklerinin girdi-¢ikti baglamimda agiklanmasimin

istenilebilecegini vurgulamaktadirlar. Ornegin, dgrencilere (f o g) ' matematiksel ifadesinin, f ' og™” ya da

g™ o f'matematiksel ifadelerinden hangisine esit oldugunun sorulabilecegini ve bu soruda hem asagidaki gibi bir
diyagram hem de formiil kullaniminin girdi-¢ikt1 siire¢ kazanimini destekleyecegini belirtmislerdir.
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Sekil 3: Hangi diyagram fog yi temsil eder? Tersi nedir?

Carlson ve Oehrtman ayrica &grencilerin fonksiyonlar1 denklem gibi gérme yanilgilart iizerinde durmuslar ve
ogrencilerin fonksiyonlar ile denklemler arasinda ayrim yapmalari i¢in desteklenmeleri gerektigini vurgulamislardir.
Bu desteklemeye oOrnek olarak, belirli bir f fonksiyonu igin f{x)=6 gibi bir denklemin ¢6ziim kiimesinin
sorulabilecegini ve fonksiyonun 6 degerindeki ¢iktisi igin fonksiyonun girdi degerlerini hem cebirsel hem de
grafiksel olarak sormanm, Ogrencilerin bir denklem ¢6ziimiinii fonksiyon siirecinin tersi olarak goérmelerini
saglayacagini belirtmektedirler. Ayrica yukarida s6z edildigi gibi, fonksiyonlar1 denklem olarak gérme gibi
karmasalarin, kavramin okullarda lineer ya da quadratik gibi 6zel fonksiyon ornekleri ile tanitilmasindan dolay:
siirpriz olmadigmi vurgulamaktadirlar. Ogrencileri bu gibi karmasalardan kurtarmak igin, fonksiyon kavraminm
erken 6grenme basamaklarindan itibaren, ayni fonksiyonun ¢oklu temsilleri vurgulanacak bigimde gesitli 6rnekler ile
verilmesini dnermektedirler. Temsillerin kullanimi baglaminda ise, Ogrencilere temsiller arasi karsilastirma
yaptirilmasi gerektigini ve dgrencileri fonksiyon formiiliinden bagimsiz kilmak i¢in buna yonelik sorularin standart
grafik, tablo ve sozel temsilleri kadar ¢oklu cebirsel temsiller de igermesi geregi iizerinde durmaktadirlar. Amerikan
Matematik Ogretmenleri Toplulugu (NCTM) standartlar1 [24] da, tiim &grencilerin, fonksiyonlarin grafik, tablo,
denklem ve sozel temsillerini yapabilmeleri, bu temsilleri analiz edebilmeleri ve bu temsiller arasi gegisleri
yapabilmeleri gerektigini vurgulamaktadir. Bununla birlikte, Bower ve Lobato [25], ¢oklu temsilin kaginilmaz
olmasmin yani sira, Ogrencilerin temsiller arasi gegisi bildikleri halde neyin temsil edildigini 6grenememe
durumunun da olabildigini belirtirler. Christou, Elia ve Gagatsis [26] temsiller arasi gegisin anlasilmasimi
destekleyici teorik cergceve ve alternatif &gretim yaklagimlarinin gerekliligine deginirler. Tall, McGoven ve
DeMarois [27] “fonksiyon makinesi (girdi- ¢iktt makinesi)” modelini, fonksiyon kavraminin ¢oklu temsillerini i¢eren
bir “biligsel kék (cognitive root)” olarak fonksiyon kavraminin 6gretiminde kullanilmak tizere 6nermektedirler. Tall,
McGoven ve DeMarois’e gore “bilissel kok”;

1. Ogrenme siirecinin basinda 6grenci igin ¢ekirdek bilginin anlamli bir bilissel birimidir

2. Bilissel yeniden yapilandirmadan ziyade, bir bilissel gelisim stratejisi ile baglangi¢ gelisimini saglar
3. Daha sonraki gelisimlerde uzun siireli anlam olasilig1 igerir

4. Daha karmagik anlama gelisimlerinde de kullanigh kalabilecek kadar saglamdir.

Girdi

b

y

Cikt1

Sekil 4: Fonksiyon makinesi

Tall, McGoven ve DeMarois, fonksiyon makinesini Sekil 4’de goriildiigii gibi resmederler ve bu makine ile
temsilleri Sekil 5’de goriildiigi gibi iliskilendirirler.
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x girdisi ve y

Girdi
ciktisi igin y=x2

v N

vl vl

Cikt1 Cikt1

Sekil 5: Temsillerin makine gosterimi

5. Tartisma ve Sonug

Ogretiminin gelisimi igin bilyiik ¢abalar sarf edilen fonksiyonlar konusunun matematik egitimindeki 6nemi kadar,
kavrama iliskin 6grenci giigliik ve yanilgilarmin kaynaklardaki pek ¢ok calismada kaydedildigi de bir gercektir.
Ogrenme teoricilerinin 6grenilme basamaklarmi belirlemede 6ncelik tanidig1 ve 6gretimine iliskin gesitli stratejilerin
gelistirildigi fonksiyon kavrammin neden hala 6grenciler icin giicliik olusturdugu iilkelerin kendi egitim sistemi
icinde farkli agilardan sorgulanmalidir. Sorgulamanin yapilmasi gereken ilk bakis acisi, fonksiyon kavramina
iliskin, matematik egitimi kaynaklara gecmis yeniliklerin, Matematik Dersi Ogretim Programlarina yansitilma
durumu, ikincisi ise; Programlarda kavramin 6gretiminin baglangi¢ diizeyinin ele alinig sekli olmalidir.

Tirkiye’deki egitim sisteminde fonksiyonlar konusu ortadgretim 9. Sinifta (Lise 1) verilmeye baglanilir. Kavram,
bagint1 tanimi verildikten sonra 6zel bir bagint1 olarak tanitilir. Matematiksel formel tanim ise, Drichlet-
Bourbaki’nin ifade ettigi asagidaki bigimde verilir:

Tanmm: A ve B bos olmayan fakat es olabilen iki kiime olmak tizere, A nin her elemanin1 B nin yalniz bir elemanina
esleyen, A dan B ye bir bagintiya, fonksiyon denir.

2005 yilinda ortadgretimin dort yila ¢ikarilmasi ile yenilenen Ortadgretim Matematik Dersi Ogretim Programinda,
fonksiyon kavrammin &gretim etkinlikleri incelenildiginde, son yirmi yilda matematik egitimcilerinin ortak
savunusu haline gelmis ¢oklu temsil ortamlarinin ve temsiller arasi iligkilerin tanitilmasinin yetersiz oldugu goze
carpmaktadir. Bu yetersizligin Stesinde, soyut diisiinme becerisini heniiz kazanmis ve aslinda giinlik yasaminda
fonksiyonel iligkiler ile i¢ ice olan bir 9. Smif 6grencisi igin, fonksiyon kavramiin Drichlet-Bourbaki tanimi ile 6zel
bir bagint1 olarak tanitilmasi ve ¢oklu temsiller kullanilsa dahi yalnizca bu soyut anlam ile iligkilendirilmesi ne kadar
anlamlidir? Bir 9. Smif dgrencisinin giinlilk yasanimda fonksiyonel iliskiyi zaten kullaniyor olmasinin yaninda,
bulundugu sinif diizeyine kadar cebir 6grenimi yasantisinda da fonksiyonel iligki ile i¢ icedir. Erken basamaklarda
nesneler arasi iliski arama ile baglayan cebirsel diisiinme becerisi, daha sonra sayilar arasi iliski ve degiskenler arasi
iligki arama ve genelleme becerileri ile devam eder. Cebirsel diisiinmenin gelisimi siirecinde gergekte her basamakta
¢esitli matematiksel nesneler arasinda fonksiyonel iliski vardir. Bu anlamda, fonksiyon kavraminm ogretimine
iligkin, 6grencileri giigliige siiriikleyen yaklasim; kavramin 6grencilere soyut ve ani bir yolla tanitilmasidir. Erken
basamaklardan itibaren sayilar arasi iliskiler, 6riintii kavrami ve sonrasinda degisken kavramlari ile 6ne ¢ikarilmayan
fonksiyonel iligkinin, 9. Smifta fonksiyon kavramu ile kazandirilmaya ¢alisilmasi, Ogrencilerin fonksiyonel iliskiyi
yalnizca fonksiyon kavrami baglaminda ve soyut anlamda diisiinmelerine yol agmaktadir. Erken basamaklarda,
ozellikle oriintii kavraminda sayilar ya da geometrik sekiller arasi iligki ile daha agik ortaya ¢ikan fonksiyonel iliski;
cebirsel diislinme siirecinin uygun her basamaginda, diizeye uygun, giinlik yasamla ve c¢oklu temsiller ile
iligkilendirmis 6gretim etkinlikleri ile sezdirilmelidir. 9. smifa gelindiginde fonksiyon kavraminin 6gretimine yine
diizeye uygun, dgrencilerin giinliik yasamlarmndan &rnekler ile fonksiyonel iliski hatirlatilarak baslamilabilir. Ornegin
erken basamaklarda, basit nesne ya da kartondan yapilmis geometrik sekiller ile isleme sokulan yine kartonlardan
yapilmig bir fonksiyon makinesinin yerini ilerleyen basamaklarda sayilar ve sonrasinda degiskenler arasinda
fonksiyonel iliskiyi veren fonksiyon makinesi bilgisayar programlar alabilir. Fonksiyonel iliskiyi farkli diizeylerde
temsil eden gesitli fonksiyon makinelerine pek ¢ok kaynakta ve elektronik ortamda ulasmak miimkiindiir [27, 28, 29,
30,31]. Fonksiyon makinesi temsiline benzer bigimde, 6grenme basamaklarindaki temsil kullanimin1 igeren 6gretim
etkinliklerinde kullanilan temsillerin cebirsel diisiinmenin gelisim siirecine uygun bir bigimde gelisim ve benzerlik
gostermesi, Ogrencilerin fonksiyon kavraminin temsillerinde yasadiklari giigliikleri ortadan kaldirabilir. Orta
ogretime gelindiginde ise, fonksiyonel iliskiye yonelik verilen 6rnekler, bagimsiz ve bagl degiskenler arasindaki
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iliski bir fonksiyon olacak bi¢imde ¢esitlendirilerek, bu orneklerdeki ortak ozeligin buldurulmasi yolu ile
ogrencilerin fonksiyon kavraminin tanimma ulasmalar1 da saglanabilir. Bu yolla erken &grenme basamaklarinda
somut materyaller ile kazandig1 fonksiyonel iliskiyi soyut diizeye geldiginde yine yasam ornekleri ile iligkilendiren
ogrenci, gerekli matematiksel iliskileri kolaylikla kurarak, verilen fonksiyon kavrami tanimimi soyut anlamda
kazanabilecek duruma gelmistir.

Sonug olarak, ilkogretim ve Ortadgretim Matematik Dersi Programlarinm bu bakis agisi ile gelistirilme geregi
vardir. Bu gelistirmenin etkin bir bi¢imde ger¢eklestirilebilmesi i¢in oncelikler, simdiki durumda, 6grencilerde
cebirsel diisiinmenin gelisimi siirecinde dne ¢ikan eksikliklerin ve giigliiklerinin gelecek ¢aligmalar ile belirlenerek,
gelistirmenin elde edilen bu veriler dogrultusunda ve egitim sistemine uygun bigimde diizenlenmesi gerekir. Ayrica,
matematik Ogretmenlerinin, kaynaklari yansitan &gretim ilkelerinden ne derece haberdar olduklart gbéz Oniine
almdiginda, matematik dersi &gretim programlarinin gelistirilmesi yalniz basma yeterli olmayip, bu konularda
o0gretmen egitimine de gereksinim vardir.
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