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ABSTRACT

Adjoint Matrix and Gauss-Jordan methods are the main approaches
for finding the inverse of squared matrix. Adjoint Matrix method is not
applicable for programming. However, since the Gauss-Jordan method
comprises so many iterative procedures, it needs to much machine time. In
this study, the revision of the fundamental matrix procedures which are
related to basis matrix procedures, step by step, followed by the listing of
developed related Basic subroutines. Thus, Pan-Reiff method which is an
etficient approach to find inverse matrix has been introduced to the readers.

OZET

Kare matrisin tersinin bulunmasi igin kullamlan baslica yaklagimlar
Ek Matris ve Gauss-Jordan yoOntemleridir. Bunlardan Ek Matris yonteminin
programlamaya elverisli degildir. Buna karsihk Gauss-Jordan yontemi ise
¢ok sayida tekrarli iglem icerdiginden, bilgisayara uygulandiginda fazla
islem  zamanina gereksinim duymaktadir. Bu ¢alismada Pan-Reiff
yonteminde kullanilan temel matris islemlerinin adim adim ele alinip gézden
gecirilmesini ilgili Basic altyordamlarinin listelenmesi 1zlemistir. Boylelikle,
ters matrisin bulunmasi problemine etkin bir yaklasim olarak Pan-Reiff
yontemi okuyucuya tamitilmustir.
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GIRIS

Isletme ve iktisat konusundaki olaylart betimlemek igin gok sayida
degiskene ihtiyag duyulur. Degisken sayisimn ve buna bagh olarak veri
miktarmin  artmast durumunda kurulan matematik modeller genellikle
dogrusal denklem sistemleriyle ifade edilmeye cahgilir. Cebirsel
gosterimlerle gok karigik olan modeller matrisler yardimiyla kisa ve agik
olarak ifade edilebilir. Ote yandan bilinen yaklagimlarla yigin veri igeren
modellerin ¢dziimi giiglikler gikarabilir. Bu tiir problemlerin matrisler
kullanilarak modellemesine gidilebildigi gibi ¢dzimleri de matris islemleri
yardimiyla elde edilebilir.

Dogrusal denklem sistemleri ¢6ziim uygulamalarinda matris tersi alma
islemine sikhikla bagvurulmaktadir. Ters matrisin hesaplanmasina iligkin
klasik yontemler, Ek Matris ve Gauss-Jordan YOntemleridir.

Soz konusu bu yontemlerden Ek Matris Yontemi; elle uygulandiginda
boyutu iicten biiyitk kare matrislerde tekrarli iglemlerin can sikicihindan;
bilgisayarla denendiginde programlanmasinin basit olmadigindan kullammi
elverisli degildir. Gauss-Jordan Yéntemi ise programlanmasinin kolay

olmasina karsin n’ mertebesindeki gok sayida hesaplamanin getirdigi islem
zamam nedeni ile n biyiik oldugunda tercih edilmemektedir.

Taninmig bu iki yontemin siralanan sakincalan goz oniine alinarak
cahsmada, bu iki yonteme gére daha etkin olan Pan-Reiff Kare Matris Tersi
Alma yontemti ele alinmistir.

MATRIS
Bilindigi gibi matris baz1 toplama ve ¢arpim kurallarina gore satir ve
siitun diizeninde gosterilen sayilar (ya da fonksiyonlar) kiimesidir. Matris

a Ay - Oyy

a a ..o a
n Oz 2V | biciminde bir tablo ile gosterilir.

ayy Ama -+ Aun
Yukaridaki bigiminde gosterilen tablonun yatay alt kiimeleri satir, diigey alt
kiimeleri ise situn adimi alir. Yukandaki tablo simgesel olarak A ya
da [A]MxN bigiminde ifade edilir. Son gosterimde yer alan MxN (satir say1si
x siitun sayis1) ¢ifti matrisin boyutudur. Matrisin satir ve siitunlarinin kesisim
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noktalarinda yer alan a;’ler (i=12,....M; j=12,..,N) matrisin
elemanlandir.

KARE MATRIS

Satir sayisi siitun sayisina esit olan (M = N ) matrise kare matris ad:
verilir ve [A] nav Olarak gosterilir. NxN olan bir kare matrisin boyutu bir tek

sayi ile (N) olarak belirlenir.
Kare matrisin boyutunu okumaya yénelik program kesimi asagidadir.

1003 REM BOYUT GIRISI ALTYORDAMI
1005 READ N
1006 RETURN

Ana programda yukarida verilen altyordama veri saglayan satir
9005 DATA 3
bi¢iminde diizenlenebilir.

MATRISIN ELEMANLARINA DEGER ATAMA

Kare matrisin a; clemanlarina deger atamaya yonelik altyordam
kesimi asagida verilmigtir.

1010 KARE MATRISIN ELEMANLARININ DEGERLERININ SATIR
SATIR OKUTULMASI

1015 FOR I=1 TO N

1020 FOR J=1 TO N: READ A (1,J) : NEXT J

1025 NEXT |

1030 RETURN

Bu altyordama ilgili elemanlarin degerleri , ana programda yer alan
9010 DATA 1,11
9015 DATA 0,2,3
9020 DATA 5,5,1

satirlartyla saglanmaktadir.
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MATRISIN EKRANDA GORUNTULENMESI

Elemanlarinin degerleri bilgisayarin belleginde kayith bulunan [A] NN

kare matrisinin ekranda alisilmig matris bigiminde goriintillenmesini asagida
verilen altyordam saglar.

1050 REM A MATRISINI GORUNTULEME ALTYORDAMI
1055 FOR I=1 TON

1060 FOR J=1 TO N: PRINT USING “##.###"; A (1,J);: NEXT J
1065 PRINT

1070 NEXT |

1080 RETURN

SIFIR MATRIS

Bir matrisin biitiin elemanlarmin degerleri sifir ise bu matrise Sifir
Matris adi verilir.

MATRIS TOPLAMI

Iki matrisin toplanabilir olmasimin én kosulu bu iki matrisin ayni
boyutta olmasidir. Ornegin aym boyutlara sahip BIRIM ve E kare
matrisleri toplanabilir. Sonu¢ matrisi I de, isleme konu olan BIRIM ve E
matrisleriyle ayni boyuttadir.

Matris toplami iglemi matris yazilimi kullanilarak

[Dlvw = [BIRIM ]y +[Elyn
bigiminde yazilirken, matrisin elemanlar cinsinden

d; = birim; +e; (i=1...,N j=1...,N)
olarak ifade edilir. Matris toplama islemine iligkin altyordam asagida
verilmistir.

1150 REM MATRIS TOPLAMA ALTYORDAMI :D=BIRIM+E
1155 FOR I=1 TON

1160 FOR J=1 TO N: D (1,J) =BIRIM (I,J) +E (1,J) : NEXT J
1170 NEXT |

1175 RETURN
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MATRIS FARKI

Ayni boyutlara sahip matrislerin farki da alinabilir. Sonug matrisi E,
fark islemine konu olan Al ve Bl matrisleriyle aym boyuttadir. Matris
farki islemleri matris yazilimi kullanilarak [E]NxN = [AI]NXN - [B I]NxN
bigiminde yazilirken, matrisin elemanlari cinsinden bu ifade

e; =al; -bl; (i=1..,N J=L.,N)

bigimindedir. Asagida verilen altyordam matris farki almaya yoneliktir.

1200 REM MATRIS FARKI ALMA ALTYORDAMI :E=A1 —B1
1205 FOR I=1 TO N

1210 FOR J=1TO N: E (IJ) =A1 (1,J) —B1 (I.J) : NEXT J
1220 NEXT |

1230 RETURN

MATRIS CARPIMI

C carpim matrisinin ¢; elemani, Al matrisinin 1. satirnin

elemanlartyla Bl matrisinin j. situn elemanlarnin carpimlarinin toplami
oldugundan Alx Bl matris ¢arpimin olusturulabilmesi igin, Al matrisinin
siitun sayisinin Bl matrisinin satir sayisina esit olmasi gerekir.

Matris garpim islemi matris yazilimi kullanilarak
[Al]LxN x[Bl]NW = [C]LXM bigiminde yazilir. C ¢arpim matrisinin her bir C;

N

clemant ise c; =2alik *Dl,; olarak bulunur. Ilgili altyordam asagida
k=1

yeralmaktadir.

1250 REM MATRIS CARPMA ALTYORDAMI :C=A1*B1
1255 FOR I=1 TO N

1260 FOR J=1TO N: C (I,J) =0

1265 FOR K=1 TO N

1270 C (1,J) =C (1.J) +A1 (1,K) *B1 (K.J)

1275 NEXT K

1280 NEXT J

1285 NEXT |

1290 RETURN
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BIRIM MATRIS

Esas kosegen elemanlarimin degeri 1 , diger elemanlarimin degeri 0
olan kare matrisin birim matris oldugu bilinmektedir. Birim matrisin uygun
boyuttaki bir A matrisiyle (soldan ya da sagdan) ¢arpim: yine A matrisini
verir. Diger bir anlatimla birim matris, matris carpma isleminin etkisiz
elemanidir.

N boyutundaki bir BIRIM matrisini bellekte olusturmaya yénelik
altyordam asagida verilmistir.

1400 REM BIRIM MATRIS OLUSTURMA
1410 FOR I=1 TON

1415 FOR J=1 TO N:BIRIM (1,J) =0

1420 IF I=J THEN BIRIM (1,J) =1

1425 NEXT J

1430 NEXT |

1435 RETURN

TERS MATRIS

BIRIM birim matris olmak iizere A™'xA = BIRIM bagmtisin
< -1 .. P . .
saglayan A™" matrisine A matrisinin tersi denir.

NORM

Bilindigi gibi matrisin bir tek sayi ile nicellestirilmesini norm adi
verilen buyiiklik saglar.
Satir normu, matrisin satirlarinin elemanlarinin mutlak degerleri
toplaminin en biiyiigidir. Sifir matrisin satir normunun da 0 olacag: agiktur.
Al kare matrisine iliskin satir normu hesaplamaya yénelik
altyordam agagida verilmistir.

1300 REM SATIR NORMU HESAPLAMA ALTYORDAMI

1305 ENBUYUK=0

1310 FOR I=1 TON

1315 ENBUYUK2=0

1320 FOR J=1TON

1325 ENBUYUK2=ENBUYUK2+ABS (A1 (I,J) )

1330 NEXT J

1335 IF ENBUYUK2>ENBUYUK THEN ENBUYUK=ENBUYUK2
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1340 NEXT |
1345 SATNORM=ENBUYUK
1347 RETURN

Benzer bigimde sitiin normu ise matrisin siitun elemanlarinin mutlak
degerleri toplanunin en biiyigidir. A kare matrisine iligkin siitun normu
degerini hesaplayan altyordam izleyen kesimde yer almaktadir.

1350 REM SUTUN NORMU HESAPLAMA ALTYORDAMI
1355 ENBUYUK=0

1360 FOR I1=1 TON

1365 ENBUYUK2=0

1370 FOR J=1 TON

1375 ENBUYUK2=ENBUYUK2+ABS (A(J,)) )
1380 NEXT J

1385 IF ENBUYUK2>ENBUYUK THEN ENBUYUK=ENBUYUK?2
1390 NEXT |

1395 SUTNORM=ENBUYUK
1399 RETURN

EVRIK MATRIS

A matrisinin evrigi olarak A” olarak gosterilen ve A matrisinin satir
clemanlanyla siitun elemanlarinin yer degistirmesiyle olusturulan matris

kullanilir. Boylelikle AT matrisinin her bir elemani
T T

i, Ay =4y (i=1..,N j=L..,N)
olarak yazilir.

Programda A" matrisi, ilk B matrisinin olusturulmasi altyordaminda
B matrisi olarak ifade edilmistir.

BASLANGIC TERS MATRISi

Yinelenen islemlerden olugsan Pan-Reiff yonteminde, siirecin
yakinsakhgini garantilemek amaciyla A matrisinin tersi olarak B matrisi
igin gegerli ilk yaklastk matrisin ortaya konmasi gereklidir. B matrisine
iliskin ilk yaklagik matris elde etme, Pan-Reiff tarafindan A matrisinin
evrigini alma ve her bir elemani satir normu ve siitun normu carpimina
bolme olarak belirlenmistir. Boylesi bir B matrisinin olusturulmasina yonelik
altyordam asagida verilmistir.
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1500 REM ILK B MATRISININ OLUSTURULMASI
1501 FOR I=1 TO N

1502 FOR J=1 TO N: A1(1,J)=A(l,J) : NEXT J

1503 NEXT |

1504 GOSUB 1300:

REM SATIR NORMU HESAPLAMA ALTYORDAMI
1505 GOSUB 1350:

REM SUTUN NORMU HESAPLAMA ALTYORDAMI
1509 T=SATNORM*SUTNORM

1510 IF T=0 THEN PRINT “SIFIR MATRIS": GOTO 1855
1515 FOR I=1 TO N

1520 FOR J=1 TO N: B(J,1) =A (I,J) /T: NEXT J
1525 NEXT |

1530 RETURN

Biiyiik bir olasilikla A matrisinin tersi olan A~ matrisine ilk
yaklasim olarak yukanda ortaya konan ilk B matrisi A~ matrisine esit
almayacak ancak A~ e bir yaklagim olacaktir. Bu nedenle elde edilmesi

arzulanan A™'’¢ daha yakin yeni bir yaklagik degerin tekrar eden islem
adimlan yardimiyla hesaplanmasi yoluna gidilecektir.

A matrisinin tersi olan A~ matrisine ilk yaklagim olarak ortaya
konan B matrisi A™' matrisine esit olmayacagindan BxA = BIRIM esitligi
saglanamayacaktir. Elde edilmesi istenen A™'xA ile halen elde olan BxA
arasindaki fark,

AT XA-BxA=E
olarak ifade edilebilir.

HATA MATRISI

Ik B matrisinin yukanda belirtilen sekilde hesaplanmasinin
ardindan, yukaridaki son esitlikten, BIRIM birim matrisi ile B x A matris
carpiminin  farki almp E  hata matrisi E = BIRIM — BxA olarak

olusturulur. E hata matrisinin hesaplanmasma iligkin altyordam izleyen
kesimde yer almaktadir.

1550 REM E MATRISININ HESAPLANMASI

1555 FOR I=1 TO N
1560 FOR J=1TO N: A1 (1,J) =B (1,J) :B1 (1,J) =A (I,J) : NEXT J
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1565 NEXT |

1570 GOSUB 1250: REM MATRIS CARPMA ALTYORDAMI

1575 FOR |=1 TO N

15677 FOR J=1TO N: A1 (1,J) =BIRIM (I,J) :B1 (1,J) =C (1.J) : NEXT J
1579 NEXT |

1580 GOSUB 1200: REM MATRIS FARKI ALMA ALTYORDAMI
1585 RETURN

Pan-Reiff yOnteminin temeli, E hata matrisinin sifir matrise esit
kilinincaya ya da sifir matrise kabul edilebilir yakinhkta bir diizeye
indirgeninceye degin, yeni B matrislerinin hesaplanmasi islem adimlarinin
tekrar edilmesine dayanir.

YENI B MATRISININ HESAPLANMASI

Pan-Reiff yonteminde ilk B degeri ortaya konulup, buna kargilik
gelen E  hata matrisi hesaplandiktan sonra, B’nin yeni degeri
B = Bx(BIRIM + E) esitligi yardimiyla hesaplanmaktadir. Bu iglemi yerine
getiren altyordam agagida verilmistir.

1600 REM DONGU ICINDE YENI B LERIN HESAPLANMASI
1604 GOSUB 1150: REM MATRIS TOPLAMA ALTYORDAMI
1605 FOR I=1 TO N

1610 FOR J=1 TO N: A1 (1,J) =D (1.J) :B1 (1J) =B (1,J) : NEXT J
1615 NEXT |

1620 GOSUB 1250: REM MATRIS CARPMA ALTYORDAMI
1625 FOR |=1 TO N

1630 FOR J=1TO N: B (I,J) =C (I,J) : NEXT J

1635 NEXT |

1640 RETURN

B TERS MATRISININ HESAPLANMASINA iLISKIN
ARDISIK ISLEM ADIMLARI

A Kkare matrisinin tersi A”' matrisini bulmaya yonelik yukarnida
siralanan iglem adimlan

1. Baslangig ters matrisi B’yi olusturma,
2. E hata matrisini hesaplama,
3. Yeni ters matris B’yi hesaplama,
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4. E’nin satir normunun yeterince kiigik(érmegin 10°) kilinmasina degin
2. ve 3. adimlann tekrar uygulanmasi
bigiminde Ozetlenebilir,
ligili yaymlarda 4.’teki 6lgiitiin 5. islem adimindan once dikkate
alinmamasi 6nerilmektedir.
Ay ayni agiklanan ve yukarida 6zetlenen islem adimlarini esas alip,

verilen bir kare matrise iligkin ters matris bulma altyordami asagida
verilmigtir.

1650 REM TERS MATRIS HESAPLAMA ALTYORDAMI

1651 GOSUB 1400: REM BIRIM MATRIS OLUSTURMA

1655 GOSUB 1500: REM ILK B MATRISININ OLUSTURULMASI
ALTYORDAMI

1660 GOSUB 1550: REM E MATRISININ HESAPLANMASI

1665 FOR I=1 TO N

1666 FOR J=1 TO N: A1 (1,J) =E(1,J) : NEXT J

1668 NEXT |

1670 GOSUB 1300: REM SATIR NORMU HESAPLAMA ALT YORDAMI
1675 ESKI=SATNORM

1677 YENI=ESK]

1679 SAYAC=0

1690 ESKI=YENI

1695 GOSUB 1600: REM DONGU ICINDE YENI B LERIN HESAPLANMASI
ALTYORDAMI

1700 GOSUB 1550: REM E MATRISININ HESAPLANMAS!|

1705 FOR I=1 TO N

1710 FOR J=1 TO N: A1 (1,J) =E (1,J) : NEXT J

1715 NEXT |

1720 GOSUB 1300: REM SATIR NORMU HESAPLAMA ALTYORDAM!
1725 YENI=SATNORM

1730 SAYAC=SAYAC+1

1735 IF YENI> .000001 OR YENI<ESKI AND SAYAC<5 THEN GOTO 1690
1745 IF YENI> .000001 THEN PRINT “TERS YOK ". STOP

1755 RETURN

TERS MATRIS BULMA ANA PROGRAMI

Pan-Reiff yontemini esas alip, tanitilan altyordamlar kullanarak

verilen 3x3’liik bir A Kare matrisinin tersi A™' matrisini bulmaya ydnelik
ana program ve 6rnek ¢ikt1 izleyen kesimde verilmistir.
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100 REM PAN-REIFF ALGORITMASI UYARINCA TERS MATRIS BULAN
BASIC PROGRAMI

103 GOSUB 1003: REM KARE MATRISIN BOYUTUNUN OKUNMASI
105 GOSUB 1010: REM KARE MATRISIN ELEMANLARININ
DEGERLERININ SATIR SATIR OKUTULMASI

107 PRINT “A MATRISI 7

109 PRINT “ “

110 GOSUB 1050: REM MATRIS GORUNTULEME ALTYORDAMI
120 GOSUB 1650: REM TERS MATRIS HESAPLAMA ALTYORDAMI
125 PRINT “A MATRISININ TERSI:”

130 PRINT “ .

135 FOR I=1 TON

140 FOR J=1 TO N :A (1,J)=B (I,J) :NEXT J

145 NEXT |

150 GOSUB 1050: REM MATRIS GORUNTULEME ALTYORDAMI
205 STOP

1855 END

A MATRISI
1.000 1.000 1.000
0.000 2.000 3.000
5.000 5.000 1.000
A MATRISININ TERSI
1.625 -0.500 -0.125
-1.875 0.500 0.375
1.250 -0.000 -0.250

Basic programlari artan satir numarasi esasina gore bilgisayar
bellegine yerlesirler. Bu nedenle bu ¢alismada yer alan program denenmek
istendiginde, tim kesimlerde yer alan program satirlani bilgisayara
aktarilmaldir.

Farkli A kare matrislerinin terslerinin bulunabilmesi i¢in DATA
satirlarindaki degerler degistirilmelidir.

Yukarida verilen 6rnek programda, indisli degiskenler igin yazilimin
otomatik boyutlandirma varsayim degerleriyle yetinilmistir. 10°dan buyiik
boyutlu A kare matrisleri igin islem yapilmak istendiginde, programda yer
alan tim indisli degiskenler DIMENSION deyimi kullanilarak uygun
bicimde boyutlandirilmalidir.
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