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Oz

Bu c¢aligmada, difiizyon teriminde kiigiik bir ¢arpan olan It6 stokastik diferansiyel denklemler (SDD) icin
stokastik Runge-Kutta-Fehlberg (SRKF) yontemi 6nerilmistir. Bu yontem, deterministik DD i¢in iyi bilinen ve
tirevleri kullanmayan alti agamali bir yontem olan RKF yonteminin karisik stokastik (klasik-stokastik)
integralleri kullanan bir uyarlamasidir. Onerilen ydntemin ara adimlarinda Euler-Maruyama (EM)
tahminleyicisi kullanilmigtir. Bazi test problemleri i¢in, yontemin giiglii yakinsakligini incelemek ve bilinen
baz1 yontemlerle karsilastirmak amaciyla simiilasyon ¢alismalar1 yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Runge-Kutta-Fehlberg yontemi, It6 stokastik diferansiyel denklemler, niimerik ¢oziimler,
kiiciik giirtiltii.

A Stochastic Runge-Kutta-Fehlberg Method for Itd Stochastic Differential Equations with Small Noise
Abstract

In this study, a stochastic Runge-Kutta-Fehlberg (SRKF) method is proposed for the 1t6 stochastic differential
equations (SDE) with a small factor in the diffusion coefficient. This method, which uses mixed stochastic
(classical-stochastic) integrals, is an extension of derivative-free six-stage RKF method which is well known
for deterministic DE. In intermediate steps of the proposed method, the Euler-Maruyama predictor is used. For
some test problems, simulation studies are conducted to examine strong convergence of the method and compare
it with some known methods.

Keywords: Runge-Kutta-Fehlberg method, 1t6 stochastic differential equations, numerical solutions, small
noise.
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Kiigiik Giiriiltii Terimi Igeren It Stokastik Diferansiyel Denklemler igin Stokastik Runge-Kutta-Fehlberg Yontemi

1. Giris

Bir miihendislik problemi, fizik kanunlari
geregince veya deneyler gosterir ki; bir
fonksiyonun zamana bagh degisim hizini
(tiirevini) igeren bir DD ile ifade edilen
matematiksel bir modele doniisebilir. Gergek
hayat problemlerinde, birbiriyle etkilesen ¢cok
sayida bilesen igeren karmasik sistemler
vardir ve dis etkenlerin etkisiyle sonuglari tam
olarak  kestirilemeyen,  yani  tahmin
edilemeyen durumlar ortaya ¢ikabilir.
Kosullar degismeden tekrarlanan bir deneyin
sonuclar1 ayni olmayabilir. Deterministik ad1
verilen denklemlerden daha gercekgi bir
model temsili elde edilmek istenirse, 6l¢iim ve
yuvarlama  hatalari, dalgalanmalar ve
diizensizlikler, yani belirsizlik goz Oniine
alinmalidir. ~ Stokastik
rastgele fonksiyonlarin oldugu ve ozellikle

analizin  konusu,
mikro Olcekli yapilari olan problemlerdir.
Olasilik teorisini kullanan analitik ve niimerik
yontemler, stokastik dinamikleri g6z Oniine
alacak sckilde diizenlenmis deterministik
tekniklere dayanmaktadir.

Bir rastgele fonksiyonu ifade etmek igin
Stokastik Siire¢ kavrami kullanilmaktadir. Bir
rastgele degiskenler ailesi olarak
tanimlanabilecek stokastik siireg, bir olasilik
uzay1 lzerinde tanmimlanmis Olgiilebilir bir
fonksiyondur ve indeks kiimesi genellikle
zaman ifade eder. Dolayisiyla iki degiskenli
bir fonksiyon olan stokastik siire¢, sans
faktoriiniin ortadan kalktig1 diisiiniildiigiinde
sadece bagli bir fonksiyon
(realizasyon); zamanin belirli bir aninda ise
bir rastgele degiskendir.

zamana

Botanik¢i Robert Brown, ¢ok kiiciik bir polen
parcacigmin suyun icine birakildiginda c¢ok
diizensiz ve tahmin edilemez bir yoriinge
cizdigini gozlemlemistir (Brown, 1828).
Einstein (1905) bu durumu, polenin su

molekiilleri tarafindan rastgele yonlerde
bombardimana tutulmasi olarak agiklamuistir.
Rastgele bir gii¢ alaninda hareket eden bir
parcacigin hiz denklemi ilk kez Langevin
(1908) tarafindan formiile edilmistir. 1923°te
Wiener, Brown Hareketi Siirecini (BHS)
tanimlamigtir  (Wiener, 1923). SDD’nin
sistematik olarak ele alinigi ise 1940’larin
baslarinda Japon matematik¢i Kazufumi It6
ile baglamistir. Ayrintilar i¢in okuyucu It6

(1951) makalesine bagvurabilir.

SDD’nin analitik ¢6ziimlerini elde etmek
¢ogu zaman zordur. Bu durumda, Stokastik
Taylor agilimlarma (STA) dayali niimerik
metotlar iyi yaklagimlar saglayabilmektedir.
STA’nin en biyiik zorlugu katsayilarin
yiksek  mertebeden  tirevlerinin  her
iterasyonda hesaplanmasi gerekliligidir. Daha
yiiksek mertebeden yaklasimlar ¢ok hizli bir
sekilde = karmasik  hale gelmektedir.
Dolayisiyla, tiirevleri kullanmayan kararli
yontemler Onem kazanmaktadir. Tiirevler
yerine sonlu farklar getirildiginde niimerik
metotlarin  6nemli bir smifi olan SRK
yontemleri elde edilir. Nimerik yontemin
etkinligini veren iki 6nemli kriter; zayif ve
giiclli yakinsaklik mertebesidir. Tanimlar i¢in
okuyucu Milstein  (1994) ¢alismasina
basvurabilir.

Kiigiik dalgalanmalardan etkilenen bir¢ok
fiziksel sistemi modellemek i¢in kiiglik
giriltili SDD kullanilir. Giirtlti  kiiglik
oldugunda, stokastik sistemin, farkli bir
analitik karaktere sahip olmasina ragmen, bir
sekilde deterministik olana ‘“yakin” bir
¢ozimi olmas1 beklenebilir (Sickenberger ve
ark., 2009).

Simdi, kii¢iik giiriiltiilii It6 SDD i¢in SRK tipli
yontemleri igeren ilgili literatiirii verelim.
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Deterministik RK yontemlerinin
adaptasyonlari olarak goriilebilen Rumelin’in
(1982) onerdigi formiilasyonlar icin giiglii
yakinsaklik  mertebesinin  3/2  degerini
asamayacag1 gosterilmistir. Ozellikle kiigiik
giriltiiyii goz Oniine alan Milstein ve
Tretyakov (1997a, b ve 2000) verdikleri
yontemlerin  yakinsaklik  mertebelerini
ayrintilt incelemislerdir. Gilicli yakinsaklik
mertebesi 3/2 ve zayif yakinsaklik mertebesi
2 olan yontemler sirastyla RoBler (2005 ve
2009) c¢alismalarinda verilmistir. Komori
(2007) kiigiik girilti i¢in deterministik
mertebesi 4 olan ve 2 zayif yakinsaklik
mertebesindeki SRK yontemlerini dnermistir.
Yazar iki asamali, kapali, 1. veya 2.
mertebeden SRK yontemi igin kararlilik
ozelliklerini Komori (2008) c¢alismasinda
incelemistir. Agik bir yontem i¢in okuyucu
Komori ve ark. (2017) g¢alismasina
bagvurabilir. Buckwar ve ark. (2010)
deterministik mertebesi 2 ve 3 olan iki asamal
iyilestirilmis SRK yontemini 6nermisler ve bu

yontemin hata analizlerini yapmuslardir.
Buckwar ve Riedler (2011) sigramali-
difiizyon DD icin RK-Maruyama

yontemlerini ele almiglar ve 6zellikle kiigiik
giiriilti  icin bu yOntemlerin sigramasiz
durumu da igeren lokal ve global hata
davraniglarin1 analiz etmislerdir. Buckwar ve
arkadaslarinin makalelerini referans alan,
sabit degil de uyarlanabilir (adaptive) adim
boyu kullanilan ve kii¢iik giiriiltiilii SDD i¢in
yerel hata analizleri yapan iki c¢alisma
Valinejad ve Hosseini (2010 ve 2012)’dir.
RKF katsayilarin1  kullanan, uyarlanabilir
baska bir yontem i¢in okuyucu Averina ve
ark. (1994) calismasina bagvurabilir. Wang
(2015) carpimsal giiriiltii iceren SDD igin
kararlilik (A-stability) 6zelligine sahip SRK
yontemleri incelemis ve giiclii yakinsaklik
mertebelerini hesaplamigtir. Tang ve Xiao

(2018), DD sistemlerinin ¢oziimleri i¢in agik,
yart kapali ve kapali SRK tipli yontemleri
vermiglerdir.

Bu makalede ise Buckwar ve ark. (2010)
caligmasinda verilen, stokastik integralleri
kullanan, iki asamali iyilestirilmis SRK
yonteminin; deterministik mertebesi 5 olan, 6
asamal1 bir Uuyarlamas1 verilmistir. Benzer bir
yaklasim Komori and Buckwar (2013)’de
onerilmistir. SRK yontemleri, deterministik
RK yontemlerinin genellestirmeleri olarak
goriilebilir. Daha oOnceden de belirttigimiz
iizere, kiiciik giirilti icin deterministik
mertebenin 2, 3 ve 4 oldugu durumlar analiz
edilmistir.  Dolayisiyla, bu  calismada
deterministik mertebe 5 olarak se¢ilmistir.
Ancak, mertebe ylikseldikce asama sayisi
artmaktadir. Tercih edilen herhangi bir
deterministik mertebeden RK katsayilar
kullanilarak yontem uyarlanabilir.

Algoritmalarin  tamamlanma stireleri ve
deterministik mertebe kriterleri goz Oniine

alinarak asama sayis1 belirlenmelidir.

Ayrica bu c¢alismada, bilinen SRK
yontemlerinden farkli olarak, daha iyi bir
yaklagim saglayabilmek amaciyla,

tahminleyici islemleri vasitasiyla elde edilen
yaklagim degerleri kullanilarak ara asama
degerleri tyilestirilmistir. Dolayisiyla,
Onerilen yontem acik olmasina ragmen
tahminleyici-diizeltici tipli bir RK yaklagimi
olarak goriilebilir.

Calisma su sekilde organize edilmistir. Boliim
2’de bazi temel tanimlar ve karsilastirma
yapilacak yontemler verilmistir. Yine ayni
bolimde SRKF yontemi tanimlanmstir.
Onerilen yontemin uygulama 6rnekleri Boliim
3’de yer almaktadir. Calisma, Sonug¢ boliimii
ile tamamlanmustir.
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3. Materyal ve Metot

Bu bolimde, Itd SDD’nin temellerinde
onemli bir yer tutan BHS’ nin tanimindan ve
bazi ozelliklerinden baslayarak, bazi temel
tanimlar ve yontemler verilmistir.

Tamm 2.1: (Q,F,P) olasilik uzay: iizerinde
taniml1 B, =(Bt(a)),t e[O,oo),a)eQ)

stokastik siireci agagidaki sartlar1 sagliyorsa
(standart) BHS adini alir.

(i)B, =0
(ii) B
bagimsizdir, yani

(Btl B B‘O)’(Btz B Btl)""’(Btn _Btn—l)
bagimsiz rastgele degiskenler ve (B, —By) ile

siirecinin  artimlar1  duragan ve

to <t <t, <...<t, icin

(Bin — Bs,p ) aym dagilima sahiptir.
(ii1) B, ~ N(O,t)

BHS’nin hemen hemen
kesinlikle stireklidir ve hemen hemen her

realizasyonlari

yerde tlirevi tanimsizdir, yani si¢cramali

stireksizlik noktalar1 yoktur ve neredeyse tiim
realizasyonlar1 tiirevli degildir. Tiirev taniml

olmamasina  ragmen, anlamli olan

dB; = B, 4 —B; sonsuz kiiciik artimlar1 i¢in
dB; ~ N(0,dt) ve

(dB,)? = dt. 1)

Bu calismada, te[0,00) igin, bilinen

(Q, F, P) olasilik uzay: {izerinde tanimli X,

siirekli stokastik siire¢ ve B, de BHS olmak

tizere, It6 formunda verilen:

dX, = f (t, X, )dt+g(t, X,)dB, 2)
Xo =X
skaler SDD’nin ¢6ziimiindeki nlimerik

yaklagim yontemleri géz Oniine alinmaktadir.
Burada f (t,X;) fonksiyonuna siiriklenme

terimi, g(t,X;) fonksiyonuna ise difiizyon

terimi adi verilir. (2) denklemiyle verilen
SDD’ye esdeger integral formu:

t t
Xc=Xo+ [ f(s,X;)ds+ [ g(s,X;)dB;

s=0

seklindedir. Burada birinci integral Riemann
anlaminda, ikinci  integral ise  It0
anlamindadir. 0 ortalamali normal dagiliml
bir rastgele degisken olan It6 stokastik

integrali, Riemann-Stieltjes toplamlarinin
kuadratik orta anlamda limiti olarak
tanimlanir.

s=0

Iki degiskenli deterministik fonksiyonlar icin
verilen TA’da (dt)*=dB,dt=0 kabul

edilerek ve (1)-(2) denklemleri kullanilarak
klasik analizdeki zincir kuralinin benzeri olan
1t6 Formiilii:
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oF oF 1 06%F 2
d(F(t,Xt)):EdH(&dXt+——2(dXt) j

2 Ox

= [(Ft(t, X))+ F (X)) F(t, X)) +%Fxx(t, Xt)gz(t, Xt)jdt +F (t X,)a(t, Xt)dBt}

elde edilir.

Burada ii¢ nlimerik yontem (EM yOntemi
(Maruyama, 1955), Milstein  yontemi
(Milstein, 1994), Newton yontemi (Newton,
1991) iizerinde durulmustur. Béliim sonunda
Onerilen yontem SRKF yontemi verilmistir.
Yontemin katsayilar1 mertebesi
deterministik RKF  yonteminden
degisikliklerle alinmistir (Fehlberg,
Sayfa 13, Tablo I1I).

5 olan
bazi
1969,

Yo=Y, + f(t,.Y,)h+9(t,.Y,)AB,

iteratif esitligi ile verilen EM yontemidir.
Burada, AB,=B,.;—-B,~N(0,h) seklinde

hesaplayicida tiretilir.

1
Yo =Yo + f(t,.Y,)h+0(t,.Y,)AB, +§g(t"

n=012,...,N-1

ile verilen Milstein  yontemidir.  (4)

esitligindeki ((ABn )2 —h) / 2 terimi ashnda

STA’da  kullanilan  kanisik  stokastik
integralden biridir ve
h u h 2
B, —h
[ [ dBydB, = [ B,dB, =="

u=0s=0 u=0

’Yn) ag(tn’ X)

X=Xt

X=Xt

2.1. Euler-Maruyama Yontemi

[0,T] bir

araliginin parcgalanisi

olmak flizere, her

n=0,1...,N -1 i¢in adim boyu h=t , —t,
seklinde esit segilerek th =Y, yaklasim
stirecini nlimerik

veren ¢Oziimlerle

ilgilenilmektedir. Bu yontemler arasinda en
basit ve en bilineni:

n=012...,N-1 (3)

2.2. Milstein Yontemi

llgilendigimiz diger bir ydntem, (3) esitligi ile
verilen EM yaklagimimin hatasin1 azaltmak
i¢in diflizyon teriminin tiirevini kullanan:

((a8,)*~h) @)

X=Yp

seklinde hesaplanmistir.

EM ve Milstein giiclii
yakinsaklik mertebeleri sirastyla 1/2 ve 1°dir.
Dolayisiyla EM, Milstein yontemine gore
daha biiyiik hata degerleri vereceginden
karsilagtirmali analizlerde kullanilmamaistir.
Ancak, hesaplama Kkolayliklar1 nedeniyle
onerilen SRKF yoOnteminin ara adimlarinda

yontemlerinin

EM yonteminin kullanilmasi tercih edilmistir.

902



Kiigiik Giiriiltii Terimi Igeren It Stokastik Diferansiyel Denklemler igin Stokastik Runge-Kutta-Fehlberg Ydntemi

2.3. Newton Yontemi

RK tipli yontemler siifinda yer alan ve tiirevsiz Milstein yontemi olarak bilinen Newton
yontemi, (5)’deki gibi verilir.
F= f (Yn)’Gl = g(Yn)a

a(¥y) (ABn —Jh ) olmak iizere,
2

Burada, basitlik agisindan f (t,,Y,)=f(Y,) ve g(t,,Y,)=9(Y,) seklinde yazilmstur.

2.3. Stokastik Runge-Kutta-Fehlberg Yontemi

Bu boliimde 6nerilen agik yontem olan 6 agamalit SRKF yontemi verilmistir.

Z,",Z," ~ N(0,2) bagimsiz,
+AB2"

z" z"h ABL"
h +2,"vh
LA A AN R

h 2 2 2"
| fntnth — 7.0 \/_ = ABﬁ’n kullanilan stokastik integraller,

Zz

th.th+h
F"=Y, +Za”f(t +c;h, F; )h+2b g(t, +¢;h,G; )IlO
j=1

Gi“=Yn+2éijf(tn+cjh,F-”)h i=1...,6

yardimer degiskenleri ara asama degerleri olmak Uzere,

6 6

Yo =Yo + > B f (6 +6h, EMh+ > 7ig(t, +6h,G")1n 0"
i=1 i=1

Itn th+h

+Zf7. (t, +¢h,G") 22— 10

i=1

(6)

Yontemin katsayilarini veren Butcher tablosu asagidaki gibidir.

B' =135 0 %005 28%%Le30 Tao s
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=(%16 0 Y9%0ces 29704 K 0).

:< g}/GO
v 0
% 40 0

- 193% —7200 7296
2197 2197 2197

A =B =2A olmak ilizere,

c|A|B
¢ | A
BT | v" [n'

439 _ 3680 845

216 8 %13 Ya08 O

8 5 3544 1859 11 )
27 2565 4104 740

1281075 _219//5240 12 //5)

0 (alt Gggensel),

Ayrica, €' =(1 1 1 1 1 1)olmak iizere, mertebe kosullar::

c=Ae, ¢=Ae, PpTe=1 yle=1

BTAe:%, BTBezl, yTAezl, nTAe:—l.

seklindedir.

Problemlerimizde giirtiltiiniin  kiigiikliigiinii
belirtebilmek  i¢in  diflizyon  teriminde
g(t, X;)=¢€G(t, X;) seklinde kiicik bir

carpan kullanilmistir. (6) formiilasyonlarinda
bu parametreye ihtiya¢ olmamasima ragmen,
glriiltiiniin ~ kiigtik olmast  (7) mertebe
kosullarinin sayica az olmasina, ¢6zliim
siirecinin varyansinin ve hatanin kiigiik
olmasina yol acgmaktadir. Ayrica, (2)
denklemi ¢ — 0 iken deterministik denkleme
yaklagacaktir.

nTe:O,
(7

4. Bulgular

Bu boliimde, Boliim 2’de verilen niimerik
yontemler i¢in analitik ¢6ziimii bilinen bazi
test problemleri iizerinde hata analizleri
100 realizasyon {izerinden
hata analizleri yapilmistir. k realizasyon
sayaclt olmak {lizere, ortalama mutlak hata

raporlanmistir.

formilii:

100
__130 ‘ i
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seklindedir.
E||x,, Yo |=Ch?

ortalama mutlak hata ifadesinde her iki tarafin
da 2 (veya 10 (adim boyunun tabanina gore))
tabaninda logaritmasi alinirsa

Iogz(EUth Y,

}):Iogz(C)+ plog, (h)

seklinde elde edilir. Bagimli degisken
degerleri, esitligin sol tarafindaki ortalama
mutlak hatalarin 2 tabanindaki logaritmalar
ve bagimsiz degisken degerleri ise adim
boyunun 2 tabanindaki logaritmalari olmak
iizere, dogrusal regresyon yontemiyle dogru
uyduruldugunda degeri p
kestirilebilir.

mertebe

Tim uygulama oOrnekleri i¢in kodlamalar

MATLAB’da  yapilmistir.  Daha  iyi
karsilastirmalar yapabilmek lizere,
yontemlerin  her adimda aym1  BHS
realizasyonlarmi1  kullanmas1  i¢in  hata

degerleri tek bir kod i¢inde elde edilmistir.
Dolayisiyla, 6rnek uzayin elemani olan belirli

bir durum i¢in ii¢ yontemin nasil yaklagimlar
verecegi karsilastirilmistir. Newton yontemi,
Milstein yonteminden elde edilen RK tipli bir
yontem oldugundan hata degerleri ayni
cikmugtir.

Ornek 3.1. Geometrik BHS

{dXt = uX,dt+ o X,dB,
Xo =X

sabit katsayili, lineer homojen SDD’nin

¢Ozimiu:
o2
Xi = Xgexp (/J—7Jt+O'BI
seklindedir. X,=1,T=1 olmak f{izere,

siiriklenme ve difiizyon katsayilar sirasiyla

u=-1 o= 107° olarak alimustir.

SRKF yontemi icin (6) formiilasyonlar
kullanilarak MATLAB’da  fonksiyonlar
randn ~ N(0,1)  olmak
iizere, siirliklenme ve difiizyon terimlerini
tanimlayan fonksiyonlar ve ara adimlarda
kullanilan EM tahminleyicisi sirastyla:

olusturulmustur.

Drift(x) =—x, Difussion(x) =10"°x,
Euler(A, x) = x+ A- Drift(x) + JA -randn- Difussion(x)

seklinde tanimlanmaistir. Burada

Euler(A, X, ) =X A seklindedir.

Ek I’de verilmis olan diger fonksiyonlar ise
birbirini ¢agiran yapidadir. Buradan, iteratif
denklemler:

905



Kiigiik Giiriiltii Terimi Igeren It Stokastik Diferansiyel Denklemler igin Stokastik Runge-Kutta-Fehlberg Ydntemi

16h 6656h
Yo =Yot o F G P ONF (t + /) BN+ 2200 £ + 308 )
,2856th 1 a 9h \ \
oy [t N3 Fa )5 Ta+nFs )+—5f(tn+A,F6)
1408
+AB§%—IégamGﬁ)+Ogan+p/}G2)+-———ga 7.6
2197 oah/ oy L , \
+2162 g(t, + /65,64)-—gg(pf+2h,G5)-kOgan+fLG6))
181 128
+-2(=9g(t,,G,")+0g(t, +,,G,") ——g(t ,G3"
#2206+ 00t +14,6.1) -0ty + 3. 6)
2197 2ah
~oeoag It /éyG4)———gﬂ +2h,G") + ga-+he6))
16h 6656h
Y, + ——Drift(Y,) + 0hF2(1/ Y, Yo,
T3 Drift(%) (4nn)12825 330 Yn 1)
, 28561
12 Sh 2h sh
+ ey A D3 Yar 1) FSULY%,In) F6(//,Yan)
@——Dﬁnmmnw)+oezg/ﬂv) Eﬁﬁes( 2V 1)
2197
4104(34(2/3,n,n)——c35(2h\(n,n)+o<36(h\(n, )
I (—lefu5|on(Y )+OGZ(/,Y )= 4yre 128 63(3 Yo 1)
2197 12
24h 2
g A Y 1) - GS(Zh,Yn,In)+55G6(h,Yn,In))

olarak elde edilir.

Tablo 1. Ornek 3.1 i¢in Ortalama Mutlak Hata ve Kestirilen Mertebe Degerleri

h Milstein Newton SRKF

0.0100

1.84710E-03

1.84710E-03

1.84397E-03

0.0010

1.84016E-04

1.84016E-04

1.83982E-04

0.0001

1.83947E-05

1.83947E-05

1.83274E-05

1.0009

1.0009

1.0013

Tim  yontemler ig¢in

[0.1]

araligi
N =100, 1000, 10000 esit pargaya boliinerek

hatalar

ve

kestirilen

Tablo 1’de verilmistir.

hesaplamalar yapilmistir. Ortalama mutlak

mertebe degerleri
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Ornek 3.2. Stokastik lojistik (Pearl Verhulst) t 2
) s O
denklemi (Hu ve Wang, 2011) Z = f exp (ﬂx —7}“755 ds
s=0
dX, = A(X — X, ) X,dt + o X,dB
{ t ( t) oA seklindeki integre edilmis BHS, yaklasik
Xo =X integrasyon yontemlerinden dikddrtgenler
kurali vasitasiyla tiretilmistir.
denkleminin ¢oziimii: X,=0.2,T =20 olmak {izere,
_ 2 1=0.8,X =0.625,5 =27 olarak alinmustir.
exp[(/lx —th +aBt}
X, = SRKF yontemi icin, Ornek 3.1°den farkli
t 2 - e
1 ) I exp| | AX — o° s+oB, |ds olarak‘ sadece ,surgklégme ve diflizyon
Xo & 2 fonksiyonlar1 (8)’deki gibi tanimlanur.
Drift(x) = A(X —x)x, @®
seklindedir. Burada, Difussion(x) = ox.

Tablo 2. Ornek 3.2 i¢in Ortalama Mutlak Hata ve Kestirilen Mertebe Degerleri

h Milstein Newton SRKF

o6 2.43651E-03 | 2.43651E-03 | 2.43404E-03

o7 1.21984E-03 | 1.21984E-03 | 1.22073E-03

8 6.10321E-04 | 6.10321E-04 | 6.05016E-04
p

0.9986 0.9986 1.0042

Tim  yontemler igin [(), 20] araligy hatalar ve kestirilen mertebe degerleri

N =1280,2560,5120 esit parcaya boliinerek | 2010 2'de verilmistir.
hesaplamalar yapilmistir. Ortalama mutlak  Ornek 3.3. Lineer olmayan skaler SDD

{dxt =—(a+ 42X, )(1-X2)dt+ B(1-X?)dBy, te[01]
Xy =0

denkleminin ¢6ziimii: seklindedir. Burada, T =1 olmak fiizere,
a=1L4=2" olarak alnmistir. Mutlak

hatalar ve kestirilen mertebe degerleri
Tablo 3’te verilmistir.

" — exp(—2at+24B;)-1
" exp(-2at+24B,)+1
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Tablo 3. Ornek 3.3 i¢in Ortalama Mutlak Hata ve Kestirilen Mertebe Degerleri

h Milstein Newton SRKF
o6 2,86094E-03 | 2,86094E-03 | 2,87744E-03
7 1,42685E-03 | 1,42685E-03 | 1,43414E-03
8 7,12507E-04 | 7,12507E-04 | 6,99095E-04
P 1.0028 1.0028 1.0206
5. Sonu¢ parametresi goz Oniinde bulundurularak,
hatanin  kigtikligi algoritmanin

Buckwar ve arkadaslarina (2010) gore, p

tamamlanma zamani

arasinda Odiinlesim

deterministik yontemin mertebesi olmak  Yapilarak se¢ilmelidir.
iizere, global hata )
O(gzhj/z +eh? +hP) T‘es‘ekkiir: Bu (;ahsma., Gi?GSl.lljl Universitesi
) ) . .., . Bilimsel Arastirma Projeleri Birimi tarafindan
mertebesindendir.  Yazarlar,  Onerdikleri .. .
Sntemi eiicliil vakmsaklik mertebesi 3/2 ol desteklenmistir (Proje No: FEN-BAP-A-
ontemi giiclii yakinsaklik mertebesi olan .
Y s ¥ 230218-49).  Ayrica, yazarlar  degerli

STA ile karsilastirmislardir.

Bu calismada, p=5 secildiginden ii¢ bolge
olusur. h> g% igin {glinci, g% <h< g%
i¢in ikinci ve h< 5% i¢in ise birinci terim
baskin gelir. Ornegin, Ornek 3.1°de £ =107°
ve h=1072,10°,10" oldugundan ikinci
terim baskindir ve mertebe 1 olmaldir.
Analizlerimizden  mertebenin  asimptotik
olarak 1’e yaklastigi gdzlemlenmistir. Ayn
ornekte, hatanin da minimum olabilmesi i¢in
£=10"° iken h=107 secilirse, p degeri
1.3671 olarak bulunmustur. Benzer analizler
Ornek 3.2 ve 3.3 igin de verilebilir. Teorik

degerlerle Tablo 1-3’te verilen deneysel
sonuclar uyumludur.

Test problemleri iizerinde yapilan analizler
sonucunda, Milstein ve Newton yontemlerine
gore daha kiiclik hata ve daha yiiksek mertebe
degerleri elde edilmigtir. Adim boyu, &

katkilarindan otiirti hakemlere tesekkiirlerini
sunarlar.
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Ekler

Ek I. SRKF yontemi i¢in kullanilan yardimci fonksiyonlar

R =Y, =X, ,G" =Y, =X

n th
Itn,tn+h
F" =Y, +a, f(t,, R")h+bya(t, G") 1oh

h . T (1)
=Xy, + 2 Drlft(Xtn )+ " lefu3|on(Xtn ),
A h_ .
Gy =Y, +8, f(t,, R")h =X, +§Dr|ft(xtn).
F2(A, x,y) = Drift(Euler(A, x) +2Drift(EuIer(A, X)) +%Diffusion(EuIer(A, X))) (12)

olmak Uzere,
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f(t,+ 1. R") = Drift(F," (t, + 1))

. h . e
= Drlft(th+% +Z Drlﬂ(xtn+%) +ZD|ffu3|on(th+%))
. h . Iy e
= Drlft(EuIer(V, th)+ZDr|ft(EuIer(y, X, ) +Z”D|ffu3|on(EuIer(V, Xy, )

=F2( . X, ).

G2(A, x) = Diffusion(Euler(A, x) +2Drift(EuIer(A, X))) olmak Gzere,

a(t, + V,Gzn) = Diffusion(G,"(t, +%)) = Diffusion(th+% +2Drift(xtn+%)) (1.3)

= Diffusion(Euler(V X, ) +gorift(Euler(y, X, ) = Gz(y, Xq)-

Fy" =Y, +ag f (ty, RN +ag, f (t, + 1, F,"h+[b3,0 (8, G,")

t G I(n’tnm—x 3y ift(X, Meoh/ x|
+bi,0(t, +14.G,M] 5, DIROG )+ 2 R, X 1)

L3

32 —= Diffusion(X; )+—”GZ(/,th) (1.4)

Gy" =Y, +8g f (ty, RN+, F (t, + 1, KM

3h . % _, n
:Xt”+ED”ﬂ(Xt”)+EF2( 20 Xy In)-

F3(A, x,y) = Drift(Euler(A, x) + % Drift(EuIer(A, X))+ % FZ(y ,Euler(A, x),y)

z; Diffusion(Euler(A, x))+—yGZ(/,EuIer(A X))) olmak Gzere,

f(t,+30g ., F") = Drift(R," ¢, +30%)

(1.5)
=Drift(Eu|er(3y,xt )+@Drift(Eu|er(3V )

+—F2(A,Euler(3é,x )1 )+—”D|ffu3|on(EuIer( /,X )
+3—2“Gz(y , Euler(3%, X)) = F3CRNL, X 1),
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G3(A, x, y) = Diffusion(Euler(A, x) + % Drift(Euler(A, x))
+—F2( / JEuler(A, x), y)) olmak tizere,

gt +3 / ,G;") = Diffusion(G," (t, +3 A)) (1.6)

= Diffusion(EuIer(?’V, X, )+@ Drift(Euler(3y, X))

+—F2(/,Eu|er(3/, X ) 1)) = G330, X, 1),

ntn+h

[‘ug(t”'Gl )+bp0(t, +/’GZ ) +b4509(t, + /’G )} '10

1932h 7200h 7296h
+ == Drift(X, )-———F2(1,, + = F3 |
2197 D K0) g7 02X, 2197 g X o)
19321, .. 72001 72961
+ Diffusion(X, )— n G20, X, )+ G303, X, L),
2197 X) =107 D2 %) 2197 o0 /4 Ko In)

= X
(1.7)

Gy =Yy + 4y f (ty, RN +a5 f (6, + 1 )+ a0 f (1, + 304, RN
3864h ) .o | 14400h Fay, %, 1, , 14592h

=X, +——Dri -
tn (Xi,) 2197 2197

F3 3 N
2197 ( Kigr In)-

) 1932h
F4(A, x,y) = Drift(Euler(A, x) +
(A%, Y) ( (A, X) 2197

Drift(Euler(A, X))

7200h
F3 30/ Euler(A, x
o107 (30 . Euler(a, %), y)

+1932Y iyitision (Euler (A, X)) — 7200y el N
2107 2107

7296y 3 )
—G3 ,Euler(A, x), y)) olmak Uzere,
+ g7 O3 Euler(A,%),y)

7296h

R / Euler(A,%), )+
(1.8)
( / ,Euler(A, X))
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f(t, +120/5, F)") = Drift(F," ¢, +127 )

= Drift(Euler12 /3, Xy )+ 1932“ Drlft(EuIer(l /3, )

_ 1200 LR / ,Euler(12 /3, X )1y 4 7296h L2 33 / ,Euler(12 /3, Xi )y

2197 " o197
19321, ... . 12h 72001, . 1 12h

+= 15 Diffusion(Euler( Kg,xtn))— ~1g7 G / ,Euler( Kg,xtn))
72961

+ n GS(3V , Euler(12%3, X )i 1)) = FAA2N70 X, 1),

2197

oo 3864h
G4(A, x, y) = Diffusion(Euler(A, x) +
(A, X,Y) ( (A, X) 2197

Drift(Euler(A, x))

14592h

14400h
_ 3h 1
= F3( A,Euler(A,x),y) olmak Uzere,

2197

FZ(y, Euler(A, x),y)+

g(t, + 241/ ,G,") = Diffusion(G," (t, + 241/ ))

3864“  Drif(Euler(240) 2, X, )

14400h _, ¢ 2ah 14592h _. ap 2ah
e F2(", , Euler( ﬁg,xtn),|n)+ 197 T NG Euler4h/o X, ). 1,)

=G4/, X 1),

= lefu5|on(EuIer(24/3, Xi, )+

F" =Y, +ag f(t, F")h+ag,f(t, +V, F,")h+as, f (t, +3V, F5"h
vag (L, +12%3, Fu")h+[05,0(ty, G") + b5y (8, +115,G,")

I n tn+h

+bs39 (L, + /vGe ) +bes,g(t, + /3164 )l 10

439h 3680h
. 43%h 3680h _, 3
= X + S DX, )~ ghr2(h 4,xt,n) F3(/, i In)

_845h

12h/, iffusi
~ 4104 —— F4( X In)+ ly D|ffu5|on(th)
36801 845l
_ h n 3h n 24
8InG2(/,th)+ 13 GS(/,th,l 2104 C X D3 X 1n),

Gy =Y, + 8 f (b, RN +85, T (1 + ) B+ 8 (8, +30¢, B
439h

4 12h/ Emp=x, 42390
8, f (1, +120/ 5 BN =X, + Tog Drift(X,,)- 16hF2(7, X, 1)
, 7360h 845h
/3600 _845h 12
513 P Xipo ) 2052 ZER

(1.9)

(1.10)
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F5(A, X, y) = Drift(Euler(A, x) +—43196h Drift(Euler(A, X)) —8hF2(y, Euler(A, x), y)
3680h 845h
3 _ 12
13 ——F3( /,Euler(A X),Y) F4( /3,Euler(A X),Y)

+ 42319631 Diffusion(Euler(A, x)) ~8yG2( / (Euler(A, X))

, 3680y .,

13 (3/,Euler(A X), y)— 845y G4(24/3, Euler(A, x), y)) olmak Uzere,

f(t, +h, F") = Drift(F" (t, +h)) (111)

= Drift(Euler(h, X, )+%Drlft(Euler(h X )) 8hF2(/,EuIer(h,th),In)

+ 30800 £3@h/ Euter(h, X, ) )—845h Fad2h/ Euler(h, X, ), 1,)

513
439 % Diffusion(Euler(h, X, )) 8l GZ(/ Euler(h, X, ))
16 ’
36801, ~.3h 8451, . oah
T G3(/,Euler(h,th),In)—4104 G4( 43,Euler(h,xtn),ln))
=F5(h, X, ., 1,)-

G5(A, x, y) = Diffusion(Euler(A, x) + 4398h Drift(Euler(A, x))

7360h

~16hF2( , Euler(A, ), y) + ———F3(3 / JEuler(A, x), y)

_845h

S Fad2h/ . Euler(a, x olmak Uzere,
ey A 3 Euler(a,%), y))

g(t, +2h,G.") = Diffusion(Gs" (t, +2h)) (1.12)

439:‘ Drift(Euler(2h, X, )

= Diffusion(Euler(2h, X )+

7360h

—16hF2(, Euler(2h, X, ),1,)+ F3(3 / (Euler(2h, X, ), 1,)

_845h

052 T py(12 /3,Euler(2h X ). 1n)) =G5(2h, X, . 1,).
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g, T (t +120/ 0 Fy" )N +ags f ¢, +h, FMh
+bg;9(t,, G") +bg, 0 (t, +y,G2n) +bg39(t, +3y,Gsn)

th.tq+h

|
+hea gty + 2407 3,G,") +bsg (t, + 20, G™)] -

8h 3544h

=X, —2—Dr|ft(X )+2hF2( Xy n)——F3(3/, )
1859h 11h 8l ~iee
12h
104 ———FAC N Xy 1) - F5(h X In) = 27” Diffusion(X, ) o1
H 35441, 3 L 18591, - oup '
+21,62(05. X,,) - B3 / T+ B4 3. X, )

11l
=0 B8N, X, 1),

Ge" =Yy +ag f (t,, RN +3g, T (t, +V,F2”)h+é63f(tn +3V,F3”)h
85y f (1, + 12075 B )N+ g (8, +h, RN
_ X, —%Drlﬁ(x y+anr2(h/, X, | n)-"Lsgth(3 X, 1)

1859h

_11h
2052 |:4(12/3, i 1n) 20 —F5(h, X, 1)

F6(A, x, y) = Drift(Euler(A, x) — & Drift(EuIer(A, X)) + 2hF2(V ,Euler(A,x),y)

325;:; F3( /,Euler(A X), y)+1859h F4(12/3,Euler(A X), )
—%FS(h Euler(A, x), y)——7D|ffu5|on(EuIer(A , X)) (1.14)

+2yG2(ly;  Euler(4, x ))—3544y G3(hy; , Euler(4, %), y)

,1859y
4104

11
(24%3,Euler(A, X), y)——gGS(Zh Euler(A, x), y)) olmak uzere,
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f(t, + 17, Fe") = Drift(R" (t, + 15))
= Drift(Euler(V, xtn)—@Driﬁ(Euler(V X, ))+2hF2(V,Eu|er(V, X )i 1n)

_ 3544h _, 1859h _ 15
oreE F3(/,Eu|er(/,xtn),ln) “ios /3,Euler(/,x ) 10)

_@Fg,(h Euler(/,X ) 1) - 8ly D|ffu5|on(EuIer(/,X )

+2|nc;2(y,Eu|er(Vxtn))-3544'“ G3(3/,Eu|er(/,x ) 1)

2565
18591, . . 2 h 111, h
= 1oa B4 43,Eu|er(/,xtn),|n)— 0 GS(Zh,EuIer(/,th),In))

=F6(5. X, 10).

G6(A, x, y) = Diffusion(Euler(A, x) — % Drift(Euler(A, x))

7088h

+4hF2( / Euler(A,%),y) =~ F3(3 / ,Euler(A, x), y)

. 185%h |:4(12/3,Euler(A X), y)—&FS(h Euler(A, x), y)) olmak tizere,

2052
(1.15)

g(t, +h,Gg") = Diffusion(Euler(h, X, )—@Drlft(Euler(h X ))

7088h

+4hF2(/,EuIer(h Xip): In) = F3( /,Euler(h Xi )i 1)

11h

1859h |:4(12/3’Eu|er(h X ) 1n) - —F5(h Euler(h, X ). 1,)).

2052
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