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Ozet

Bu arastirmanin amaci, matematik 6gretmen adaylarmmin tek degiskenli fonksiyonlarin
limiti kavram bilgisi yardimi ile yiiriittiikleri soyutlama ve genellemelerin nasil gelistigini
tespit etmektir. Bunun icin bir devlet iiniversitesinin orta ogretim fen ve matematik alan
egitimi boliimii matematik 6gretmenligi anabilim dali 2. sinifinda 6grenim goren 52 dgrenciye
agik uglu sorulardan olusan bir yazili anket uygulanmistir. Bu makale ¢ergevesinde konu ile
dogrudan iliskili olan 3 soruya é6grencilerin verdikleri cevaplarin analizine yer verilmistir.
Sonuglar géstermektedir ki, adaylar mevcut bilissel yapilarini ve fikirlerini degistirmeden
yiiriittiikleri genellemelerde oldukca basarili olabilmektedirler. Ancak adaylarin tek degiskenli
fonksiyonlarin bir noktadaki limitini tespit etmek icin kullandiklar: hi¢ bir yontemin, iki
degiskenli bir fonksiyonun limitinin incelenen nokta etrafinda yapilacak her tiirlii yaklasim
seklinden bagimsiz olmasi gerektigi fikrine ulagmada adaylara yardimci olmadigi tespit
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Limit, genelleme ve soyutlama,

SOME GENERALIZATION AND ABSTRACTIONS
WHICH CANDIDATE MATHEMATIC TEACHERS USE
LIMIT CONCEPT INFORMATION IN SINGLE VARIABLE
FUNCTIONS

Abstract

The purpose of this research is to determine that how the abstraction and
generalization developed, with the help of having the knowledge of the concept of limit of a
single variable functions that the mathematics teacher candidates have. For this, in a written
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questionnaire consisting of open-ended questions, has asked to 52 students, who are in their
second year, studying at the department of a State University's of Science and Math, High
School Math Teacher Education Department. In this article, three questions’answers which are
directly related to the subject are analyzed. The results show that the candidates can be very
successful in generalizations, by not replacing their existing cognitive structures and ideas.
However; the candidates used to determine the limit of single variable functions at a point in a
method, called the limit of a function of two variables point around the shape of all kinds in the
approach should be independent, could not help concluding that the candidates.

Key Words: Limit, generalization and abstraction,

1. Giris

Universitede 6grencilerin matematiksel tecriibelerinin gelisimi ile genelleme ve
soyutlama yetenekleri de gelisir. Eger bir 6grenci matematiksel genelleme ve soyut-
lama yapma yetenegini gelistirirse matematiksel diisiinmenin ileri seviyelerine ulagir.
Bu genelleme ve soyutlama yetenegini kazanma, ileri matematiksel egitimin tek ve en
onemli hedefidir (Tall, 1991).

Soyut kavramlarin kazanilmasi zordur. Matematigin dgrencilere zor gelmesinin
sebebi belki burada yatmaktadir. Okul matematigi, dogru oldugu bilinen sabit kurallar
ve teknikler biitiiniiniin i¢sellestirilmesi ile edinilen bir sistem olarak goériilmektedir
(Beurk, 1982). Orta dgretimde 6gretilen matematik ile liniversite matematigi arasinda
net bir ayrim s6z konusu olmasa da iiniversite matematigi, tanimlarin soyutlanmasina
ve ¢ikarimlara daha fazla odaklanir (Tall, 1991).

Carlson, matrislerin carpimlarinin hesaplanmasi, tanimlarm yapilmasi ve lineer
denklem sistemlerinin ¢dziimii gibi basit algoritmik islemlerde dgrencilerin hata yap-
madiklarini ifade ediyor. Fakat biraz daha soyut kavramlar olan; lineer bagimsizlik,
uzay, alt uzaylar ve lineer dontigiimlere geldiklerinde, 6grencilerin hata yapmaya bag-
ladiklarmi belirtmistir. Ogrenciler igin asil zor olan algoritmik hesaplamalarin 6gre-
nilmesinden ziyade, anlatilan konularla ilgili kavramlarin 6grenilmesidir (Sabella ve
Redish, 1995).

Baska bir arastirmada; ankete katilan dgrenciler, liniversite matematigini “gercek
matematik” olarak niteliyorlar, orada “ni¢in” sorusunun dnemli oldugunu ve detayli
bir matematik yapildigim belirtiyorlar. Ogrencilere gére, dershane ve liselerdeki ma-
tematik, detaya inmeden sorulari ¢ozmekten ve dogru cevabi bulmaktan ibaret oldugu
icin kendilerine sadece gerekli formiillerin ve temel bilgilerin nasil ezberleneceginin
ogretildigini belirtiyorlar. Universite 6grencileri ise; bu tip bir egitimin yiiksekdgre-
nimde kendilerine problemler ¢ikardigini, liniversitede matematik basarilarinin diis-
tiiglinii ve iniversite matematigini cok soyut bulduklarini, ispatlayiniz, yorumlayiniz,
gosteriniz seklinde sorulardan hi¢ hoslanmadiklarini ifade ediyorlar (Bastiirk, 2005).

Dolayistyla iniversite matematiginin gerektirdigi soyutlamalara, ¢ikarimlara yani
genellemelere orta 6gretimde 6grenciler pek alisik olmadiklari icin {iniversitede gor-
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diikleri matematigin kendilerine zor geldigini diisinmektedirler.

Soyutlama biligsel yapinin yeniden insasi stireci, matematiksel yapilardan zihinsel
yapilarin olusturulmasidir. Matematiksel nesneler arasindaki iliski zihinde soyutlama
faaliyeti ile kurulur. Soyutlama siireci genelleme ile yakindan ilgilidir. Matematiksel
genellemede bireysel bilgi yapisinin gelisimi s6z konusu iken, soyutlama zihinsel ya-
pmin yeniden kurulmasini gerektirir (Dreyfuss, 1991).

Bir zihinsel faaliyet olan soyutlama olgusunun en 6nemli asamas1 matematiksel
genelleme siirecidir. Genelleme matematikte ileri adimlar atilmasina imkan saglar.
Matematiksel genellemede miimkiin oldugu kadar az temsille miimkiin oldugu kadar
¢ok sey anlatmak hedeftir. Dolayisiyla genelleme, bilginin yeniden yapilanmasi ve
genislemesi demektir (Morman, 1981).

“Genelleme” ve “soyutlama” terimleri, matematikte kavramlarin olusum siirecle-
rini ve bu siireglerin sonucu olan iiriinii belirtmek icin kullanilir. Ornegin vektdr uzay:
kavramu, iki veya ii¢ boyutlu lineer denklem ¢oziimlerinin, n boyuta genislemesinin
baglamdan soyutlanmasi ile ortaya ¢ikmistir. Bunu yaparken ¢ok farkli zihinsel obje-

ler iiretilir. Dolay1styla siireg, R" genellemesi ve bir F cismi iizerindeki bir V vektor
uzay1 soyutlamasi sekilde 6zetlenebilir. R" genellemesine her biri tekrarlanan arit-

metik siireglerin uygulanmasiyla agiklanan R'’den R*’ye, R*’den R ’e ve béyle
devam eden koordinat genislemeleriyle ulasilabilir. V vektor uzayi soyutlamasi aksi-
yomlarla tanimlanan farkl bir zihinsel objedir (Molodsij, 1977). Dolayisiyla genelle-
mede sadece anlasilmis siireclerin bir genislemesi yapilirken, soyutlamada yogun bir
zihinsel reorganizasyona (yeniden sekillenme) gereksinim vardir.

Bir fonksiyonun bir nokta etrafinda nasil davrandigini, o nokta etrafindaki nokta-
larda aldig1 degerlerle gézlemleyebiliriz. Burada limiti anlama ve 6grenmedeki temel
zorluk, iki nokta ayni olmadikga birbirlerine ne kadar yakin olabilecegini zihninde
canlandirma sorunudur. Bu sorunun cevabini ¢iplak gozle vermek miimkiin degildir,
¢linkii bliyiitmenin veya kiigliltmenin sonu yoktur. Geleneksel olarak, fonksiyonun
incelenen nokta etrafinda miimkiin oldugunca fazla noktada aldig1 degerler belirlenip,
bu degerlerin hangi say1 etrafinda yigildigini sezip, sezilen bu sayinin ger¢ekten limit
olup olmadig test edilerek limit tespit edilir. Ayrica fonksiyonun incelenen noktada
tanimli olmasi da gerekmez. Biitlin fonksiyonlar i¢in limit kavraminin incelenmesin-
de ana fikir budur. Aslinda bir fonksiyonun bir noktadaki limitinden bahsedildiginde
ogrencilerin ayn1 seyi diisiiniip diisinmedigini tespit etmek, dgrencilerin limit kav-
ramini nasil yapilandirdiklarini gérmek agisindan énemlidir. Ogrenci limit ile 1gili
yukaridaki diisiinceyi biitiin fonksiyonlar i¢in kullandiginda, bu kavramlarin anlagil-
masinda sikint1 ¢ekilmeyecegi matematikgiler ve matematik egitimcileri tarafindan
sik¢a beyan edilir.

Matematik egitimi arastirmacilari, 6zellikle tist diizey matematigi anlama siiregleri-
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nin bilesenlerini ve bunlarin birbirini etkilemesinin dnemini fark etmislerdir (Dreyfus,
1989). Dreyfus (1989) matematikte elementer siirecler ile ileri matematiksel diigiinme
arasinda net bir ayrim sz konusu olmasa da, list diizey matematikte tanimlarin
soyutlanmasina ve genellemelere daha fazla odaklanmaya ihtiya¢ duyuldugunu ifade
etmektedir.

Ozellikle matematik egitimi alan iiniversite dgrencileri lisedeki 6grenimleri bo-
yunca hep tek degiskenli fonksiyonlarmn limiti ile mesgul olmuslardir. Ogrencilerin
cogu ¢ok degiskenli fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin limiti ile yiiksek 6grenimin ilk
donemlerinde tanisacaklari i¢in, adaylar sahip olduklari tek degiskenli fonksiyonlarin
limiti yardimu ile yiirtittiikleri soyutlama ve genellemelerin nasil geligtigini tespit et-
mek onemlidir.

Boylelikle limit kavramindan dikey gegiste, 6rnegin «tlirev» ve «sirekliliky» gibi
ist kavramlara gecisler daha kolay olabilecektir. Bunun sonucunda 6grencilerin «li-
mit kavramin» dogru yorumlayip, diger kavramlara geciste edindikleri yeni 6gren-
meleri rahat bir sekilde kullanabilecekleri diisiiniilmektedir (Bukova, 2006).

Arastirmanin Amaci

Bu aragtirmanin amaci, matematik 6gretmen adaylarinin sahip olduklar tek degis-
kenli fonksiyonlarin limiti kavram bilgisi yardimi ile yiiriittiikleri soyutlama ve genel-
lemelerin nasil gelistigini tespit etmektir. Burada adaylarin konu hakkindaki zorluk
ve engellerinin belirlenmesi saglanarak, arastirmanin limit kavramiin 6gretiminin
gelistirilmesine katkilar saglayacagi diigiiniilmektedir.

2. Yontem

Nicel ve nitel yontemlerin bir arada kullanildig1 bu ¢alismada karma desenden
faydalanilmistir. Arastirma var olan bir durumu kendi kosullari i¢inde oldugu gibi
betimlemeye calistigindan tarama modelinde bir aragtirmadir (Karasar, 2000). Tara-
maya, konu ile ilgili yapilan bilimsel ¢alismalar dahil edilmistir.

2.1. Evren ve Orneklem

Aragtirma, Ankara’da yerlesik bir devlet {iniversitesinin orta dgretim fen ve ma-
tematik alan egitimi boliimii matematik d6gretmenligi anabilim dali 1. ve 2. siifinda
Ogrenim goren ayni 52 6grenci ile sinirlandirtlmistir.

2.2. Veri Toplama Araci ve Uygulama

Aragtirma i¢in adaylarin oncelikle Analiz-1 kapsaminda ele alinan tek degiskenli
fonksiyonlarin limiti konulu dersleri ve yaklasik 6 aylik bir aranin ardindan da ayni
adaylarin Analiz-2 kapsaminda ele alinan ¢ok degiskenli fonksiyonlarm limiti konulu
dersleri takip edilmistir. Analiz-1 kapsaminda ilgili ders islendikten sonra adaylarin
konuyu ne derece yapilandirdiklarini incelemek amaciyla adaylara konu hakkinda
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acik uglu sorular sorulmus, agik uglu sorulara verdikleri cevaplar incelendikten sonra,
verdikleri cevaplarin sebeplerini daha detayli arastirabilmek igin arastirmaya katilan
7 dgrenci ile miilakat yapilmistir. Bu miilakatta adaylara grafigi verilen iki degiskenli
bir fonksiyon hakkinda da sorular yoneltilmistir. 6 aylik bir aranin ardindan Analiz-2
kapsaminda yiiriitiilen ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limiti konulu derslere basla-
madan once 6gretmen adaylarina tek degiskenli reel fonksiyonlarin limiti hakkinda
tekrarlar verilmis, ¢ok degiskenli fonksiyonlar ve grafikleri tanitilmistir. Daha sonra
adaylara sahip olduklari kavram bilgileri yardimi ile ne derece genelleme yapabildik-
lerini gorebilmek amaciyla Analiz-2 konusu olan iki degiskenli fonksiyonlarin limiti
hakkinda agik uglu sorular yoneltilmistir.

Hazirlanan agik uglu sorular ve miilakat sorulart uygulamalardan 6nce matema-
tik 6gretimi konusunda uzman 3 kisiye gosterilerek sorularin arastirmanin amacina
uygunlugu konusunda onay alinmustir. Ogrencilerin ankete verdikleri cevaplar analiz
edildikten sonra genel ve alt kategorilere gore diizenlenmis ve islenmesi i¢in kavram-
sal bir yap1 olusturulmustur. Daha sonra, her bir kategorinin hangi siklikla tekrar ettigi
(frekansi) bulunmustur. Bdylece, nitel veriler nicellestirilmistir. Nitel verilerin nicel-
lestirilmesindeki temel amag; gilivenirligi arttirmak, yanlilig1 azaltmak ve kategoriler
arasinda karsilagtirmalar yapmaktir (Yildirim ve Simsek, 1999).

Tiim ¢aligmalarda toplam 15 soru yer almaktadir. Ancak bu makale gergevesinde
arastirma problemiyle dogrudan ilgili olan 3’{ine verilen cevaplarin analizinin bulgu-
larma yer verilecektir.

2.3. Anket Sorularimin Analizi

Bu makale ¢ergevesinde, matematik 6gretmen adaylarinin sahip olduklar tek de-
giskenli reel fonksiyonlarin limiti kavram bilgileri yardimi ile yirittiikleri soyutlama
ve genellemeler tizerinde durulmustur. Bulgularin tanitimina gegmeden dnce, bu iig
soruda 6grenciden nelerin beklendigi kisaca betimlenecek olursa;

Soru 1:

Ac R , f:A— R birfonksiyonve @ da 4 ciimlesinin bir y1gilma noktasi

olsun. Her € > 0 igineger 0 < |x — a| < 0 oldugunda |f(x) — L| < & kalacak se-

kilde & sayisina bagl bir & > 0 sayisi1 bulunabiliyorsa X, @ ’ya yaklastiginda ya da
baska bir ifadeyle “ X, a’ya giderken” £ ’nin limiti L *dir denir ve

lim f(x)=L

yazilr (Balci, 1996).
Yukarida tek degiskenli fonksiyonlarm bir noktadaki limitinin & — & teknigi ile
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verilmis tanimin1 kullanarak iki degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limit tanimini
yazabilir misiniz?

Birinci soruda, grencilerden Analiz 1 dersinden alisik olduklari tek degiskenli
fonksiyonlarin bir noktadaki limitinin € =9 teknigi ile verilmis tanimin kullanarak,
iki degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limit tanimini yazmalar1 istenmistir. Dola-
yistyla burada adaylardan kendilerine verilen bir tanimdan yola ¢ikarak bir genelleme
yapmalar1 beklenmektedir.

Soru 2:

Tek degiskenli bir fonksiyonun bir noktada limitinin var olup olmadigina karar
verebilmek i¢in fonksiyonun hangi ayirt edici 6zelliklerinden yararlanilir?

Ikinci soru ile adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkindaki genel bil-
gileri alinarak, adaylarin sahip olduklar1 bilgiyi ne derece soyutlayabildikleri, nasil
igsellestirdikleri hakkinda bilgi edinmek istenmistir.

Soru 3:

Iki degiskenli bir fonksiyonun belirli bir noktada limitinin var olup olmadigina
karar verebilmek i¢in fonksiyonun hangi ayirt edici 6zelliklerinden yararlanilabilir?

Ugiincii soruda dgrencilerden tek degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkindaki bil-
gilerini kullanarak, iki degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkinda yorum yapmalari is-
tenmistir. Yapacaklar1 yorumlarin 6grencilerin yriittiikleri soyutlama ve genelleme
siirecleri hakkinda fikir vermesi beklenmektedir.

3. Bulgular

Bu boliimde arastirmaya katilan 6gretmen adaylarinin yukarida bahsedilen sorula-
ra verdikleri cevaplarin analizinden elde edilen bulgulara yer verilecektir.

Birinci soruda adaylardan tek degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limitinin
& — ¢ teknigi ile verilmis tanimini, iki degiskenli fonksiyonlarin limiti i¢in genelles-
tirmeleri istenmistir. Bu soru ile ilgili bulgulara gegmeden 6nce iki degiskenli fonk-
siyonlarin bir noktadaki limitinin £ —¢ teknigi ile verilmis tanimini asagida verelim.

Tanmm: Ac R 2 (a,b) A kiimesinin bir yi1gilma noktasi ve f de A iizerinde
tanimli, reel degerli bir fonksiyon olsun.

lim f(x,y)=1< Ve&>0icin 35 >0 dyleki [x—a| <5 ve|y—p[ <5

(x,y)>(a.b)
bagintisini saglayan, tanim kiimesindeki tim (x, y) noktalar1 i¢in | f(x,y)—- l| <&
dur (Balci, 1996).
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Tablo 1. Ogretmen Adaylarinin Birinci Soruya Verdikleri Cevaplarin Yiizde-

Frekans Dagilim

GRUPLANDIRILMIS CEVAPLAR OGRENCI |YUZDELIK

(iKi DEGISKENLI FONKSIYONLARDA LiMIT) SAYISI | DAGILIM
Ve >0 igin A > 0 vardwr, syle ki V(x, ) € R ikilileri igin

5 3 33 %64
\/(x—a) +(y—b)" < iken |f(x)—L| <& o5.bird >0
say1s1 bulanabiliyorsa, L € R limiti vardir.
|f(x)—L|<5 olacaksekilde ,\/(x—a)2+(y_b)2 <o 7 %13
min((¢,,(,)secilmelidir. V= 0 i¢in 3/ >0 bulunur.

Ve >0i¢in 31 >0 vardir dyle ki ‘x—a‘<5a y—b\<6 3 %6
0

|z—¢[ <& iken \J(x~a)* +(y—b)* +(z—c)* <& olmah.
Cevap vermeyen. 9 %17
TOPLAM 52 %100

Tablo 1’den de goriilecegi lizere ¢aligmaya katilan 52 adaydan 33’0 (%64), ken-
dilerine verilen tek degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limitinin € =9 teknigi ile
verilmis tanim1 genelleyerek, yukarida verilen iki degiskenli fonksiyonlarin limit ta-
nimina yakin bir tanim vermislerdir. Ancak buna ragmen adaylarla yapilan miilakat-
larda yapilan gdzlemlerde adaylarin 3 boyutlu grafiklere yabanct olduklari, grafigi
verilen iki degiskenli bir fonksiyonun belirli bir noktadaki degerini bulmakta ve grafik
iizerinde gostermekte zorlandiklari gbézlemlenmistir. Bunu iliskin bazi goriigme or-
nekleri asagida verilmistir (Ogretmen Adayi= OA olarak kodlanmustir).

Arastirmact: f(x,y) =

X2+

s

e
TR,
i'w &

\’,\
-0.5 ‘é:‘

7 Ekseni

X Ekseni

2yy2 fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 1: Soruda belirtilen fonksiyonun grafigi
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Yukarida verilen fonksiyonun (1,1) noktasinda aldig1 degeri, fonksiyonun grafigi
lizerinde gosterebilir misiniz?

OAL1.: ((1,1) noktasii fonksiyonda yerine koyarak (1,1,1) degerini elde ediyor)
“x-eksininde 1 burada, y ekseninde burada, z ekseninde ise burada. O halde burada
olabilir. (Yanls yeri gosteriyor)”

OA2.: “Ben 2 boyutlu diisiinebiliyorum. O yiizden, tam bir fikrim yok, 3 boyutlu
oldugu i¢in tam bilmiyorum.” (Fonksiyonun (1,1) noktasindaki degerini hesaplama
cesareti gosteremedi).

OA3.: “Daha énce boyle bir seyle (fonksiyonu ve grafigini kastediyor) sanirim
sadece bir kere karsilagmigtim ama hig tizerinde durmamistik, hemen ge¢cmistik. O
yiizden bir fikir yiiriitemeyecegim.”

2. ve 3. sorularda adaylara tek ve iki degiskenli fonksiyonlarin bir noktada limiti-
nin var olup olmadigina karar verebilmek i¢in fonksiyonlarin hangi ayirt edici 6zel-
liklerinden yararlanilabilicegi sorulmustur.

Asagidaki tabloda adaylarin 2. ve 3. soruya verdikleri cevaplar bir arada verilmis-
tir, bdylece 2. soruya cevap veren bir adayin ayni zamanda 3. Soruya ne cevap vermis
oldugu rahatlikla goriilebilmektedir.

Tablo 2. 2. ve 3. Sorulara verilen cevaplarin gruplandirilmis hallerinin matrisi

3.soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis hali
Aranan nokta Ue b,o ygt}u
oldugu i¢in
etrafinda alinan o
- . grafigi dik
< degerlerin
Sag ve . .. - .. .. eksenlere
> .. Herhangi  gorintiileri belirli | .. ..
sol limiti . f bolerek limit Genel
. .. . biryorumda birnokta etrafinda . .
esitse limit o incelenir. Toplam
bulunmamis. yogunlasiyorsa, o .
vardir. . Seviye
nokta fonksiyonun esrilerinin
istenen noktadaki €™ "
limitidir fimitine
' bakilir.
= Aranan noktada sag ve sol
E limitler esit ise “limit vardir” 14 12 4 1 31
E‘ zs denir.
% » Aranan nokta etrafinda
: E alman degerlerin goriintiileri
%’ _"E- beljrlilbir nokta etraf;{nda 3 ) | n
© £ yogunlasiyorsa, o nokta
= & fonksiyonun istenen
=] e e
£ & noktadaki limitidir.
3 Herhangi bir yorumda
~ 5 5
bulunmamus.
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3.soruya verilen cevaplarin gruplandirilmis hali

Ug boyutlu
oldugu i¢in
grafigi dik
eksenlere
bolerek limit Genel
incelenir. Toplam
Seviye
egrilerinin
limitine
bakilir.

Aranan nokta
etrafinda alinan
degerlerin

Herhangi  goriintiileri belirli
bir yorumda bir nokta etrafinda
bulunmamis. yogunlasiyorsa, o
nokta fonksiyonun

istenen noktadaki

limitidir.

Sag ve
sol limiti
esitse limit
vardir.

Belirli bir aralikta taniml
bir fonksiyonun bir
noktada limitinin olmast
i¢in 0 noktanin tanim
araliginda olup olmadigina 1 1 2
bakariz ve bu noktada
grafik kopmamalidir. Yani
elimizi kaldirmadan grafigi
fm ez abilmesi igin
limiti hesaplanan nokta
civarinda fonksiyon taniml 2 2
olmali ve yalnizca bir teget
cizilebilmeli.
Grafik belirli bir noktaya
yaklasiyor fakat o noktada
< 1 1
deger almiyorsa o noktada
limiti vardir.

2.soruya verilen cevaplarin gruplandiriimis
hali

Genel Toplam 14 28 7 3 52

Tabloya gore 2.soru i¢in; adaylarn %601 (31 aday) aranan noktada sag ve sol
limitlerin esit olmas1 durumunda limitin varligindan bahsedilebilecegini iddia etmis-
tir. %21°1 (11 aday) ise “Aranan nokta etrafinda alinan degerlerin goriintiileri belirli
bir nokta etrafinda yogunlasiyorsa, o nokta fonksiyonun istenen noktadaki limitidir.”
ifadesini kullanmistir. Bu cevaplar toplam katilimeilar arasinda %81°lik (toplam 42
aday) bir oran teskil etmektedir.

Yukaridaki tabloya gore; tek degiskenli fonksiyonlar igin “Aranan noktada sag
ve sol limitler esit ise “limit vardir denir.” seklinde cevap verenlerin 14’1 (%45), cok
degiskenli fonksiyonlar igin de ayn1 seyin olmasi gerektigini ifade etmistir. 12 6grenci
(%39) ise bu konuda bir fikir beyan etmemistir.

2.soruda tek degiskenli bir fonksiyonun bir noktadaki limiti i¢in kisaca “degerlerin
yogunlastigt bir nokta” olarak cevap veren 11 dgrenciden 8’1 (%73) ¢ok degiskenli
fonksiyonlarin limiti i¢in herhangi bir yorumda bulunmazken, yine ayn1 mantikla ¢ok
degiskenli fonksiyonlarda limite ulasilabilecegini savunan sadece 2 (%18) 6grenci
vardir.
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Sadece 3. soruya verilen cevaplar degerlendirildiginde yorum yazmayanlarin say1-
sinin 28’e yiikselerek %54’liik payla ilk sirada olduklar1 goriilmektedir. iki degiskenli
fonksiyonlarda limitin tespitinin, tek degiskenli fonksiyonlarda yapildig1 gibi olmasi
gerektigini savunan 14+2=16 dgrenci (%31) vardir. iki grup toplam %85°lik bir paya
sahiptir. Burada 3 6grencinin digerlerinden farkli olarak seviye egrilerinden bahset-
mesinden yola ¢ikarak, bu 6grencilerin daha 6nce bu dersi aldiklari ihtimalinden s6z
edilebilir.

4. Sonug, Tartisma Ve Oneriler

Matematik 6gretmen adaylarinin sahip olduklar: tek degiskenli fonksiyonlarin li-
miti kavram bilgisinden yola ¢ikarak iki degiskenli fonksiyonlar i¢in limit kavramini
yapilandirirken yiiriittiikleri soyutlama ve genellemelerin nasil gelistigini tespit etmek
amactyla yapilan bu arastirmada, 6grencilere yazili bir anket uygulanmis ve adaylarla
miilakat yapilmistir. Bu ¢alismalarda yer alan ve bu makaleye konu olan 3 soruya
verilen cevaplar analiz edilerek sonuglart degerlendirilmistir. Sonuglar gdstermek-
tedir ki, adaylar mevcut bilissel yapilarint ve fikirlerini degistirmeden yiiriittiikleri
genellemelerde oldukga basarili olabilmektedirler. Adaylar limitin € =9 teknigi ile
verilmis tanimini higbir 6n bilgiye sahip olmaksizin iki degiskenli fonksiyonlar igin
genellestirebilmislerdir. Ancak tek degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limitini
tespit ederken fonksiyonlarin sag ve sol limitlerinin varligini ve bu limitlerin esit-
ligini inceleyen adaylarin ¢ogu, benzer bir diisiince ile iki degiskenli fonksiyonlarin
limiti i¢in de limitin arandig1 noktada sag ve sol limitlerin varligina bakmak gerekti-
gini savunmuslardir. Fakat tek degiskenli fonksiyonlar i¢in izledikleri hig bir yontem,
iki degiskenli bir fonksiyonun limitinin aranan nokta etrafinda yapilacak her tiirli
yaklagim seklinden bagimsiz olmasi gerektigi sonucuna varmada adaylara yardime1
olmamistir. Bu durum soyutlama ve genellemenin bilissel bir gelisme oldugunu ve bu
gelismenin kolaylikla ger¢eklesmedigi diisiincesini desteklemektedir (Mitchelmore,
M.C.& White, P.,2000).

Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti konusunda sahip olduklar1 kavram
bilgilerinin zay1f oldugu sdylenebilir. Dolayisiyla zayif olan kavram bilgilerinin {ize-
rine adaylardan genellemeler ve soyutlamalar yaparak iki degiskenli fonksiyonlarin
limiti konusunu anlamalari beklenmektedir.

Dolayisiyla bu noktada 6grencilerin genelleme yaparken sahip olduklari biligsel
yapinin ne kadar saglam olmasi gerektigi net bir sekilde ortaya ¢ikmaktadir. Benzer
bir tespiti Alkan ve Bukova (2005) dile getirmislerdir. 64 6gretmen adayi ile yiiriit-
tiikleri ¢aligmada, adaylardan “tahmin edebilme, timevarim, tiimdengelim, betim-
leme, genelleme, drnekleme, bicimsel ve bigimsel olmayan usa vurma, dogrulama
ve benzeri karmagsik siireclerin bir birlesim kiimesi (Liu Po-Hung, 2003)” olarak ta-
nimlanan matematiksel diistinme gii¢lerinin tespiti i¢in, “Tiirev Kavram1” ile {istten
sinirlandirilan ve 6nceden belirlenen “matematiksel diisiincenin dlgiitleri (Greenwod,
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1993)” temel alinarak hazirlanmis, test edilmis ve denetlenmis problemleri ¢6zmeleri
istenmistir. Deneklerin 6lgme aracinda yer alan problemlerde sergiledikleri genelleme
becerileri matematiksel diisiinme giicleri ile birlikte degerlendirilmistir. Sonug olarak
6gretmen adaylarinin Analiz I-11 derslerinde basariy etkileyen genelleme yapabilme
puanlari ile matematiksel diisiinme diizeyleri arasinda belli 6lgiide dogrusal bir bagin-
t1 oldugunu tespit etmislerdir (r=0.71).

Ozetle; matematiksel diisiinme giiciinii olusturan kavramsal bilgileri, adayla-
rin matematiksel genelleme yapabilme becerileri ile yakin iligkilidir. Bu yilizden
adaylarm, tek degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkinda var olan kavram bilgilerini
saglamlastirilmadan, bu bilgilerinin {izerine genelleme ve soyutlama gerektiren iki
degiskenli fonksiyonlarin limiti kavramini yapilandirmaya ge¢melerinin uygun olma-
yacagi izlenimi olusmustur. Ayrica adaylarin iki degiskenli fonksiyonlara ve onlarin
grafiklerine asina olmadiklar1 gézlemlenmistir. Dolayistyla adaylardan tek degiskenli
fonksiyonlarin limiti bilgisi yardimu ile iki degiskenli fonksiyonlarda genelleme yap-
malarmi beklerken, iki degiskenli fonksiyonlar hakkinda bilgilerinin kisitl oldugu
gOriilmiistiir.

Bu arastirmada ortadgretim matematik 6gretmen adaylarinin tek ve iki degiskenli
fonksiyonlarin limiti ile ilgili kavram bilgileri arasindaki iligkiler incelenmistir. Ben-
zer bir arastirma piir matematik egitimi alan lisans 6grencileri ile de yiiriitiilebilir. Zira
plir matematik egitimi alan lisans 6grencilerinin matematik 6gretmen adaylarindan
farkl1 olarak “Ogretmeyi 6grenmeye yonelik bilgi, beceri ve egilimleri gelistirmek”
konusuna daha az odaklandiklari i¢in matematiksel alan uzmanligina sahip olma kay-
gisini daha fazla tasidiklar disiiniildiigiinden, benzer bir arastirmada farkli sonuglar
elde edilebilir.
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EXTENDED ABSTRACT

Introduction: The behaviour of a function around a point could be observed with
the values it take around its points. The main difficulty in terms of understanding and
learning limit is the imagination in brain the way how two points could be close to
each other if these two points are not the same. It is not possible to give the answer of
this question with naked eye, because there is not an end of upsizing or minimizing.
Traditionally, the values are determined around the function as much as possible, it
is imagined around which number these values are in major, it is tested whether the
imagined number is really limit or not. Also, it is not required that the function should
be defined on the point which it is analysed. The main idea of the analyse of limit con-
ception for all functions is that. When the limit of a point of a function is mentioned,
the determination of whether the students think the same issue is important in terms
of how students structured the concept of limit. It is generally declared by the mathe-
maticians and mathematic trainers that the understanding of these concepts will not be
problematic when the student uses the above idea regarding the limit for all functions.

The researchers of Mathematics Training recognized the importance of understan-
ding the components of the process of high level mathematics and affecting each ot-
her. (Dreyfus, 1989). Dreyfus (1989) states that the abstraction of concepts and gene-
ralization in high level mathematics is more required to be focused even if there is not
a discrimination between the elementary processes and high thinking of mathematics.
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Especially the students who receive mathematics training in the universities have
been busy with the limit of single variable functions during their high school training.
Since most of the students will meet the multivariate functions and the limit of these
functions during the first schools terms, it is important to determine the development
of abstraction and generalization via the limit of single variable functions which the
candidates have.

The Purpose of the Study: The purpose of this research is to determine that how
the abstraction and generalization developed with the help of having the knowledge
of the concept of limit of a single variable functions which the mathematics teacher
candidates have. It is desired that this research will contribute the development of
teaching the concept of limit by determining the difficulties and obstacles about the
subject.

The Instruments and Sample : The research is restricted with 52 students in the
Ist and 2nd classes of mathematics teachers discipline studying at the department
of a State University’s of Science and Math, High School Math Teacher Education
Department.

For the research, the lessons of the candidates on the limit of the single variable
functions which are covered throughout Analyse-1 was followed. After a 6 months
period, before the lessons of the candidates on the limit of multivariate functions star-
ted, the repeats were given to the candidates of teachers regarding the limit of single
variable reel functions, multivariate functions and graphics were introduced. After-
wards, open-end questions were asked to the candidates regarding the limit of double
variable functions which is the subject of Analyse-2 for the purpose of how they can
generalize by the concept information they have.

In all studies, there are 15 questions including the open-end and test questions.
However, in this Article, the findings of the analysis of the answers of the 3 questions
will be handled which the candidates answered regarding the subject.

Conclusion, Discussion And Recommendations: A written questionnaire was
implemented to the students and they were interviewed in this research for the purpo-
se of determining how the abstraction and the generalization developed while struc-
turing the limit concept for double variable functions, setting out from the concept
information of the limit of single variable functions which the candidates of Mathe-
matics Teachers have. The answers of 3 questions which take place in these studies
and subject to this Article were analysed and the results were evaluated. The results
indicate that the candidates are successful enough in the generalizations which they
carried out without changing their cognitive structure and ideas. The candidates could
generalize the definition of limit with € =& technique without having any preliminary
information. However, most of the candidates who analyzed the existence of right and
left limits of the functions while determining the limit of a point of the single variable
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functions and the equality of these limits, with a similar idea, advocated that it should
be looked for the existence of right and left limits where the limit is searched on a
point for the limit of double variable functions. But, any methodology which they fol-
lowed for a single variable function were not helpful to the candidates regarding the
necessity of being independent for any approach style for the limit of a double variab-
le function around a searched point. This situation supports the idea that abstraction
and generalization are cognitive development and this development is not performed
easily. (Mitchelmore, M.C.& White, P.,2000).

It can be concluded that the concept information which the candidates have re-
garding the limit of single variable functions is weak. Therefore, the candidates are
expected to understand the limit of double variable functions by generalizations and
abstractions upon the weak concept information.

In summary, the concept information which composes the strength of mathemati-
cal thinking is closely related with the capability of candidates’ mathematical genera-
lization. Consequently, the impression has been constituted that it is not appropriate
for the candidates that they constitute the limit of double variable functions which re-
quire generalization and abstraction without strengthening their concept information
on the limit of single variable functions.

In this research, the relationships between the concept of the limit of single and do-
uble variable functions were reviewed among the candidates of mathematics teachers.
A similar research might be carried out for the undergraduate students who take pure
mathematics education. Different results might be obtained in a similar research since
the undergraduate students who receive pure mathematics training different from the
candidates of mathematics teachers have less focused on “Development of know-
ledge, skill and tendencies for the purpose of learning teaching” as they have more
concerns on having mathematical field expertise.

Mayts 2012 Cilt:20 No:2 Kastamonu Egitim Dergisi



