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Bu makalede genel bir iineer regresyon modeli parametrelerinin en 
kU~Uk kareler yontemi He tahmin edicilerinin (estimators) ii~Uncii ve dor
dUncU momenNerini, uygunlugu bozan terimin' (disturbance term) dagdl
nuna iIi!jkin hi~bir varsaYlm yapmadan ele ahyoruz. Bu sonu~lar, en kii~Uk 
kareIer yontemi ile bulunan tahmin ediciIerin dagIllmlmn Pearson katsa
ydan iIe uygunlugu bcrzan terim arasmda bir iIi!jId kurmak i~in kwIlamla
caktn. 

1. GtRt~ 

Gene! bir regresyon modelinde parametrelerin en kiiC;iik kare
ler yontemi (01.S) ile elde edilen Itahmin edicilerinin dagIllml, mo
delin ic;erdigi uygunlugu bozan terimin daglhmma bagh olmasma 
ragmen, yontemin kendisi boyle bir varsaYlml gerektirmez. Dola
ylSlyla bu iki daglhmm ozeUiklerinin kar~Ila~tmlabilmesi ancak 
bilinmeyen uygunlugu bozan terime onceden (a priori) bir dagIllm 
~ekli verilmesiyle miimkiin olur. Buna ragmen, en kiic;iik kareler 
tahmin edicilerinin ve uygunlugu bozan terimin dagIllmlanmn 
Pearson katsayIlan arasmda, sonuncunun daglhmma ili~kin bir 
varsaYlmda bulunmakslZln genel bir ili~ki kurulabilir. 

(*) P. N. MISRA: «Relation Between Pearsonian Coefficients of Distribu
tions of Least Squares Estimators and the Disturbance Term»; Journal' 
of American Statistical Association; EylUl 1972, cilt 67, No. 339, s. 662-
663. 
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'au makale, ilgili iki dagIllmm ~I ve ~2 (Pearson) katsaYllan 
arasmdaki i1i~kiyi ortaya koymaktadlr. Teorem l'de OLS tahmin 
edicilerinin li<;lincli ve dordlincli momentlerini elde ettikten sonra, 
bu sonu<;lan ikinci teoremi ispatlamak i<;in kullanacaglz. 

2. OLS TAHMtN EDiciLERiNiN UC;UNCU VE DORDUNCU 
MOMENTLERi 

Genel bir lineer regresyon modelini, a<;lklaYlcl degi~kenler yar
dlml ile goz online alahm ve bunu matris notasyonu ile ~oyle gos
terelim: 

(2.1) 

burada, y ve u, T X 1 slitun vektOrleri, X, T X A matrisi, 0, A X 1 
slitun vektOrli ve T, gozlem saYllandlr. u (t) (t = 1, .... , T) nin da
gIlum belirlenmeden a~agldaki varsaYlmlan yapacaglz 

1. Biitiin degi~kenler hataslZ al<;iilmii~tiir. 

2. A(;lklaYlcl degi~kenler stokastik degildirler ve uygunlugu 
bozan terimle istdtistiksel baglmslZ, biribirleriyle de lint!er baglm
slzdlrlar. 

3. u (t) nin t'ye baglz olmayan ilk dart mom~nti vardlr ve azel
likle birinci moment slflrdlr. 

4. t = 1, .... , T i(;in u (1) ler kar~tllklt baglmslzdlrlar. 

Bilindigi gibi Wmn 

b = (X' X)-I X' Y (2.2) 

~eklindeki OLS tahmin edicisi, daha onceki varsaYlmlar altmda 
sistematik hata i<;ermeyen en lyi lineer ~ekildir. 

b'nin ~ etrafmdaki ornekleme hatasl olan, 

e = b - ~ = (X'X)-lX'U :(2.3) 

bir A X 1 vektOri.idlir. $oyleki, e'nin A. CI elemam, 

(2.4) 
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bi~iminde yazIlabilir. Burada aM ' 

A = (X' X)-l X' (2.5) 

matrisinin A. CI saltIr ve t. ci siitununun elemamdlr. Boylece, 2 ile 
3 varsaYlmlanm ve (2.4) i1i~kisini kullanarak ilk iki moment, 

(2.6) 

ve 

(2.7) 

olarak elde edilir. Burada [12 (u) uygunlugu bazan terimin ikinci 
momentidir. Uygunlugu bozan terimin ii~iincii ve dordiincii mo
mentlerini biitiin fler i~in 

[13 (u) = E u3 (t) ve [14 (u) = E u4 (t) (2.8) 

~eklinde tammlarsak, b'nin elemanlanmn ii~iincii ve dordiincii mo
mentleri i<,:in a~agldaki teoremi ispatlayabiliriz. 

Teorem 1 : Eger (2.2) deki en kii~iik kareler tahmin edicileri 
olan b).., ,b'nin )..,.'CI elemam olacak ~ekilde verilmi~se, 0 zaman 
ocneki varsaYlm ve notasyonlarla, 

(2.9) 

[14 (b).., ) = E e~ = [[14 (u) - 3 [1} (u)] kt a~t + 3 [1~ (b)..,), 

elde edilir. (2.10) 

Tcorem l'in ispatl: b).. 'mn ii~iincii momenti. 

E e~ = E [kt aNt u (t) ]3 

kt!t't"~t a)..t,a)..,t" E [u (t) u (t') u (t")] (2.11) 

= P,3 (u) kt a~ 
Nt 

~ek1inde gosterilmi~tir. Burada, 2, 3 ve 4 varsaYlmlan ile (2.4) ili~

kisi kullamlml~tIr. 
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b).. 'mn dordiincii momenti 

kt ... t",a)"t a)..t,a)..t" ~t'" (2.12) 

E [u (t) u (t') u W') u (t"') ] 

~eklinde elde edilmi~tir ve bunun terimleri ancak a~agldaki du
rumlar i<;in slflr degildir. 

Durumlar 

t = l' = t" = t'" 

t = t' , t" = tIll , t ¢ t" 

t = t" , t' = tIll , t ¢ t' 

t = t'" , t' = t" I t ¢ t' 

(2.12) nin aZacdgl durum 

iJ4 (u) kt a~t 

iJ~ (u) [ktt" a~t a~t" - kt a~t ] 

iJ~ (u) [ktt' a~t a~t' - kt a1t ] 

(u) [ktt' a~ a~, - kt a~ ] 
Nt Nt Nt 

Bunlar ve (2.7) kullamlarak dogrudan dogruya (2.10) ili~kisi elde 
edilir. 

3. UYGUNLUGU BOZAN TERiM VE ILGILi OLS TAHMIN 
EDICILERININ IHTiMAL DAGILIMLARININ PEARSON 

KATSAYILARI ARASINDAKi iLi~KI 

(2.7) ve (2.9)'u kullanarak, 

Sl (b)..) = iJ;3 (b).. ) iJ! (b)..) 

= ~l (n) (kt a~t )-3 ( kt a~t Y 
elde ederiz. Burada, 

Sl (u) = iJ2"3 (u) iJ~ (u). 

duro Aynca, (2.10) ve (2.7) den 

S2 (b)..) = iJ;2 (b)..) (J.! (b,) 
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= 3 + W2 (U) - 3] (3.3) 

oldugunu biliyoruz. Burada 

~~ (u) = (J.'22 (U)(J.4 (U). (3.4) 

duro 

Boylece a~agldaki teorem, biitiin ). lar i<;in (). = 1 , .... , A) 
~t (u) ve ~1 (b). ) arasmdaki ili~kiyi gosterdigi gibi, ~2 (u) ve ~2.(b). 
arasmdaki ili~kiyi de verir. 

Teorem 2 " ~1 (u) , ~2 (u), ~1 (b). ) ve ~2 (b). ) Pearson kat
sayllan a~agldaki e~i,tsizlikleri saglarlar. 

(3.5) e~itsizligi 

f31 (b). ) :::; ~1 (u) ve 

[32 (b). ) :::; ~2 (u) 

(3.5) 

(3.6) 

gerektirir ve pozitif ya da negatif olabilen b). 'nm ihtimal dagl
hmmm <;arplkhgl, uygunlugu bozan terimin daglhmmm <;arplkh· 
gml hi<;bir zaman a~amaz. 

Bu e~itsizliklerden, 

~1 (b).) < 0 Yalmz ve yalmz ~1 (u) < 0 

> > 
(3.8) 

~2 (b).) < 3 Yalmz ve yalmz ~2 (u) < 3 

> > 
yazIlabilir. 

Bu OLS tahmin edicilerinin ihtimal daglhmmm, uygunlugu 
bozan terimin ihtimal daglhmma nazaran, normal daglhma her 
zaman i<;in daha yakm oldugunu ifade etmektedir. 

Teorem 2'nin ispatt: $ayet a~agldaki lemmaYl ispatlarsak, 
teoremi kolayca ispatlayabiliriz. 
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Lemma : $ayet al , ..... , an ,n tane reel sayl ise, 

(3.9) 

dir ve e~itlik ancak biitiin a/lerin e~it ya da slflr oldugunda sag
lamr. 

Lemmantn ispatl : (ar , ..... , a~ ) ve (aI, .... ,an) serileri goz 
oniine almsm ve Cauchy-Schwarz [1, s. 42] e~itsizligi kullamlarak, 

(3.10) 

elde edilir. Yukanda biitiin tolpamlar i = 1 , ... ,n dir. 

Aynca, 

[~, a~ r -[~, a; ][~, a: ] 

- [~, a: ][ {~, a: l' ~,a;]" 0 (3.11) 

oldugunu gormekteyiz. Nihayet (3.10) ve (3.11)'i bir araya getire· 
rek (3.9)'daki sonueu elde etmekteyiz. 

(3.1) ve (3.9) birlikte kullamlarak (3.5) elde edilir. Benzer ~e· 
kilde, (3.6)'da (3.5) ve (3.1)'in birlikte kullamlmasIYla elde edilir. 
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