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Oz

Bu ¢aligmada, Burr Tipi III Dagilim’a ait bilinmeyen parametrelerinin istatistiksel tahmini, ilerleyen tiir tip II
sagdan sansiirli 6rneklem durumunda incelenmigtir. Bilinmeyen parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahmin
edicileri Newton-Raphson yontemi ve Beklenti Maksimizasyonu (EM) algoritmasi kullamilarak elde edilmis,
parametrelerin asimptotik giiven araliklar1 kayip deger prensibine dayali Fisher bilgi matrisi araciligiyla
bulunmustur. Tahmin edicilerin performanslar1 farkli sansiir gemalar1 ve parametre degerleri i¢in benzetim
¢aligmasi yoluyla karsilastirilmistir. Ayrica ¢alismamin daha agiklayici olmasi amaciyla gercek bir yasam verisi
ornegi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: ilerleyen Tiir Tip II Sagdan Sansiirlii Ornekleme, En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri
(MLE), Olabilirlik Fonksiyonu, Burr Tipi III Dagilim, Sansiirlii Veri, Beklenti Maksimizasyonu (EM)
Algoritmasi, Newton-Raphson yontemi.

Parameter Estimation of Burr Type Il1 Distribution Under Progressive Type Il Censored Sample
Using EM Algorithm

Abctract

In this study, the statistical estimation of the unknown parameters of the Burr Type 111 Distribution is examined
in the case of the progressive type Il right censored sample. The maximum likelihood estimators of the
unknown parameters were obtained using the Newton Raphson and the Expectation Maximization (EM)
algorithm and the asymptotic confidence intervals of the parameters were found through the Fisher information
matrix based on the missing value principle. The performances of the estimators are compared by means of a
simulation study for different censoring schemes and parameter values. Also, a real-life example is given in
order to make the study more descriptive.

Keywords: Progressively Type Il Censored Samples, Maximum Likelihood Estimator, Likelihood Function,
Burr Type 111 Distribution, Censored Data, Expectation Maximization (EM) Algorithm

1. Giris olay: bozulma, 6liim ve basarisizlik olarak

ifade edilebilir. Bu durumlar
Yasam analizi, ilgilenilen herhangi bir olayimn  inceleyebilmek, zaman kayb1 ve maliyet gibi
ortaya ¢ikmasina kadar gegen sireyi nedenlerden dolayr her zaman miimkiin
modelleyen, saglk alaninda daha ¢ok olmayabilir. Ormegin; hane halki
bagvurulan, mithendislik alaninda  aragtirmasinda aile, gelirlerinin tamamini

giivenilirlik veya giivenilirlik analizi, iktisat
ve sosyoloji alanlarinda ise siire analizi veya
stire  modellemesi  olarak  adlandirilan
istatistiksel bir analiz yontemidir. Burada

beyan etmekten kacinabilir (Yazici, 2005).
Verinin tamamina erigsemedigimiz bu gibi
durumlarda arastirmaci ya kayip verileri goz
ardt edecek ya da farkli teknikler
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uygulayarak bu sansiirlii verileri tamamlama
yoluna gitmeyi tercih edecektir (Yazic,
2005).

Yasam ve giivenirlilik analizlerinde yasam
sliresi tam olarak bilinmeyen olaylar sansiirlii
gbzlem olarak adlandirilir. Literatiirde c¢esitli
sansiirleme tiirleri mevcuttur, bunlar; sagdan
sanslirleme, soldan  sansirleme,  ikili
sansiirleme ve aralik sansiirlemesidir. Sagdan
sansiirleme, basarisizlik olarak adlandirilan
olay, calisma icin belirlenen bir durma
zamanina kadar gerceklesmezse, bireyin
yasam sliresinin uzunlugu calismanin durma
zamaninin sag tarafina gecer. Bdyle bir
durumda bireyin yasam siiresi kesin olarak
bilinmeyecek ve gozlemlenemeyecektir.
Soldan sansiirlemede, gozlenmek istenen
olay bazi bireyler i¢in, verilen zamana
gelmeden Once  gergeklesmistir.  Bazi
caligmalarda soldan sansiirlemenin meydana
geldigi durumlarda, sagdan sansiirleme de
aynt zamanda ortaya ¢ikabilir, bu gibi
durumlar  ikili ~ sansiirlemedir.  Aralik
sansiirlemesi ise, ¢alismaya konu olan olayin
meydana gelme siiresi, bir aralikta ifade
edilir. Beklenilen olay iki zaman noktasi
arasinda gerceklesmistir ve gergeklesme ant
hakkinda bilgi yoktur bu da aralik
sansiirlemesi olarak adlandirilmaktadir.

Sagdan sansiirleme, kendi icinde bazi alt
gruplara ayrilmaktadir, bunlar; Tip I
sansiirleme, Tip II sansiirleme, Ilerleyen tiir
tip Il sansirleme ve Bagimsiz rasgele
sansirleme’ dir (Kale, 2003). Tip |
sansiirleme olarak adlandirilan sansiirleme
modeli, t gibi Onceden belirlenmis bir
zamandan  Once, sistemdeki  bozulan
birimlerin bozulma zamaninin gdézlenmesi
durumudur. Tip Il sansiirleme olarak
adlandirilan sansiirleme modeli, n birimden
olusan bir sistemin bozulan m < n biriminin

bozulma zamanmnin gézlenmesi durumudur
(Kale, 2003).

Ikinci tip sansiirlemenin en c¢ok kullanilan
tiurti, ilerleyen  tiir  tip-Il  sagdan
sansiirlemedir. Bu sansiirleme modelinde, n
sayida o6zdes bilesen yasam analizine tabi

tutulur. Sistemde meydana gelen 1. bozulma
ile rasgele R, sayida bilesenin sistemden

cekildigini, daha sonra geriye kalan
n—R;,—1 Dbilesenden, 2. Bozulma

gerceklesmesi ile rasgele R2 sayida bilesenin

sistemden ¢ekildigini ve bodylece m.
bozulmanin ger¢eklesmesinden sonra rasgele

R,, sayida bilesenin sistemden cekilmesiyle

m bilesenin bozulma zamani goézlenir. Bu
sekilde elde edilen m hacimli 6rneklem,
ilerleyen tiir tip-Il  sagdan  sansiirli

oreklemdir. Burada )" (R; +m)=n"dir.
Bu durumda, (R,,R;.Rs,...R,) ve
sansiirleme semast (X, X, X5, ..,X,,)’e ise

gozlenen veriler denilir (Balakrishnan ve
Aggarwala 2000).

Yasam analizinde, elde edilen veriye hangi
dagilimin uygulanacagi oldukc¢a Onemlidir.
Bu nedenle, model se¢imi yapilirken ilk
olarak modelin veriye uygunlugu i¢in gerekli
testin yapilmasi1 gerekir. Model veriye
uygunsa parametrik test varsayimlarinin
saglanip saglanmadigima bakilarak modelin
gecerliligi  ile ilgili gerekli analizler
yapilmaktadir. Yasam analizlerinde, yasam
stireleri  verilerini modelleyebilmek i¢in
kullanilan dagilimlardan Burr Dagilimi, on
iki birikimli dagilim fonksiyonunu igeren bir
dagilim ailesinden olugmaktadir. Bu aileden,
Burr tipi III dagilimi, Log-lojistik, Weibull
ve Burr XII gibi dagilimlar iginden carpiklik
ve basiklik agisindan daha genis alana izin

verir.  Bu c¢alismada, Burr Tipi Il
Dagiliminin parametrelerinin tahmin
edilmesinde kapali bir form olmamasi
nedeniyle, parametrelerin tahmin
edilmesinde; Newton Raphson yontemi ve
kayip gozleme dayali Beklenti
Maksimizasyonu (EM) Algoritmasi
kullanilmistir.

Giinlimiize kadar ilerleyen tiir tip II sagdan
sanslirlii 6rnekleme dayali ve EM algoritmasi
ile ilgili birgok calisma gerceklestirilmistir.
Bu calismalardan bazilarn asagidaki gibi
Ozetlenebilir:
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Balakrishnan ve Sandu (1995), ilerleyen tiir

tip-Il  sansiirli Orneklemi  olusturma
yontemini vermistir

Balakrishnan ve  Aggarwala  (2000),
caligmalarinda ilerleyen tiir sansiir teorisi ve
uygulamalarini genis bir sekilde
anlatmiglardir.

Dempster, Laird ve Rubin (1977), EM
algoritmasinin genel formiilasyonunu
sunmuslardir.

Zhu, Lee, Wei ve Zhou (2001), mevcut
yontemlerin ¢ozmekte zorlandig1 problemlere
uygulanabilecek bir yontem sunmusglar, EM
algoritmasindaki tam olmayan en ¢ok log-
olabilirlik fonksiyonunun kosullu beklenen
yaklagimini genellestirmislerdir.

Terzi  (2003), doktora tezinde, sagdan
sansiirlii ~ veriler i¢in sagkalim analizi
yontemlerini  kullanmis ve gercek veriler
iizerinde uygulamasimi gergeklestirmistir.

Sagkalim fonksiyonlar1 arasindaki farklar
parametrik olmayan testlerle bulmus, iki
sagkalim fonksiyonunu karsilagtiran testleri
birbirleriyle  karsilagtirmistir. ~ Sagkalim
stirelerine  etkileri arastirilan  prognostik
faktorler, yar1 parametrik bir yontem olan
Cox regresyon yontemi ile incelenmistir.

Kale (2003), tarafindan hazirlanan tez
caligsmasinda ilerleyen tur tip-11
sansiirlenmis sira istatistikleri ve dagilim
ozellikleri konusu incelenmistir.

Kus (2004), tez calismasinda, tam ve
sanstirlii verilere dayali Burr XII, Gompertz
ve Pareto I dagilimlarinin parametrelerinin
given araliklar1 ve giiven bdolgeleri,
ilerleyen tlir tip-II sagdan sansiirlii
orneklemlere dayali olarak elde edilmistir.

Kus (2005), yapmis oldugu calismasinda,
diizgiin dagilimin parametrelerinin ilerleyen
tiir tip-1I sagdan sansiirlii 6rnekleme dayali
Jacknife tahmin edicilerini elde etmistir.

Yazic1 (2005), tez caligmasinda, kayip veri
iceren problemler i¢in parametre tahmini

hesaplamalarinda, son yillarda yogun olarak
kullanilan EM algoritmas1 ve uzantilarinin
tanitilmast amaglanmstir. EM
algoritmasinin sozel ve kuramsal olarak
genel isleyisi ve Ozellikleri verilmistir.
Normal dagilima sahip iki Orneklem
tizerinde, farkli kayip veri problemleri
tasarlanarak benzetim c¢aligmasi yapilmistir.

Bairamov ve Eryilmaz (2006), Bu c¢alismada
cok degiskenli gozlemler i¢in ilerleyen tiir
tip-II sansiirlii sira istatistikleri konusu ele
alinmustir.

Saracoglu, Kinac1 ve Kus (2006), Burr XII
Dagiliminin Parametresinin Ilerleyen Tiir Tip
II Sagdan Sansiirlii Orneklemlere Dayali En
Kigiik Kareler Tahmini tizerinde
calisilmigtir.

Inceoglu (2013), calismasinda Turgut Ozal
Tip Merkezi Karaciger Nakil Enstitlisiinde
nakil yapilan hastalardan alinan veriler
yardimiyla sagkalim analizi yontemlerinin
(Yasam Tablosu Analizi, Kaplan—Meier
Analizi, Cox Regresyon Analizi) sonuglarini
birbirleriyle  karsilastirmak  amact  ile
gergeklestirmistir.

Demir (2015), tezinde, ilerleyen tiir tip II
sanslirleme altinda, bazi yasam zamani
dagilimlarinin  parametreleri i¢in en ¢ok
olabilirlik ve lindley yaklasimi kullanilarak
yaklasik bayes tahmin edicileri elde etmis ve
bu tahmin edicilerin yanlar1 ve hata kareler
ortalamalar1 Monte Carlo Benzetim metodu
kullanilarak karsilagtirilmistir.

Arabi Belaghi, Valizadeh Gamchi, Bevrani
ve Giiriinlii Alma (2016), Ilerleyen Tiir
Sansiir ~ Kullanilarak EM ve SEM
Algoritmalarina Dayali Burr Type I
Tahmini isimli makalelerinde, ilerleyen tiir
sansiirleme kullanilarak iki parametreli Burr
tip Il dagilimmin parametreleri kapali
formda elde edilemeyeceginden EM ve SEM
algoritma tahmincileri elde edilmistir. Gergek
veri  kullanmilarak  yapilan  benzetim
calismasiyla beyaz kan hiicreleri kanserli
hastalarin analizi yapilarak SEM, EM, MLE
sonuglar karsilagtirilmistir.
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Aray (2018) yapmis oldugu tez ¢alismasinda,
ilerleyen tiir tip II sansiirleme altinda, Burr
tipi III dagiliminin parametreleri i¢cin Newton
Raphson ve EM yaklasimi kullanilarak
tahmin edicileri elde etmis ve bu tahmin
edicilerin giiven araliklar1 ve hata kareler
ortalamalarin1t Monte Carlo Benzetim metodu
kullanilarak karsilastirmistir.

Calismanin ilerleyen boliimleri su sekildedir:
ikinci boliimde, Burr tipi III dagilimin
ilerleyen tiir Tip II sansiirlii 6rneklem igin
parametre tahminleri anlatilmistir. Ugiincii
boliimde, benzetim ¢alismast ve sonuglarinin
degerlendirilmesiyle  birlikte  uygulama
boliimiinde, sansiirlii veri igeren karbon
fiberlere iliskin gercek veriler i¢in en uygun
dagilim belirlenip, bu dagilima ait parametre

tahmincileri bulunmustur. Dordiincii
boliimde ise caligmanin sonuglari
degerlendirilmistir.

2. Materyal ve Metot

Yasam analizi sadece saglik alaninda

kullanilan, 6liim veya hayatta kalma siireleri
ile ilgilenen hastalik ve yasami etkileyen
faktorleri inceleyen bir yoOntem degildir.
Bozulma, c¢iirime, 6lme, basarisizlik riski
tastyan ve kullanima bagl olarak dayanma
stireleri farklilasan materyallerin bozulma

zamanlarinin analizlerinde de
yararlanilmaktadir. Bu nedenle sadece tip
degil, ekonomi, isletme, miihendislik,

sosyoloji, zooloji, botanik veya fabrikanin

R1 cekiliyor R: gekiliyor

[ [/

R cekiliyor

devamliligi, bir makinenin  bozulma
zamanina kadar gecen silirenin analizleri gibi
bir¢cok farkli alanda kullanilabilen bir analiz
yontemidir. Yasam analizinde kullanilan
basarisizlik  terimi, incelenen  konunun
denekte goriilmesi durumudur. Canlilar i¢in
genelde oliim veya hastalik, mekanik aletler
icin ise bozulma anlamina gelmektedir
(Nelson, 1982). Yasam analizlerinde
sagkalim siiresi tam olarak bilinmeyen
vakalar sansiirli gozlem olarak
adlandirilmaktadir. Ilerleyen tiir tip 1I
sanslirleme, sansiirlenmis veri ¢aligmalarinda
en popiiler sansiirleme semalarindan biridir.
Bu sansiirleme modelinde, N sayida 6zdes
bilesenin sagkalim analizine tabi tutuldugu
diistiniilstin. Sistemde meydana gelen 1.
bozulma ile rasgele R, sayida bilesenin

sistemden ¢ekildigini, daha sonra geriye
kalan n—R, -1 bilesenden, 2. bozulma ile
rasgele

¢ekildigini ve boylece m. bozulma ile rasgele

R, sayida bilesenin sistemden gekilmesiyle

R,sayida bilesenin  sistemden

m bilesenin bozulma zamani gdzlenir. Bu
sekilde elde edilen M hacimli G6rneklem
ilerleyen tir tip-Il sagdan sansiirli

rneklemdir. Burada n=m+) R, *dir. Bu

i=1
(R.R,,R;,...,R) sansirleme
semast ve (X, X,,X;,..., X)) ‘e gozlenen
veriler denilir (Balakrishnan ve Aggarwala
2000). Bu sansiirleme semasi Sekil 1’de
gosterilmistir:

durumda,

Rm gekiliyor

Rm—l cekiliyor

b, & Xz Xr

Baslangic

Sekil 1. Ilerleyen tiir tip-1I sagdan sansiirleme semasi

<..<XR  olasilik yogunluk

m:m:n ?

R R
X:L'm:n < X2:m:n

fonksiyonu f(x) ve dagilim fonksiyonu F(x)
olan dagilimdan alinan ilerleyen tiir tip-II

sagdan sansiirli Orneklem olmak iizere
R R R 9.
X < Xomn <. < X ’nin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu;
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fxf*mm,...,ngm;n,...,x'* (X Xy X)) = afl[ f(x)[1- F(xi)]Ri , =00 < Xy < Xy <o < Xy <O (1)

mmn

seklinde ifade edilir. Burada a sabiti,

a=n(n-R -Dx.x(n-R -R,—...—R, , —m+1) ’dir.

llerleyen  tiir tip-Il  sagdan sansiirlii
ornekleme, yasam zamani analizlerinde veri
elde etmede Oonemli bir yontemdir, deneyin
maliyet ve deney siiresinin azaltilmasin
saglar (Balakrishnan ve Aggarwala, 2000).

Burr dagilim ailesi, Burr (1942) tarafindan
yasam siireleri verilerini modelleyebilmek
icin kullanilan on iki birikimli dagilim
fonksiyonunu igeren bir dagilim ailesi olarak
onerilmistir. Bu ailenin en 6nemli iki iiyesi:
Burr tipi III dagilimi ve Burr tipi XII
dagilimidir. Bu iki 6nemli dagilim, basit
doniisiim ile birbirleriyle iliskilidir. Weibull,

F(x|a, B)=A+x7)*, x>0, a>0,8>0

istel lojistik,  genellestirilmis  lojistik,
Gompertz, normal, asir1 deger (extreme
value) dagilimi ve tekdiize dagilimlar da
dahil olmak fizere bir¢ok standart teorik
dagilimlar, Burr ailesinin 06zel durumlar
veya sinirlayict durumlaridir. Burr tipi 111
dagilimi, Log-lojistik, Weibull, Burr tipi XII
gibi kapali formdaki dagilimlardan daha ¢ok
esnek olup, carpiklik ve basiklik agisindan
daha genis alana izin verir. Burr tipi III
dagilimiin a ve P parametrelerinin dagilim
fonksiyonu ile olasilik yogunluk fonksiyonu
asagidaki gibidir:

)

f (x| f) = fax*H(1+x") " x>0,a>0, 4 >0. 3)

Genel olarak, Burr tipi III dagilimina benzer
sekilde parametre kestirimi yapan bir¢ok
dagilim mevcuttur. Bunlar; Gamma, Log-
normal, Weibull ve Exponential
dagilimlardir. Bu dagilimlar giivenilirlik ve
kalite kontroliinde 6nemli bir role sahiptir.
Tadikmalla (1980), Burr dagilimimin farkli
tiirleri lizerinde ¢alismis ve ayn1 zamanda bu
dagilimlar arasindaki iligkileri incelemistir.
Son yillarda, Rastogi ve Tripathi (2013),

Gupta ve Kundu (2001) gibi bir¢ok bilim
adam1 Burr dagilimi ve tstel dagilim ailesi
lizerinde caligarak gelistirmislerdir.
Kins X X ozlem degerleri (2) ve
(3) esitliginde verilen dagilimdan c¢ekilmis
ilerleyen tir tip II sansirli gozlem
degerlerini ve R,,R,,...,R de ilerleyen tiir
tip II sansiirleme semasin1 gostersin. Bu
durumda o ve B parametrelerinin olabilirlik
fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

R

2mn S Y mmen g

(X0, ) =] [ f Knnr @t B) 1= F Kyt )] (4)
i=1
Burada, c=n(n-)(n-R -1)(n-R -R,-2)..(n-R, -R,-R;—..—R,;—m+1). Burada,
R, >0 ve ) R +m=n’dir.
i=1
En ¢ok olabilirlik tahmincisini elde etmek igin log-olabilirlik ~ fonksiyonu ise,
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Log(L(X;a, B)) = (X, )

E(X,a,ﬂ) =m Ioga+ m Iogﬂ_'_(_ﬂ_l)_zm:log(xi:m:n))

(~a— 12Iog(1+xlmn)+RZIog[1 A+x” ) ] (5)

olarak elde edilir. Elde edilen log-olabilirlik
fonksiyonunun o ve B parametrelerine gore

ol(x; a, [)’) m

tirevleri ise asagidaki gibidir:

ox Zlog(1+ X|mn) (6)
RZlog(l (L4 X DA = (L4 X))
L=+ X))
or(X; m & N _X;'ﬁ“ I Xy
% 3 ;Iog(x.mn “*1){;w} ’

(l+ Iimn)i(aJrl)( XI nfn In len)

+aRI-Z (1 (1+ x”fn) )

oL(x; a,B)
oo

Burada, =0 ve =0

ol(x; o, B)
0
esitliklerinin analitik olarak ¢dziimlerini elde
etmek miimkiin olmayacaktir. Bu nedenle
MLE tahmincilerini elde edebilmek ig¢in
uygun numerik c¢oOzlimlere ihtiyag vardir.
Newton-Raphson ve EM algoritmasi bu gibi
durumlarda  kullanilabilecek alternatif

yontemlerdir.

2.1 Newton-Raphson Yontemi

Dogrusal olmayan denklemleri ¢6zmek icin
kullanilan yinelemeli bir yontem olan
Newton-Raphson  yontemi, fonksiyonun
maksimum oldugu noktay: belirler. Ilerleyen
tiir tip II sansiirleme plan1 altinda Burr tipi 111
dagiliminin en ¢ok olabilirlik tahmincisinin
elde edilmesi igin ilgili log-olabilirlik ve o
ve [ parametrelerine gore tlirevleri ise
asagidaki gibidir:

In[L(0)]=mIna+ming—(B+1) _m IN(Xn )
m ®)
—(a+1)§ln(1+x]fm) a;Rj(ln(ler;ﬁm))
Buradan,
02 In_L(Za,,B)_ :m(__%j | )
oo a
in[L(a,p)] (-1 XN X, IN(X7)
o _m(ﬁj—(oﬁl); Tox?) (10)
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m x 7 Inx, m, X In(x*) In(x)
(a+1 I 4 (o +1
( )Z )JZ:‘ (L+x77)?
m 'Blnx In(x:” X IN X,
—a3'R imn 1N T
JZ;‘ ] 1+X2., Z;’ 1+X,_ﬁn
m |n X In(x....
+0!Z j Jm” ( Jmn) ( Jm.n)’
(1+ijn)
ve
. s
In[L(af)] _ [ &(_ X (¥mn) (11)
000 = 1+ X0,
m In(x..) |
“R. I i Jmn olacaktir.
JLZ_;‘[ 1+X5, J

2.2 EM Algoritmasi

EM algoritmasi, sansiirlii veri problemlerinde
parametre tahminini hesaplamak i¢in en ¢ok
olabilirlik tahminlerini igeren yinelemeli bir
yontemdir. EM algoritmasi, gozlenen ve
sansiirlii verilere gore olusturulan olabilirlik
fonksiyonundan yola ¢ikmaktadir (Dempster,
Laird ve Rubin, 1977). EM tiiriindeki
algoritmalarla ilk c¢alismalar 1886 yilina
dayanmaktadir.  Ardindan, = McKendrick
(1926) tarafindan, algoritmalar medikal
alanda uygulanmaya baslanmistir. Fesler ve
Hero (1994), iki genel EM (General EM,
GEM) tanimlamiglardir. EM algoritmasi
tanindiktan  sonra ¢ok fazla alanda
uygulanmigtir. EM algoritmas1 iki asamali
olup, E: beklenti adim1 ve M: maksimizasyon
adimimi igerir. E-Admm: Sansiirlii veya
gozlemlenemeyen veriler i¢in beklenen
degerleri yardimiyla bir bilgi elde ederken,
M-Adimi: Gozlemlenen veri ve beklenen
deger bilgileri altinda olabilirlik
fonksiyonunu maksimize eder. ilerleyen tiir
tip II sansiirlii 6rneklemlerde kayip veri ya da

AW;a,f)=nlna+nin B—(B+1 ZInx

R;

(a+1 Zm:zm(1+z

j=1 k=1

—(ﬁ+l)ZZInz

j=1 k=1

E(Zy 1 Zj > X;) beklenen degerini

bulabilmek i¢in, Teorem 1’den yararlanilir.

—(a+1)

eksik veri sorunlarimi yasayan orneklemler
oldugundan, burada bilinmeyen o ve f
parametrelerinin MLE’ sini elde edebilmek
icin EM yonteminden yararlanilacaktir.

E adim:
Xi»> 1. zamandaki basarisizlik  veya
gozlemlenen veri, R;ise, i. basarisizliktan

sonra deneyden c¢ikarilan gdzlemlenemeyen

sanslirlii ~ verilerin ~ sayisim1  gostersin.
Boylelikle X gozlem vektort,
X=(Ximns Xy eees mmn) ve Z sansiirlii
gozlemler vektori, Zi=(Zy 2y L),
j=12,..,m olarak ifade edilir. Burada Z,,

1xR j’ lik bir vektoru ifade etmektedir. X

gozlemlenen, Z’ de sansiirlii verileri
gostermek {izere tim verileri W = (X, Z)

biciminde belirtebiliriz. Tiim veriler W igin

log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi
ifade edilir.

" In (1+ xjﬁn)

" (12)
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Teorem 1: Verilen X =X, X =X  k=1..,R;icin asagidaki gibidir.

2

degerleri i¢in Z, ’ mn kosullu olasilig1 her

zlx(z | Xy = Xay» X2y = Xzpreem Xy = X(i))
(Z | Xy = %)
f(Z;|a,p)

[1_':()((1) |“’ﬁ)]

Z;,>Xg oldugu durumlarda. Diger oldugu calismadan yararlamlabilir. Teorem
durumlarda ise, esitligin degeri 0° di. 1° i kullanarak E[(ln zjk|zjk>xj)]1

Teoremin ispat1 ile ilgili olarak detayl1 bilgi 51daki sekild biliri
icin Ng ve digerlerinin 2002 yilinda yapmis agagidad sekiide yazabtimz.

zlx

af +1) (a+
[anJk|ZJk >X} m;[lnuu ﬁl(1+u ﬂ) l du
1+x;7
d J' v e In(v-1)dv

ﬂl:l F (Xj’a ﬂ)i|
= A(X;: 5. )

Ve,
E(n@+Z2/)|Z, >x.):a—ﬁjln(1+u Au P (@+u) =g
R I-R(xap);
1+x; 7
_ a —(a+1)
= v In(v)adv
SR |
= B0 . )
M adimu: gore tiirevi alinarak maksimize edilir. o ve
Bu adimda, E[log(L(x;c,B))] beklenen P parametrelerinin tahmincileri —asagidaki
degeri bilinmeyen parametreler a.ve p° ya Jibi elde edilir:
A n
G =— - (13)
Y log(n+x.”)+> RB(x;;a, B)
i1 i1
A n
p= - (14)

Zlogx - 0{+1 i( ﬂ)"'iRjA(Xj;alﬂ)

j=1 j=1
Burada,

A(xj;a, B)=E[l0gZ;, | Z;, > X; |
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of _[ X711+ x 7)Y log xdx

- 1-(1+x7)

Xj

ve

Bx;e B) =E[log+2,)1Z, > ;]

- p I x @+ x ) log(L+x 7 )dx dir.

1-(1+x7) " &
Yukarida verilen esitlikler fixed point

yontemiyle elde edilir. EM algoritmasinin
uygulama adimlar ise asagida verilmistir.

]

Adim 1: o, ve ,baslangic degerlerini seg.
Adim 2: Orneklemleri kullanarak o, ve B’
nin beklenen degerlerini hesapla.

Adim 3: Beklenen degerleri o ve B ‘ya
gore maksimize et.

Adim 4: Adim 3’te ki degerleri a

ata.
Adim S5: Algoritmayr durdurma kriteri
degerini elde edinceye kadar tekrar et.

ve Bi+l’e

i+1

verileri,
1,(6):
gozlemlenen bilgiyi, I, (0):biitin verilerden

1, (6)=—g| ZEW:0)
W 802

veriyi, W:tim
vektoriinii,

X:gozlemlenen
0 = (o, B) :parametre

J. basarisizlikta tek bir sansiirlii gézlem icin
1Y (@) Fisher bilgisi asagida verilmistir.

d%In f, (Z;1%;,0)
06°

I\(/vjzx (‘9) = _Ezj\x(j) l:

Tiim veriler igerisindeki kayip/gozlenemeyen
veriler icin bilgi asagidaki esitlikle elde
edilir.

Tyx (9) = Z RJI\(/\RX (6’)
j=1

2.3 Burr Tipi III Dagihm Ilerleyen Tiir
Tip II Sagdan Sansiirlii Orneklemi Icin
Fisher Bilgi Matrisi

Bolim 2.1 ve Bolim 2.2°de bilinmeyen
parametrelerin en c¢ok olabilirlik tahmin
edicileri Newton-Raphson ve EM algoritmasi
kullanilarak elde edilmisti. Bu boliimde,
1982  yilinda Louis’in  kayip  bilgi
yonteminden yararlanilarak gozlenen Fisher
bilgi matrisi elde edilecek ve parametrelerin
asimptotik giiven araliklari kayip deger
prensibine dayali Fisher bilgi matrisi
araciligiyla  bulunacaktir. (Louis, 1982)
asagida verilen ifadeye dayanmaktadir.

(15)

elde edilen bilgiyi ve 1,,,(0)ise,

kayip/gbzlenemeyen bilgiyi gostersin.
Burada, I,,(0)asagida verilen esitlikle elde
edilir.

(16)

A7)

(18)

452



Burr Tipi III Dagilimini ilerleyen Tiir Tip II Sagdan Sansiirlii Ornekleme Dayali Parametrelerinin EM Tahmin
Edicisi

Biitin verilerden elde edilen 1, (6)bilgi
matrisinin  elemanlart asagidaki bi¢imde

gosterilebilir.
all alz
I, (@)=
" ( ) {aﬂ a22 :|
Burada,
n
& =7 19)
a
8, =, = | (U= In(u-Du“Idu (20)
JZ
ve
n na(a+1)F 2 (a+3)
a, = ? +TJ(U -1 {In (u —1)} u™“"'du ,olacaktir. (21)
1

(17) esitliginde  verilen tim beklenen  bilgi matrisi 19 (), asagida belirtildigi gibi
degerlerin hesaplanmasinin ardindan kayip

elde edilir.
I\(/\Rx (e)zl:bn(x(j);a’ﬂ) blz(x(j);a1ﬂ)i|
b21(X(j);a,ﬁ)b22(X(j);a,,B)
Burada,
YT -\
bu(x(,-);a,ﬂ):iz—(“x ) [n(l+x2 )] )
a g\
[1—(1+x ) }
blZ(X(j);aUB):b21(x(j);a!ﬂ) (23)
o 1437 i
= (u—1) In(u—2)u~“?du
Bl1-F(x;e.8)] !
-B iy —(a+1)
- (1+Xj ) In(sz)[l_(1+Xj_ﬂ)_a—aln(1+xj‘[’)}
B1-F (x0.5)]
ve
2 :%_kl(x(i);“'ﬂ)_kz(X<J>;“’ﬂ) ’ (24)
k(X s, B) = 4 T In(u—-1)}*u“3d 25
l(X(J) a, f) ﬂz[l—F(Xj;a,ﬁ)] ‘[ (u 1){n(u l)} u u (25)
- -B\—(a+2)
kz(X(j);Ot,ﬂ) _ anﬂ(]_-i-Xjﬂ) In(x(j)) [(1+ Xj—ﬁ)_a _1+0{Xj_ﬁj| , (26)

BlL-F(x;a.p)]

olarak elde edilir.
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Boylece, gozlemlenen bilgi matrisi I, (6)

yukarida belirtilen iki matrisin
kullanilmasiyla  hesaplanir. o ve J
parametrelerinin MLE’nin asimptotik

varyans-kovaryans —matrisi ise I;}(&,f&)

olarak elde edilecektir. MLE’ nin asimptotik
ozelliginin kullanilmasiyla LOZA ve
ar(a)

3.Bulgular
3.1 Benzetim Calismasi ve Sonuglari

Bu boliimde, Onerilen parametre
tahmincilerinin performanslarini
karsilastirmak  amaciyla, Monte Carlo
benzetim c¢alismast R 3.1.3  programi
kullanilarak gerceklestirilmistir. Ilerleyen tiir
tip Il sagdan sansiirlii 6rneklemin Burr tipi III
dagilimi icin, farklh parametre
biiytikliiklerinde, farkli orneklem
genisliklerinde ve cesitli sansiirleme semalar1
altinda benzetim ¢alismasi olusturulmustur.

Her asamada o ve [’ nin en ¢ok olabilirlik

VAT
ar( ﬁ)
normal dagildigini sdyleyebiliriz. Bu 6zellik
ile, & ve B’ nmin 100(1-1)% giiven araligi

yaklasik olarak standart

ise a+Z, , Var(a) ve

B+Z., Var(,é), ifadelerinden elde edilir.

algoritmas1 ile elde edilmis olup bu
parametre tahminleri her bir adimin 1000 kez
tekrarindan elde edilen degerlerle
bulunmustur. Benzetim calismasinda o ve
B parametrelerinin sadece tahmin degerleri
degil ayn1 zamanda her bir tahmine iligkin en
kiigiik kareler ortalamasi degerleri ve %95

giiven araliginda Fisher bilgi matrisi
kullanilarak, parametrelere iliskin giiven
araliklar1 olusturulmustur. Benzetim

calismasi icin segilen farkli biiyiikliiklerde ki
o ve B parametre ciftlerinin degerleri Tablo

1’de verilmistir.

tahmincileri Newton Raphson ve EM
Tablo 1. (&, ) degerleri
(a,pB) (05, 1) (0.5, 1.5) 1,2 (1, 2.5) (2,25) 2, 3)
Benzetim ¢alismasinda, her bir («,f) olarak se¢ilmis olup, Burr tipi III dagilimin

parametre cifti i¢in, rasgele olarak tiiretilen
ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirlii 6rneklem

biiytikliikleri degerleri ise n=20, 30, 50 ve 60

ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirlii 6rneklem

semalari ise Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2. Burr Tipi III Dagilimin ilerleyen Tiir Tip II Sagdan Sansiirlii Orneklem Semalari

n m R (Sansiirleme Semasi)

20 15
30 20

(5.07)
(10,0"°)
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50 35 (15,0")
60 40 (20,0®)

Tablo 2’de verilen sansiirleme semasinda

R=(50") gosterimi, 1. basarisizhk

gerceklestiginde Orneklemden rasgele olarak

secilmedigini ifade etmektedir. Benzetim
caligmast sonucunda, parametre tahminleri
i¢in kullanilan Newton Raphson yontemi ve

EM algoritmasindan elde edilen sonugclar,

Tablo 3 - Tablo 8 verilmektedir.

R =5 gozlemin ¢ekildigini, X,,...,X;
basarisizliklar gergeklestiginde ise,
R, =0,..,R;=0 gosterimi  ile  de
orneklemden rasgele gozlemlerin

Tablo 3. a=0.5 ve B=1 i¢in, Newton Raphson-EM Algoritmasi Sonuglari

NR EM

n m R &(MSE) B(MSE) &(MSE) B(MSE)
20 15 (607 0.3084(0.2135) 0.4798(0.2204) 0.5278(0.0112)  1.0236(0.031)
Cl (0.2714-0.5628) (0.3149-0.6971) (0.4916-0.6317) (0.9305-1.2484)
30 20 (10,0™) 0.3035(0.7246)  0.5805(0.3172) 0.5172(0.0193)  1.1006(0.0126)
Cl (0.2973-0.3096) (0.5743-0.5866) (0.5110-0.5233) (1.094-1.1067)
S0 35 (15,0%) 0.3760(0.4426) 0.6386(0.3678) 0.5117(0.0015)  1.1609(0.0208)
Cl (0.3737-0.3800) (0.5977-0.6794) (0.5085-0.5148) (1.1200-1.2017)
60 40 (20,0%) 0.4227(0.2201) 0.7665(0.2722) 0.5057(0.0167) 1.1288(0.0167)
Cl (0.4141-04312) (0.7179-0.8150) (0.4971-05142) (1.0802-1.1773)

Tablo 4. a=0.5 ve B =15 i¢cin, Newton Raphson-EM Algoritmas1 Sonuglari
NR EM

n m R &(MSE) B(MSE) &(MSE) B(MSE)
2015 (6.0™ 0.5760(0.2703)  0.4193(0.0806) 0.5101(0.0422)  1.5693(0.0498)
Cl (0.6960-0.8959) (0.3981-0.4405) (0.4610-0.7103) (1.5989-1.7988)
3020 (10,0™) 0.5893(0.2910) 0.3552(0.1447) 0.5249(0.0213)  1.5527(0.0170)
Cl (0.5448-0.6338) (0.3430-0.3673) (0.5216-0.675) (L.5365-1.6254)
50 35 (1507 0.6571(0.8428) 0.3393(0.1606)  05279(0.027)  1.5651(0.025)
Cl (0.6270-0.6873) (0.3333-0.3534) (0.5192-0.6338) (1.5429-16471)
60 40 (20,07) 0.6161(0.8838) 0.3625(0.1374) 0.5211(0.0617) 1.5544(0.01463)
Cl (0.5927-0.6395) (0.3566-0.3685) (0.5182-0.5994) (1.5389-16258)

Tablo5. a=1 ve B=2 igin, Newton Raphson-EM Algoritmas1 Sonuglart
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NR EM
n m R &(MSE) B(MSE) &(MSE) B(MSE)
0 60 0.5895(0.4104) 1.9217(0.0782) 0.9855(0.0120)  1.9721(0.0527)
Cl (05770-0.6519) (L8756-1.9677) (0.9230-1.0479) (1.9260-2.0181)
3020 (10,0™) 0.5017(0.4082) 1.9177(0.4496)  0.9884(0.0390)  2.1052(0.0211)
Cl (0.5511-0.6322) (L7739-2.0614) (0.9478-1.0289) (1.9614-2.2489)
S0 35 (1507 0.6442(0.3855) 1.9303(0.3696) 1.0370(0.0324)  1.9874(0.0239)
Cl (0.6231-0.6652) (1.8500-2.0105) (1.0159-1.0580) (1.9071-2.0676)
60 40 (20,0%) 0.6981(0.2746) 1.9811(0.2118) 1.0176(0.01237) 2.0391(0.0185)
Cl (0.6883-0.7078) (L7528-2.2093) (L.0078-1.0273) (1.8026-2.2591)
Tablo6a=1 ve B=25 igin, Newton Raphson-EM Algoritmas1 Sonuglar1
NR EM
n m R &(MSE) B(MSE) &(MSE) B(MSE)
205 6.0™ 0.5192(0.4807) 2.0609(0.2391) 0.9942(0.0403)  2.2541(0.2382)
Cl (0.4817-0.5566) (1.7157-2.4060) (0.9567-1.0316) (1.9089-2.5992)
3020 (10,0™) 0.6792(0.046)  2.1944(0.5543) 1.0466(0.0223) 2.3765(0.2056)
Cl (0.6380-0.7203) (2.0319-2.3568) (L.0054-1.0877) (2.2140-2.5389)
S0 35 (5.0 0.7080(0.4197) 2.2541(0.3801) 1.0537(0.0315) 2.5728(0.1885)
Cl (0.6918-0.7241) (2.0066-25015) (1.0375-1.0698) (2.3253-2.8202)
60 40 (20,0™) 0.9386(0.3054)  2.7855(0.2248) 1.0195(0.0214)  2.5376(0.1238)
Cl (0.9270-0.9501) (2.5764-2.9945) (1.0079-10310) (2.3285-2.7466)
Tablo 7. =2 ve B=25 i¢in, Newton Raphson-EM Algoritmasi Sonuglari
NR EM
n m R & (MSE) B(MSE) &(MSE) B(MSE)
20 15 6,0™ 12746(0.4575) 1.8247(0.5612) 1.8247(0.0888)  2.4734(0.0443)
Cl (11497-1.3094) (14936-2.1557) (1.6998-1.9495) (2.1423-2.8044)
3020 (10,0™) 11539(0.3781)  1.9204(0.4834) 1.9119(0.0150) 2.7446(0.0198)
Cl (1.0761-1.2316) (1.6410-2.1997) (1.8341-1.9896) (2.4652-3.0239)
50 35 @507 15869(0.3611)  1.9520(0.4174)  2.0644(0.0123)  2.4591(0.0532)
Cl (1.5422-16315) (1.7903-2.1136) (2.0197-2.1090) (2.2974-2.6207)
60 40 (20,0™) 17595(0.3117) 1.9848(0.2813) 2.0410(0.0648)  2.5378(0.2695)
Cl (1.7245-1.7944) (1.8749-2.0946) (2.0060-2.0759) (2.4279-2.6476)
Tablo 8. a=2 ve B=3 i¢in, Newton Raphson-EM Algoritmas: Sonuglar
NR EM
n m R G (MSE) B(MSE) &(MSE) B(MSE)
20 15 (5,0™) 1.4936(0.4012) 2.2815(0.4735)  1.7905(0.0963)  2.5766(0.0388)
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Cl (1.4235-1.5636)

(1.9302-2.6327)

(1.7204-1.8605) (2.2253-2.9278)

3020 (10,0) 1.6099(0.3874)  2.5450(0.4356)  1.9572(0.0174)  2.8472(0.0448)
Cl (1.5000-1.7197) (2.1568-2.9331) (1.8473-2.0670) (2.4590-3.2353)
S0 35 @507 1.7576(0.3216)  2.5636(0.4227) 2.1247(0.0138)  3.0281(0.0321)
Cl (1.7186-1.7965) (2.2807-2.8464) (2.0857-2.1636) (2.7452-3.3109)
60 40 (20,0%) 1.8913(0.3517)  2.6112(0.2390) 2.0297(0.0182)  3.1753(0.0131)

Cl (1.8630-1.9195)

(2.4705-2.7518)

(2.0014-2.0579) (3.0346-3.3159)

Benzetim calismasinin sonuglarinin verildigi
Tablo 3 - Tablo 8 incelendiginde, EM
algoritmas1 ile elde edilen parametre
sonuglarinin Newton Raphson ydnteminden
cok daha iyi oldugu goriilmektedir. Ayni
zamanda, EM algoritmas1 ile elde edilen
parametre tahminlerine ait MSE degerleri,
Newton Raphson yoOntemine gore daha
kiiliktlir. %95 giliven diizeyinde, EM
algoritmasi ile elde edilen asimptotik giiven
araliklart  karsilastirildiginda  ise, EM
araliklarinin Newton Raphson’ a gore daha
dar oldugu gozlemlenmistir. Her iki giiven
araliginda bilinmeyen parametre degerlerini
icermis olsa da EM algoritmast Newton

Raphson yontemine gore tercih edilir. Aym

zamanda tablolar incelendiginde, farkl
orneklem  biiyiiklikleri  farkli  sansiir
semalarmma  gore olusturulan  benzetim

caligmasi senaryolarinda her iki yontemin de

orneklem genisligi arttikca, daha tutarh
sonuglar verdigi goriilmektedir.

3.2. Ger¢ek Yasam Verisi Uygulama
Ornegi

Bu boliimde, gercek veri seti analiz
edilmektedir. Literatiirde, bu veri seti Burr
tipi III dagilimi i¢in tartisilmistir. Bader ve
1982 yilinda

arastirmada basit bir fiber lifinden, 1000

Priest tarafindan yapilan
karbonluk fiber lifi iceren Orneklerin elde
edildigi veri seti kullanilmistir. Bader ve
Priest (1982), elde edilen fiber liflerinin
dayanikliligini 1,10,20 ve 50 mm’lik fiber lifi
cap uzunluklarinda incelemis ve veriyi bu
uzunluklar1 goéz Oniine alarak elde etmistir.
Ardindan verileri 20, 50, 150 ve 300 mm
uzunluklarinda dayaniklilik testine tabi
tutmuslardir. Olgiim uzunluklar1 10 mm'lik
olan tek karbon fiber lifleri icin GPA'da
Olgiilen dayaniklilik degerlerine iligkin veri
gibidir.

seti asagidaki

6.693, 8.432, 9.052, 9.281, 9.554, 10.486, 10.602, 10.979, 10.990, 11.531, 11.635, 11.870,
12.404, 12.453, 12.491, 12.579, 13.131, 13.654, 13.681, 13.708, 13.791, 14.282, 14.512,
15.456, 15.487, 17.392, 18.486, 18.690, 18.859, 18.859, 19.629, 20.005, 20.697, 22.760,
23.081, 23.220, 25.028, 25.103, 25.406, 25.610, 26.154, 26.364, 26.950, 27.994, 28.389,
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29.283, 30.205, 31.031, 32.884, 33.149, 34.364, 34.953, 35.234, 37.637, 47.087, 47.990,
48.716, 53.038, 55.924, 56.092, 68.374, 81.045, 151.41

Sekil 2’de bir karbon lifinin gosterimi

verilmistir.

Sekil 2. Karbon Fiber Kablo Lifleri

Uzerinde calismis oldugumuz gergek yasam amaciyla; Gamma dagilim, Weibull dagilim,

verisinin Burr tipi III dagilimdan gelip Log-Normal dagilim ve Ustel dagilim
gelmediginin arastirllmast icin, R 3.1.3 incelenmistir. ~ Karsilastirmak  amaciyla
programinda uyum iyiligi test kodlar1 kullanilan dagilimlarin olasilik yogunluk

yazilmis olup, ilgili dagilim karsilagtirmak fonksiyonlar1 Tablo 9’da verilmistir.

Tablo 9. Dagilimlarin Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

Dagihim Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
Clab) o
W(op) i)
1 —(Inx—p)?
Log-N (a' B) Xo+ 271 exp{ 26° }
Exp(a) e
Burr (oB)  Box*(1+x#) ™"

Gamma, Weibull, Log-Normal, Ustel ve Burr

Darling (AD) uyum iyiligi testleri ile Akaike

tipi III dagilimlarmi kargilastirmak i¢in  (AIC) ve Bayes (BIC) uyum iyiligi
uygulanan  Kolmogorov-Smirnov  (KS), Kkriterlerine ait sonuglar Tablo 10° da
Cramer-von Mises (CVM), Anderson- verilmistir.
Tablo 10 Dagilimlarin Uyum lyiligi Test Sonuglar1
Dagilim a ﬁ KS CvM AD AIC BIC
G(o,B) 24731 0.0935 0.1059 0.2101 1.3532 519.6326 523.9188
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W(a, B) 1.4298 29.4758 0.1379 0.2967 2.0354 528.8282 533.1145
Log—N(a,p) 3.0593 0.6159  0.0987 0.0837 0.5698 507.2042 511.4905
Exp(a) 0.0378 0.0378 0.2581 0.8697 5.0336 540.6426 542.7858
Burr lll(a, ) 225.6142 1.9554 0.0886 0.0684 0.3554 502.4946 506.7809
Tablo 10’ da sonuglar incelendiginde, agik¢a oldugunu sOyleyebiliriz. Dagilimlari

gorilmektedir ki Burr tipi III dagiliminin en
kiigiik test istatistiklerine ve ayn1 zamanda en
kiigiik AIC ve BIC degerlerine sahip oldugu
Boylelikle,

goriilmektedir. Burr tipi III

dagilimimizin veriye en uygun dagilim

karsilastirmak amaciyla yapilan birikimli
dagilim fonksiyonu, histogram ve yogunluk
Q-Q grafikleri ve P-P
grafikleri Sekil 3-Sekil 6’da verilmistir.

fonksiyonlart,

CDF

gamma

----------- weibul
lognormal
exponential

--------- burrll

50

(ata

Sekil 3 Dagilimlara iliskin Birikimli Dagilim Fonksiyonu Grafikleri

459



Burr Tipi III Dagilimini ilerleyen Tiir Tip II Sagdan Sansiirlii Ornekleme Dayali Parametrelerinin EM Tahmin

Edicisi

Empirical quantiles
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Density
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Sekil 5 Dagilimlara iliskin Q-Q Grafikleri
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Empirical probabilities

Sekil

gamma
o weibull
©  lognormal

exponential
@ burll

0.0 0.2 04

Theoretical probabilifies

T T
0.8 10

Sekil 6 Dagilimlara Iliskin P-P Grafikleri

3- Sekil 6 da ki grafikler

incelendiginde goriildiigii gibi Burr tipi III

dagilim veriye en uygun dagilimdir. Gergek

yasam verisinde, Burr tipi III dagilimi veriye

uygunlugu karar verildikten sonra Newton

Raphson yontemi ve EM algoritmalariin

farkli sansiirleme semalar1 altinda parametre

tahminlerinin karsilastirmalarini yapabilmek

i¢in Tablo 11’ de verilen sansiirleme planlari

kullanilmistir.

Tablo 11 Sansiirleme Semasi

Sansiirleme Planlar1 n m R
1 63 20 (43,0™)
2 63 30 (33,0%)
3 63 40 (23,0%)
4 63 50 (13,0")
Burada verilen sansiirleme planinda, basarisizliklar gerceklestiginde

n: orneklem sayisi, m: basarisizlik sayisi, R:
sansiirleme semasini, gdstermektedir.

Sansiirleme plan1 1’ de goriilen, n=63
ve m=20 oldugunda, 1.basarisizlik

gergeklestiginde  rasgele  olarak

veriden 43 gbzlem ¢ikariliyor. 2. ve 3.

orneklemden gozlemler ¢ekilmiyor.

Sansiirleme plan1 2’ de goriilen, n=63
ve m=30 oldugunda, 1.basarisizlik
gerceklestiginde  rasgele  olarak
veriden 33 gozlem ¢ikariliyor. 2. ve 3.

basarisizliklar gerceklestiginde
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orneklemden gozlemler ¢ekilmiyor.

e Sansiirleme plan1 3’ de goriilen, n=63
ve m=40 oldugunda, 1.basarisizlik
gerceklestiginde  rasgele  olarak

veriden 23 gozlem ¢ikariliyor. 2. ve 3.

basarisizliklar gerceklestiginde
orneklemden gozlemler ¢ekilmiyor.

e Sansiirleme plan1 4’ de goriilen, n=63
ve m=50 oldugunda, 1.basarisizlik

olarak

gergeklestiginde  rasgele

veriden 13 gozlem ¢ikariliyor. 2. ve 3.

basarisizliklar gerceklestiginde

orneklemden gozlemler ¢ekilmiyor.

Tablo 11°de wverilen farkli sanstirleme

planlar altinda, gercek veriye uygulamasini
yapmis oldugumuz Burr tipi I dagilimi

ilerleyen tiir tip II sagdan sansiirli

orneklemlerin o =2,f=1 oldugu varsayilan

durumda, Newton Raphson ve EM

algoritmasina iliskin tablo sonuclar1 Tablo

12’ de verilmistir.

Tablo 12 .o = 2 ve 3 =1 icin, Newton Raphson-EM Algoritmast Sonuglari

NR EM
n m R o A o A
o p o p
63 20 (43,07°) 14866 2.3440 25241 0.9358
63 30 (33,07%) 52797 10416 2.7469 1.0443
63 40 (2307%°) 37198 0.7858 2.9107 1.1707
63 50 (13,0™) 47460 0.7007 3.1776 1.3322
Tablo 12’ de goriildi gibi, aa=2 ve B=1 parametre tahmin edicilerinin

oldugu durumda, farkli sansiirleme planlar
altinda elde edilen Newton Raphson yontemi
ve EM algoritmas1 tahminlerine bakildiginda
ve 2.

en sansiirleme planmin 1.

iyi
sansiirleme planimnin oldugu goriilmektedir.
Burada, EM algoritmasinin Newton Raphson
yontemine gore, parametre degerlerinin daha
yakin sonuglar verdigi 1. ve 2. sansiirleme

plan1 altinda gergeklestigini sdyleyebiliriz.

4. Sonuc¢

Bu ¢alismada, Burr tipi III dagilimina iliskin
ilerleyen tiir tip I sagdan sansiirlii 6rnekleme
dayali parametrelerinin EM algoritmasiyla
Onerilen

tahmini gergeklestirilmistir.

performanslarin1 karsilastirmak amaciyla R
3.1.3 programi kullanilarak Monte Carlo
benzetim uygulanmustir. ilerleyen tiir tip 11
sagdan sansiirli Orneklemin Burr tipi III
farkl
farkl

dagilim1 i¢in, parametre

biiyiikliiklerinde, orneklem
genisliklerinde ve cesitli sansiirleme semalari
altinda en c¢ok olabilirlik tahmincileri Newton
Raphson ve EM algoritmasi ile elde edilmis
olup bu parametre tahminleri her bir adimin
1000 kez tekrarindan elde edilen degerlerle
bulunmustur. EM algoritmasinin
performansi, Newton Raphson yontemiyle
karsilastirilmistir arastirmacilara

daha

%~

performansi sonu¢ veren EM

iyi
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algoritmas1  Onerilmistir. Gergek yasam
Badar ve Priest tarafindan 1982

fiber lifinden, 1000

verisi,
yilinda basit bir
karbonluk fiber lifi iceren Orneklere kadar
elde edilmistir. 1, 10, 20, 50 mm’lik fiber lifi
cap uzunluklarini incelemislerdir. Veriyi bu
uzunluklart g6z Oniine alarak elde etmisler ve
veriyi 20, 50, 150 ve 300 mm uzunluklarinda
GPA dayaniklilik testine tabi tutmuslardir.
Veri setinin R 3.1.3  programinda
gerceklestirilen uyum iyiligi testlerinden ve
uyum iyiligi kriterlerinden en kii¢iik sonucu
vererek en iyi Burr tipi III dagilimina uydugu
gozlenmistir. Farkli sansiirleme planlari
altinda elde edilen Newton Raphson ve EM
algoritmas1 tahminlerine bakildiginda EM
algoritmasi

parametre degerlerinin daha

yakin  sonu¢  verdigi  gorlilmiis ve
arastirmacilara EM algoritmas1 Onerilmistir.
%095 giliven diizeyinde, EM algoritmasi ile
elde edilen asimptotik giiven araliklar
karsilagtirildiginda ise EM  araliklarinin
Newton-Raphson’ a gore daha dar oldugu
gozlemlenmistir. Her iki gliven aralifi da
bilinmeyen parametre degerlerini icermis
olsa da EM algoritmasinin Newton-Raphson
yontemine gore tercih edilebilecegi ortaya
konmustur.

Sonu¢ olarak, gergek yasam verisi ve
benzetim ¢alismasinda, EM algoritmasi ile
elde edilen parametre tahminlerine ait MSE
degerleri, Newton Raphson yontemine gore
daha kiigiiktiir. %95 giiven diizeyinde, EM

algoritmasi ile elde edilen asimptotik giiven

araliklar1  karsilastirlldiginda  ise, EM

araliklarinin Newton Raphson’a gore daha
dar oldugu gozlemlenmistir. Her iki giiven
araligi da bilinmeyen parametre degerlerini
icermis olsa da EM algoritmast Newton

Raphson yontemine gore tercih edilir.

5. Kaynaklar

Aray S., (2018). “Burr Tipi III Dagiliminin
llerleyen Tiir Tip II Sagdan Sansiirlii
Ornekleme Dayali Parametrelerinin  EM
Tahmin Edicisi”.Yiiksek Lisans. Mugla Sitki
Ko¢man Unv.,
Mugla, 1-84.

Arabi Belaghi, R., Valizadeh Gamchi, F.,
Bevrani, H., Giiriinli Alma, O. 2016.
“Estimation on Burr type III by progressive
censoring using the EM and SEM
algorithms”.  13th  Iranian  Statistics
Conference Shadid Bahonar University of
Kerman 23-25 August 2016.

Bader, M.G. and Priest, A.M. (1982)
“Statistical Aspects of Fibre and Bundle
Strength in Hybrid Composites”. In:
Hayashi, T., Kawata, K. and Umekawa, S.,
Eds., Progress in Science and Engineering of
Composites, ICCM-IV, Tokyo, 1129-1136.

Fen Bilimleri Enstitiisii.

Bairamov 1, Eryilmaz S .,2006. “Spacings,
exceedances and concomitants in progressive
type II censoring scheme”. Journal of
Statistical Planning and Inference 136(3),
527-536.

Balakrishnan and Sandhu 1995. “A simple
simulation  algorithm  for  generating
progressive  Type-II  censored sample”.
American Statisticians. 49:229-230.

Balakrishnan, N. and Aggarwala, R. 2000.
“Progressive Censoring: Theory, Methods
and Applications”. Birkhduser, Boston.

463



Burr Tipi III Dagilimini ilerleyen Tiir Tip II Sagdan Sansiirlii Ornekleme Dayali Parametrelerinin EM Tahmin
Edicisi

Burr, 1. W., 1942, “Cumulative frequency
functions”. The Annals
statistics 13(2): 215-232.

of mathematical

Demir, E. 2015. “Egitim bilimlerinde olay
geemisi  ¢oziimlemesi”, Uluslarasi
Arastirmalar Dergisi, Cilt 8:570-582

Dempster, A.P., Laird, N.M, and Rubin, D.,
1977. “Maximum likelihood estimation from
incomplete data via the EM algorithm”,
Journal Royal Statistical Soc. Vol: 39, 1-38.

Fesler, J.A. and Hero, A.O., 1994.” Space-
alternating generalized expectation
maximization algorithm”. IEEE Transactions
on Signal Processing, 42, 2664-2677.

Gupta, R. D., & Kundu, D. 2001)
“Exponentiated Exponential Family:an
Alternative to Gamma and  Weibull
Distribution”. Biometrika 43, 117-130.

Inceoglu, F. (2013), “Sagkalim
yontemleri ve karaciger nakli verileri ile bir
uygulama”. Yiiksek Lisans, Inonii Universitesi,
Malatya, 142s.

Sosyal

analizi

Kale, B. 2003. “Ilerleyen Tiir Sansiirlenmis
Sira Istatistikleri:Dagilim  Ozellikleri Ve
Uygulamalar”. Yiiksek Lisans Tezi, Ankara
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.

Kus C., 2004. “Bazi yasam zamani
dagilimlarinin ~ parametrelerinin  tam
sansiirlii verilere dayali tahmini”, S.U. Fen
Bilimleri Enstitiisii, Doktora tezi.

Kus, C. 2005. “Ilerleyen Tiir Tip II Sagdan
Sansiirlii Ornekleme Dayali Diizgiin Dagilimin
Parametrelerinin Jackknife Tahmin Edicisi”.
Istanbul ~ Universitesi  Iktisat  Fakiiltesi
Ekonometri ve Istatistik Dergisi, 2, 11-29.

Ve

Louis, T.1982. A., “Finding the observed
information matrix when using the EM
algorithm”. J. Roy. Statist. Soc. Ser. B, 44,
226-233.

McKendrick, A.G., 1926. “Applications of

mathematics to medical problems”. Proc.
Edinb. Math. Soc.13, 98-130.
Nelson, W. 1982, “Applied Life Data

Analysis”. Wiley, New York, 584.

Ng T., Chan CS., Balakrishnan N.,2002.
“Estimation of parameters from progressively
censored data using EM algorithm”.
Computational Statistics and Data Analysis,
39, 371-386.

Rastogi M., Tripathi Y., 2013. “Inference on
unknown parameters of a Burr distribution
under hybrid censoring”. Statistical Papers,
Springer, 54(3), 619-643.

Saragoglu, B., Kinaci, I, Kus, C. 2006.
“Power Hazard Fonksiyonuna Sahip Dagilim
Fonksiyonlarinin Parametrelerinin Ilerleyen
Tiir Tip II Sagdan Sansiirlii Orneklemlere
Dayali En Kiicilk Kareler Tahmini”. 5.
Istatistik Giinleri Sempozyumu(82).

Tadikamalla, P. R. (1980). “A look at the Burr
and related distributions”.
Statistical Review/Revue
Statistique: 337-344.

Terzi, Y. 2003. “Sansiirlii Veriler I¢in
Sagkalim Analizi ve Gergek Verilere
Uygulamas1”, Doktora Tezi, Ondokuz Mays

International
Internationale de

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.
Yazici, F. 2005. “EM Algoritmasi
Uzantilart”, Ankara, 85s.

Zhu HT, Lee SY, Wei BC, Zhou J. 2001.
“Case-Deletion Measures for Models With
Incomplete Data”.Biometrika. 88:727—-737.

Ve

464


https://ideas.repec.org/a/spr/stpapr/v54y2013i3p619-643.html
https://ideas.repec.org/a/spr/stpapr/v54y2013i3p619-643.html
https://ideas.repec.org/a/spr/stpapr/v54y2013i3p619-643.html
https://ideas.repec.org/s/spr/stpapr.html

