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FEKETE-SZEGO PROBLEMi UZERINE
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Ozet
a(0<a<l), A (0 £ A < 1) ve >0 olmakiizere

Re[z A2 D)+ @AD" )+ f'(z)j -0
Az°g"(2) +28'(2)

esitsizligini saglayan, /A birim diskinde tamml normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi

H((Z, ﬂ, /1) ile gosterilsin. g (Z), birim diskte

arg[z AZf "D+ QA+ DY "+ f(2) aj
A2 f"(2)+ 7 '(2)

<%,B (kel ,=0 {0}

esitsizligini saglayan, normalize edilmis analitik fonksiyonlarin Pa( ,3 , /1) ile gosterilen sinifina

ait bir fonksiyon olsun. f € H(O!, ﬂ,ﬂ) fonksiyonu f(z) =z+ a2z2 + a3z3 +... ile

verilsin. 3(2/1 +DhHu= 4(/1 + 1)2 oldugunda |a; — ,Lla; Sfonksiyoneli icin kesin iist smir
elde edildi.

ON THE FEKETE-SZEGO PROBLEM
Abstract

For ¢ (0<a<1), A (0LAL]) and >0, let H(a, B, 1) be the class of
normalized functions defined in the unit disk A by

Re(z A/ @)+ QA D @)+ f '<z>] S0,
Az°g"(2)+28'(2)

Let g (2), be the function belong to the class of normalized functions Pa ( ﬁ , ﬂ) which is
provide the inequality
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arg(z AL ")+ QA+ "+ f(@)

V4
— kel ,=0 0

in the unit disk A. For f € H(Ol,ﬂ,ﬂ) and given by f(z) =z +a2z2 + a3z3 +...,a
when 3Q2A+1)u = 4(A+1)°.

2
a, — Ha,

sharp upper bound is obtained for
1. GiRig

A={z:|z| <1} agik birim diskinde analitik,

f(Z)=Z+Zanz" (1.1)
n=2

bigimindeki fonksiyonlarin ailesi A olsun. Ayrica A birim diskinde analitik ve iinivalent olan
fonksiyonlarm smifi S ile gosterilsin A smifina ait bir f(z) fonksiyonu, bazi

a(0<La<l), ﬂ (0< ﬂ <1) degerleri igin
arg[m—aj <£,6’ (ze A 1.2
f(2) 2
esitsizligini saghyorsa, A diskinde ¢ tipi ,B mertebeden giiclii olarak yildizildir denir ve
5; (ﬂ) ile gosterilir.
Eger f € A fonksiyonu & (0<a<1), S (0< B<1) degerleri icin
arg[l+M—aJ <£,3 (ze A) (1.3)
f'(@) 2
esitsizligini saglyorsa, A diskinde & tipi ,B mertebeden giiclii olarak konvekstir denir
ve bu tiir fonksiyonlarin sinifi éa(ﬂ) ile gosterilir.
f(z)e A fonksiyonu, eger tim z€ A ve bam @ (0<a<l), 4 (0<AL]),

ﬂ 0< ﬂ <1) degerleri icin

arg(z A2 f"(R)+ QA+ "+ f(2) _a] .y
A7 " () +zf(2) 2

(1.4)

esitsizligini sagliyorsa, Pa(ﬂ, ﬂ,) sinifindadir denir.
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Burada ozellikle P,(f,0)=C, () esitligi vardir. £ € [] icin Fekete-Szego [3] analitik

tinivalent fonksiyonlarin § smnifi igin a; — ,uai‘ modiiliiniin maksimum degerini elde

icin iist simr bulma

etmistir. S nin degisik fonksiyonlarinda, degisik yontemlerle ‘a3 - ,uaj
problemi bir cok matematikgi tarafindan ¢calistmistir [4, 5, 6, 7, vs.].

Biz bu caliymada Kamali ve Akbulut [1] tarafindan negatif katsayili fonksiyonlar i¢in ¢alisilmig
C(n, i, &) smfim Fekete-Szegé problemi icin inceleyip, Jahangiri [2]’ nin yontemini

kullanarak ‘a3 - ,Uazz ‘ fonksiyoneli i¢in kesin iist sinir elde ettik.

1.1 Tamm: f, A ya ait bir fonksiyon, & (0<a<1), 4 (0<AL]) ve >0
olsun. Bu takdirde f € H(e, ,B, ﬂ) olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul
g(z) =Z +b212 +b3z3 + ... olmak iizere

. AZf"(2)+ QA+ Dz () + f(2)

A7°8"(2)+28'(2)
(1.5)

Re >0 (zeA)

esitsizligi saglanacak bicimde g € Pa( ﬁ y ﬂ,) fonksiyonunun var olmasidir.
Ayrica, H (¢, ,B, 0)=M/(«, ,B) esitligi kolayca yazilir. M (¢, ,B) simf1 Frasin et al. [8]

tarafindan cahsilmustir.

2. TEMEL SONUCLAR

Temel sonuglarimz tiiretmek i¢in asagidaki Yardimci Teoreme ihtiyacimiz vardir.

2.1. Yardimc1 Teorem: 1€ P olsun. Yani, h, A birim diskinde analitik ve zZ€ A igin
Reh(z) > 0 olmak iizere h(z)=1+ cz+ 62Z2 + ... bigiminde verilsin. Bu takdirde
5 2
|, Ll
S P,
2 2

esitsizligi yazilir [9].

September 2009 Vol:17 No:3 Kastamonu Education Journal



936 Halit ORHAN, Omer DURMAZPINAR, Hiikmi KIZILTUNC ...

2.2. Teorem: (1.1) ile verilen f(Z) fonksiyonu H (¢, ﬁ , ﬂ) sinifina ait olsun. Bu takdirde
0<a<l, 0SA<1, B21ve32A+D)u=4(A+1)* iin
‘a3 —,uazz‘ <
B[ 6[32A+Du—4A+1)* |+ a2 A+ -2 (A+1) a3 QA+Dw) |
3x12QA+1D)2-a)(A+ 1)’ (1-a)

)

[32(2/1+1)ﬂ—23(ﬁ,+1)2](1+2ﬁ—a)
" 3x12A+ DA+ 1) (1-a)

2.1)

esitsizligi yazilir.

ispat: f(z)e H(«, ﬁ,ﬂ) olsun. (1.5) ifadesinden ¢(z) =1+ q,z2+ q2z2 +... ile
verilen g € P ve S A icin

AZ "D+ QRA+DZ " () +7f '(2) = [ﬂzzg "(2)+zg '(z)] q(2) 2.2)
esitligi yazilir. (2.2) denkleminin her iki yanindaki aym dereceli terimlerin katsayilar1 esitlenirse,
4(A+Da, =q,+2(A+1)b, (2.3)

ve
3*(2A+1Da, = g, + 2(A+Dbyg, +3(2A+1)b, (2.4)

esitlikleri elde edilir. (1.4) esitsizliginden p(z) =1+ p,z+ p2z2 +... ile verilen pe P
ve 7€ A icin

A28 () + A+ D’ (D) + 28 (D) —a A2°g () +28'(2)]

=[2%" @D+ @ ()" e

esitligi yazilir. Boylece, (2.5) denkleminin her iki yanindaki aymi dereceli terimlerin katsayilar
esitlenirse,

2(1-a)(A+1b, = Bp, (2.6)
32-a)2A+1)b, = ﬁ( p,+ PO ®+a-l pf] @7
20-a)

esitlikleri elde edilir. (2.3), (2.4), (2.6) ve (2.7) ifadelerinden
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o 1 1, DA -FQA+ D,
G HhL = 32(2,1+1)( 2 ‘) P42 (A+1)224+1)

. [2Q+ -3 A+ p
D Ay @ ni-a) V0

B
FQA+)2-a)

1
(pz—gp

[24(/1+1) F2A A+ +3 A+ Dou-(82A+ )+ 2 A+ ) |
FxLA+H)PQA+N1-0)2-a)

poes)

esitligi yazilr. Simdi, a, —,Llaz2 ifadesinin pozitif oldugunu kabul edelim. Boylece
Re(a3— ,uaf ) degerini tahmin etmeye calisacagiz. D =2r€i9, q, =2Rei¢,

0<r<], 0SRLL, 0£0<27, ve 0P <27 olarak secilip, (2.8) esitliginde
2.1. Yardimei Teorem kullanilirsa,

PA+1)*=3(24+1
32(2/1+1)Re(a3—ﬂa22)=Re(q2_lq12)+[ (A+1)7-3% ),U]

2
€q,

2 £(A+1)
B 1, [23(/1+1)2—32(2/1+1)ﬂ]ﬁ
Fa TP T S ey P

[6x4(/1+1) +2(A+ D) +32 QA+ Dap - (6x32A+ D +2° (A +1)° a]ﬁ
£-a)A+1)}(1-a)

Re p;

2(A+1) -3 (2/1+1),u4R

<21-R)+
SR £(A+1) 0520
2(A+1) -3 (24+1
+ﬂ(1—r2)+[ ( +3) 2( i )ﬂ}ﬁ4chos(6+¢)
2-a 2(A+D)(1-a)

. [6x4(/1+1)2 +22(A+1)0? +3 QA+ Do - (6x32A+ Dy +25(/1+1)2a)] ik
£2-a) A+ (1-a)
FAH = F G 23 QA+ Du-2(A+1 a|p
A(A+1) P A+ (1-a)

4r* cos 20
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ﬁ2[6[3(2/1+1)ﬂ—4(/1+1)2]+a(25(/1+1)2—23(/1+1)2a—32(2,1+1)y] 28 |,
" A+ (-2 (2—0) ral

+—2’B +2=y(r,R) (29)
2—-«a

esitsizligi elde edili. 0<a<l, 0SA<L, B21 ve 32A+DHu=4(A+1)°

oldugunda &, 5, A Ve (L sabit olmak iizere W(r, R) fonksiyonunun r ve R ye gore kismi
tiirevinden,

W, W~ W) =2 BABA+) + 22 (A+ 1) +2012(A+1) 0B
+2A+D) ' a—4(A+1) =TB(A+1)*])
=36 Bu{6QQA+1)(A+1)’ B+2QA+1)(A+1)°
+20{ A+ DA+’ + A+ DA+’
—2QA+1D)(A+1)’ =4 BRA+1)(A+1)*]}<0
oldugu goriiliir. Bu nedenle W(r, R) fonksiyonu maksimum degerini sinirlarda alir. Boylece,
y(r,R)<y(ll)
Wi [6[3(2ﬂ+1)ﬂ —4(A+) [+ a2 A+ -2 A+ 1)20!—32(2/1+1),u):|
4A+D)(1-a)’2-a)

[3QA+Du-2A+1) [1+26-a)
" 4A+1)’(1-)

(2.10)

bicimindeki istenen esitsizlik bulunur.

p=4q = 2i ve P =q, = —2 yazildiginda, (2.1) icin esitlik durumu elde edilir. Eger
yukaridaki Teoremde A=1 yazilirsa, asagidaki sonug elde edilir.
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1. Sonug: f(z) fonksiyonu (1.1) deki gibi verilsin ve f(z)€ H(«, ,3, 1) olsun. Bu
takdirde 0 < @ <1, B>1 ve Qu =16 icin

B160u-16)+0(128-32a-27w)]  2f+1-a)(27u-32)

2l <
a; —Ha,|= 2
432(1-@)*(2-a) 432(1- @)
2.11)
kesin esitsizligi elde edilir.
Eger yukaridaki Teoremde A=— yazilirsa, asagidaki sonug elde edilir.

1
2. Sonugc: f(Z) fonksiyonu (1.1) deki gibi verilsin ve f(z)€ H(«, IB,E) olsun. Bu

takdirde 0 S @ <1, 21 ve 24 >3 icin

BlRu-3)+a4—a-w)] N Qp+1-a)(u-1)
I1-a) ' (2—a) 9(1-a)
(2.12)

‘a3 - ,uazz‘ <
kesin esitsizligi elde edilir.
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