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Ozet

Dyson, Ramanujan kongruanslan igin “rank” adimi verdigi bir sayma metodu gelistirdikten
sonra, Atkin ve Swinnerton — Dyer, ayrisimlarin rank’a gore ozelliklerini ve modulo 5, 7, 11’°e

gore kongruans ozelliklerini hesaplamak igin H(I -q ”)71 ayrisim fonksiyonunu q’nun 4., 6.
ve 10. dereceden bir polinomu olarak yazmislar ve bu polinomlarin katsayilarini sadelestirmek

i¢iny'deki (y = q™ ) kuvvet serileri arasindaki bir iligkiyi kullanmislardir. Bu ¢alismada Atkin ve

Swinnerton — Dyerin verdigi bu iliski genellestirilerek, ayrisim fonksiyonu 12. ve 16. dereceden
bir polinom olarak sade bir halde yazmak igin ¢ok kullanisl olan yeni sonuglar verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Ayrisimlar, Ayrisim Fonksiyonu, Teta Fonksiyonlar

A NEW IDENTITY FOR THE PARTITIONS

Abstract

After Dyson found a combinatorial method “rank” for the congruences given by Ramanujan,
Atkin and Swinnerton — Dyer wrote the partition function H(I - qr)71 as 4-th, 6-th and 10-th
degree polynomials in q to calculate the partition properties in terms of rank and the congruences

properties modulo 5, 7, 11 and they used a relation between the power series iny (y=q™) to

simplify the coefficients of these polynomials. In this paper, we generalize this relation given by
Atkin and Swinnerton — Dyer and we give some new results which are useful when the partition
function is written 12-th and 16-th degree polynomials in q in a simpler form.

Keywords: Partitions, Partition Function, Theta Functions

1.Girig
Sayilar teorisinde 6nemli bir problem tamsayilar1 parcalamaktir. Bir tamsayi

carpimsal ve toplamsal olarak iki sekilde pargalanir. Pozitif bir tamsayiy1 toplamsal
olarak pargalamak ile ayrisim teorisi ilgilidir.

Tanm 1. 4,24, >..21, >0 ve z;lli =n olmak iizere sonlu A= (4 1,...4,)

dizisine »’nin bir ayrisim1 ve bu dizideki her bir ﬂ,i pozitif tamsayisina parca denir. p(n)
ile n’nin ayrisimlari sayist gosterilir ve p(0):=1 olarak tanimlanir.
Ornek 2. 5’in ayngmlar; (5), 4 1), 3 2), 31 1), 22 1), 2111,
(1111 1D)dir (p(5)=7).

n biiyldiikce p(n) oldukga hizli biiyliyen bir sayidir. p(5)=7, p(10) =42,
p(20) =627, p(50)=204226, p(100)=190569292 ve p(200) =3972999029388 dir.
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{p(n)},, dizisinin iirete¢ fonksiyonu z p(n)g" serisidir ve
n=0

S pg" =[[—— <1 (1)
n=0 r=1 1_q

dir.

Ayrisim teorisinin hikayesi Ortagaga kadar uzanmasina ragmen ilk 6énemli sonuglar,
bu teorinin kurucusu olarak bilinen Euler tarafindan verilmistir. Bir ¢ok matematikgi bu
teoriye katkida bulunmustur. Bunlardan bazilar1 Legendre, Ramanujan, Hardy,
Rademacher, Sylvester, Selberg ve Dyson’dir. Bu teorideki doniim noktast 1919 yilinda
Hindistan asilli matematik¢i Ramanujan’in vermis oldugu asagidaki {i¢ kongruanstir:

p(dn+4)=0 (mod 5)
p(7n+5)=0 (mod 7)
p(1ln+6)=0 (modll).

Ramanujan bu kongruanslar1 vermis ve analitik yontemlerle ispatlamistir (6). Bu
kongruanslar bagka matematikgiler tarafindan da farkli yontemlerle ispatlanmistir fakat
en ilging olani1 1944 yilinda heniiz fizik boliimiinde 6grenci iken Dyson’m vermis
oldugu bir sayma teknigidir (4). Dyson bir ayrigimin rank’n1

“en biiyiik parca — parga sayis1”

olarak tanimlamustir. Rank, Ramanujan’m ilk iki kongruansmi ispatlayan giizel bir
sayma teknigidir fakat ti¢iincii kongruans i¢in netice vermemektedir. Dyson bunun
iizerine rank’a benzer bir teknik bulunabilecegini ve bu teknige de “crank” adin1 vermek
istedigini  belirtmistir. Dyson sadece iddialarda bulunmus herhangi bir ispat
vermemistir. Dyson’in tiim iddialar1 1954 yilinda Atkin ve Swinnerton — Dyer
tarafindan ispatlanmistir(2). Dyson’in crank’t 1988 yilinda Andrews ve Garvan
tarafindan bulunmustur (1).

Atkin ve Swinnerton — Dyer, Ramanujan kongruanslar1 ve Dyson’mn iddialarim
ispatlamak ig¢in kullanish bir yontem vermislerdir. Bu yontem, verilen bir m pozitif
tamsayisi i¢in ¢’daki bir kuvvet serisini, katsayilar1 y’de (v = ¢™) kuvvet serisi olan
g’nun (m — 1) —inci dereceden bir polinomu olarak yazmaktir.

Bu calismada, Atkin ve Swinnerton — Dyer’in notasyonunu tercih edecegiz ve m’yi
asal kabul edecegiz.

0

9. =] Ja-24"

r=1
ve

0

PGg):=lz4l, = 0. G a9, = [ [0-20"H0-2"¢") @)

r=1
olarak tanimlayalim. P(z,q) fonksiyonu 0< z < |z| <z, halka smirh bolgesinde tek

degerli analitik bir fonksiyondur ve asagidaki esitlikleri saglar:
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P(z"'q.9)=P(zq),  P(zq.9)=—z"'P(zq). 3)
a, m ile bolinmesin. Bu durumda (2) esitligini kullanarak
P(a): = B, (a):= POy y") = [ Ja =" )=y ) @)
r=1
PO): =P, (0): =] Ja-»") )
r=1

tanimlarin1 yapalim. Burada P(0), P(a) taniminda a yerine sifir yazilarak elde edilen bir
ifade degildir. (3) ten

P(m—a)=P(a), P(-a)=P(m+a)=—y ‘P(a) (6)
esitliklerinin saglandigr goriilebilir.

Atkin ve Swinnerton — Dyer, ayrisimlarin kongruans o6zelliklerini ve rank’a gore
ozelliklerini hesaplamak i¢in asagidaki iki lemmay1 kullanmislardir (2):

Lemma 3.
o (m=3)/2 1
—c(c+l) -1
[Ta-a’ =P > D°@c+Dq? P[’"z —cj (mod m). (7)
r=1 c=0
Lemma 4.

ebob(6, n)=1ve n=6A+u (u==I) olmak iizere;

(m-1)/2

[Ta-aH=c1* qz"”-“‘>p(0)[1 3 ™ P(zc)] ®)
r=1

c=1 P(C)

dir.
Atkin ve Swinnerton — Dyer, sadelestirmeler i¢in P(a) kuvvet serileri arasindaki bir
iliskiye ihtiya¢ duymuslardir. Bu iligki Lemma 5°te verilmistir.

Lemma 5: b,c,d,b+c,ctd,b+d lerin hig birisi m ile boélinmesin. Bu durumda
P2(b)P(c +d)P(c—d)— P*(¢)P(b+d)P(b—d)+ y ™ P>(d)P(b +c)P(b—c) =0
dir.

Lemma 5, m =5 durumunda sonu¢ vermez. m = 7 i¢in tek esitlik, m = 11 durumunda
10 esitlik ve m = 13 igin ise toplam 20 esitlik vermektedir.

Hirschhorn,
© L. 2 2
—(Bm“+3m+3n~+n)
B[ Ta-¢"" = S 0™ {6m+3)6n+1)~ (6m+3)6n-+1)* Jg

n=l m,n=—ow

0zdesligini vermistir (5). Bu 6zdeslik
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lasq), [biq] labsq) b "], (@02 =|a*:0% | (@%:) 2 PP s ], - BlpPa 4%, |
~ab™ [b3;q3L(q3;q3)fo { [a3q;q3L —a[a3q2;q3L}
Winquist 6zdesligi (8) ve

[z:9).(4:9). = Z( " Zmgmm=h/2

Jacobi tiglii garpimi kullanilarak diizenlenirse

o0

[Ta-4")" = P>©P@)P@)P()PO) + 37> B)PA)P(6)g - 4P> (6)PDP()q”

r=1
—4PQ2)P3)P(5)P(6)g° P> (S)P(2)P(3)g* +[-2P(2)P(3)P(4)P(6)
+6P(1)P(4)P(5)P(6) + 5yP(1)P(2)P3)P(5)|¢° + y> P2 (1) P(2)P(3)¢®
—4P(1)P(2)P(3)P(4)q” + 4P (4)P(1)P(5)q® —3P*(2)P(4)P(6)q’
+ P()PB)P(4)P(6)¢"" —3P1)P()P(4)P(5)g"!
+3P(1)P(2)P(5)P(6)q" } (mod 13)

bulunur. Lemma 3,

o0

[Ta-a"=

r=1
P(O){P(6) —3P(5)g —11yP(1)¢*> + 5P(4)q> —TP(3)q® + 9P(2)q10} (mod 13)

kongruansini ve Lemma 4 ise

H(l )= (0){10(4) P(6)_qu(2)+q5P(5)+q7 o P(l) 12@}

+q'y
Po) PO P() P(4) P(6) P(5)

esitligini verir.

12[(1—61’)1012[(1—61’)3 = 12[(1—61’)13 = ﬁ(l—y’)
r=1 r=1 r=1 r=l1

= P(0)P(1))P(2)P(3)P(4)P(5)P(6) (mod 13)

kongruansinda H 1-¢"H)'", H (1-¢g") ve H (1-¢") ifadeleri yerine yazildiginda
r=1 r=1 r=l1

¢° hari¢ ¢’nun diger tim katsayilari Lemma 5’den elde edilen 20 denklem ile
sadelesmesi gerekirken asagidaki yeni esitlikle karsilagilmaktadir:
yP()P(2)P(3)P(5) — P(2)P(3)P(4)P(6) + P(HP(4)P(5)P(6)=0.
Bu esitlik akla Lemma 5’in bir genellestirmesinin oldugunu getirmektedir. Bu

genellestirme 3. boliimde eliptik fonksiyonlar ve teta fonksiyonlar1 kullanilarak izah
edilecektir.
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2. Teta Fonksiyonlan ve Eliptik Fonksiyonlar
P(a) kuvvet serileri aslinda Jacobi Teta fonksiyonlari olarak karsimiza ¢ikmaktadirlar. 7

kompleks iist yar1 diizlemde bir nokta ve ¢:=e”™" olarak tanimlayalim. Bu durumda
|q| <1 dir. Teta fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimlanirlar (7):

0,(z,q) = ~2i z(‘l)" q(n+1/2)ze(2n+1)m'z _ z(‘l)" q(n+1/2)2 Sin(2n + 1)z

n=—0 n=0
= 2 . 2 2
92(2,6]) — zq(nJrl/Z) e(2n+l)mz _ 2zq(n+l/2) COS(2I’! +l)Z
n=—0 n=0

05(z,q) = anzezmz =1+ 2Zq"2C0s2nZ

n=—oo n=0
Ou(z.q) = D (-"q" ™ =1+ (-1)"q" Cosnz.
n=—oo n=0

Bu fonksiyonlar z’nin qua — fonksiyonlaridir. Yani bir gergek periyodlari ve bir de
yar1 periodlar1 vardir. Ornegin 6,(z,q) nun gergek periyodu 7, yari periyodu ise

T dur. Ayrica 0 z’nin tek, digerleri ise ¢ift fonksiyonlaridir. Teta fonksiyonlar1 P(a)
kuvvet serileri ile agagidaki gibi ifade edilebilirler;

0,(z.q)=iq" "z *P(z,4*)P(¢*.q%)

0,(z.q) =¢"*z"*P(~2,¢>)P(q*.q7)
03(2.9) = P(-24.4")P(q°.q°)
04(z.9) = P(20.4°)P(¢°.4°).

Teta fonksiyonlar1 arasindaki iliskiler arastirilirken kullanilan en temel yontem Teta
fonksiyonlar1 ile bir eliptik fonksiyon insa ettikten sonra eliptik fonksiyonlarin
ozelliklerini kullanmaktir.

Tamm 6. Kompleks sayilar {izerinde meromorfik ve iki periyodlu bir fonksiyona eliptik
fonksiyon adi verilir. Eliptik fonksiyonun periyodlar1 arasinda kalan paralel kenar
“hiicre” olarak isimlendirilir ve bir eliptik fonksiyonu bir hiicrede incelemek yeterlidir.

Eliptik fonksiyonlarin asagidaki iki 6zelligine ihtiya¢ duyacagiz (3), (7):
e £, eliptik fonksiyonunun kutup noktas1 yoksa f sabit fonksiyondur (Lioville).

e f eliptik bir fonksiyon ve ¢ kompleks bir say1 olmak iizere, f(z) = c esitliginin

koklerinin sayist ¢ sayisindan bagimsizdir ve f (z)’nin kutuplarinin sayisina
esittir (bu sayiya f'nin mertebesi denir).

3. Lemma 5’in Genellestirilmesi

w,x,y,z ile w',x',y',z" kompleks sayilari
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2w'=—w+x+y+z
2X'=w—x+y+z
2y'=w+x—y+z
2 =w+x+y-z
esitlikleri ile bagintili olmak tizere
[r]:= 6,6, (x)6,(»)0,(2)

Ve

1] = 6,6, (16,116, (=)

tanimlarin1 yapalim.

(1] +[] +[3] +[4]
T(z)= [3]
fonksiyonu periyodlar1 7 ve zz olan bir eliptik fonksiyondur. Ayrica 7°(z) nin bir tek
kutup noktasi olabilir ve bu nokta da 6,(z) nin sifiridir. Dolayisiyla T eliptik

fonksiyonunun mertebesi <1 dir, fakat eliptik fonksiyonlarin mertebeleri 2 den biiyiik
veya esit oldugundan dolayr bu nokta 7(z) nin kutup noktasi olamaz. Dolayisiyla

Liouville teoreminden 7'(z) sabit bir fonksiyondur, yani

T(z)=4
olacak sekilde bir A kompleks sayisi vardir ve buradan da
A= 1] + ] + B + 4] ©
yazilir. (9) ifadesinde w=x =y =z =0 alinirsa 4 =2 bulunur. Yani
2= 1] + ] + B + 4] (10)

olur. (10) da w,x,y,z degiskenleri %ﬂ artirtlirsa

24)=[] -] + ] + 4] (1)
ve (10) ile (11) de w,x, y,z degiskenleri %m artirlirsa sirastyla

2L)=[] +[o] +[] - [4] (12)

2)=] +R] -] +[4] (13)
elde edilir. (10), (11), (12) ve (13) esitliklerinden

24] =[]-[2]+ 3]+ [4] (14)

bulunur. (14) de w,x, y,z yerine sirasiyla w,—x,—y,—z alinirsa
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294[—w—x2—y—z)94[w+ x;y—zje{w—x;—y—zj94[w—x;y+zj
= 0, (W0, (=x)0, (=)0, (=2) = 0,(W)0, (=x)0 (~1)0, (~2) (15)
+03(W)0; (=x)03(=)03(=2) + 04, (W)04(=x)04 (-1)04 (~2)

ve (14) de bu kez w,x, y,z yerine sirastyla —w,—x,—y,—z alinirsa

294(w—x—y—2)94(—w+x—y—z)94(—w—x+y—z)94(—w—x—y+z)
2 2 2 2
= 6, (=w)0,(=x)0, (=)0, (=2) = 0, (-w)0, (—x)6, ()0, (~2) (16)
+03(-w)0;3 (=x)05 (=05 (=2) + 04 (=)0 (=x)04 (=)0 (=2)
elde edilir. (15) esitliginden (16) ¢ikarilip 6,(z) nin tek fonksiyon ve digerlerinin ise

¢ift fonksiyon olmasi ger¢egi géz oniine alinirsa

6, (w)0,(x)0,(»)0,(2)

+94(—w—x2—y—zj94(w+x;y—zje{w—x;—y—zj94(w—x;y+zj=0

bulunur. [a] = [a;q]OO olsun. (17) ifadesinde o =e*™,f =e*™,y =e*¥,¢ =e** alnip

q2 — g yazilirsa

(@pr) "¢ [e]lBliyllc]-
[(aﬁflyflgflq)l/z] [(ailﬂyflgflq)l/z] [(a—lﬁ—lyg—lq)l/Z] [(a—lﬁ—ly—lé/q)l/Z]_'_
prca ™2 ke ¢ )2 l@p e 9 s ) 2 )= 0
esitligi elde edilmis olur. Son olarak «,fB,y,{ ve g yerine sirasiyla y?, yb, ¥, yd
ve y" yazilirsa asagidaki teorem ispatlanmus olur.
Teorem 7. m,a,b,c,d pozitif tamsayilar,
e m—(a+b+c+d)
2
olmak iizere a,b,c,d,a+x,b+x,c+x,d+x,a+b+x,a+c+x,a+d+x’ lerin higbirisi
m ile bolinmesin. Bu durumda
y*P(a)P(b)P(c)P(d)— P(a + x)P(b+ x)P(c+ x)P(d + x)
+P(x)P(a+b+x)P(a+c+x)Pla+d+x)=0

dir.
m asal olarak secildiginde acik olarak a+ b +c+d toplami bir tek sayr olmalidir.
Bu yiizden a,b,c ve d ‘nin hepsi ayn1 anda ya da ikiser ikiser esit olamazlar. m = 5 igin
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Lemma 5 ve Teorem 7 herhangi bir iliski vermez. m = 7 i¢in Teorem 7de a+b+c+d
nin alabilecegi tek deger 5 dir ve bunun i¢in de (a,b,c,d)=(1,1,1,2) segilebilir. Bu
degerler
yP ()P(2) - P*(2)P(3) + P*(3)P(1) = 0
esitligini verir. Bu ise Lemma 5 in m = 7 i¢in verdigi sonugla aynidir. m = 11
durumunda Lemma 5 toplam 10 esitlik verirken Teorem 7’den de bu 10 esitlik elde
edilir. m = 13 durumunda Lemma 5 toplam 20 esitlik verir. Teorem 7 ise bu 20 esitligin
yant sira (a,b,c,d) =(1,2,3,5) se¢imi ile
yP()P(2)P(3)P(5) — P(2)P(3)P(4)P(6) + P()P(4)P(5)P(6) =0
esitligini verir. m = 17 durumunda Teorem 7, Lemma 5°den elde edilen 56 esitligi
verdigi gibi (a,b,c,d) i¢in (1,2,3,5), (1,2,3,7), (1,2,4,6), (1,3.4,5), (1,2,3,9), (1,2,4,8),
(1,2,5,7), (2,3,4,6) secimleri ile sirasiyla asagidaki yeni esitlikleri vermektedir;
> P()P(2)P(3)P(5) — P(4)P(5)P(6)P(8) + P(3)P(6)P(7)P(8) = 0
y2P(1)P(2)P(3)P(7) — P(3)P(4)P(5)P(8) + P(2)P(5)P(6)P(7) =0
2 P(1)P(2)P(4)P(6) — P(3)P(4)P(6)P(8) + P(2) P(5)P(7)P(8) = 0
y2P(1)P(3)P(4)P(5) — P(3)P(5)P(6)P(7) + P(2)P(6)P(T)P(8) = 0
yP(1)P(2)P(3)P(8) — P(2)P(3)P(4)P(7)+ P(HP(4)P(5)P(6) =0
yP()P(2)P(4)P(8)— P(2)P3)P(5)P(8) + P(1)P(4)P(6)P(7)=0
yP()P(2)P(5)P(7)— P(2)P(3)P(6)P(8) + P()P(4)P(T)P(8) =0
yP(2)P(3)P(4)P(6) — P(3)P(4)P(5)P(7) + PQ)P(6)P(T)P(8) =0
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