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Ozet

Bu makalede yo6netim siireci incelenmistir ve ¢oziilmiistiir. Adi gegen yonetim
slireci ise birinci mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem
yardimiyla verilmistir. Bu diferansiyel denkleme t=o0 noktasinda baslangi¢ sart ve
n noktalarinda x, <x, <...<Xx,

Sinir kosullar verilmistir. Burada yonetim kriteryumu intergral kare fonksiyo-
neldir, bu fonksiyonel sistemin durumunun son haline ve n tane yoOnetim
parametrelerine baglidir. Optimalliginin sartlarim belirtmek i¢in fonksiyonelin
artmas! metodu uygulanmaktadir [1] ve burada elde edilen lineer olmayan kismi

tiirevli diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in ek argiimanlar metodu uygulan-
maktadir [2]

Anahtar Kelimeler: yonetim siireci, kismi tiirevli diferansiyel denklem,
fonksiyonelin artmas1 metodu, ek argiimanlar metodu.

METHOD OF ADDITIONAL (SUPPLEMENTARY) ARGUMENT
IN THE PROBLEM OF MINIMIZATION OF INTEGRAL,
QUADRATIC FUNCTIONAL IN CORRELATIONS IN THE FORM OF
NONLINEAR EQUATION WITH PARTIAL DERIVATIVES

Abstract

The problem of operation of process, which is described in the form of nonlinear
differential equation with partial derivatives of the first serious, to which the
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initial hypothesis (t = 0) and the serious of sequence n points x;, < x, <...<X,

are associated are being solved. The quadratic functional is the criterion of
quality of control which depends of final state of system and total combination n
of controlling parameters. The method of increment of functional for getting of
hypothesis of optimum is being used [1], and the Method of additional argument

(MAA) [2] for determination of nonlinear equations.

Key words: operation of process, nonlinear differantional equatior, metod of
additional argument.

Problem hakkinda. Lineer olmayan kismi denklem

ow(t ow(t <

%’X)'Fl//(fax)%:Zu[(t)ﬁ(t,x),te[O,T],xeR (1.1)
! ! i1

formuluyla yonetilebilen nesneyi

w(0,x) =y, (x),x€R (1.2)
baslangi¢ sartini, ve

w(t,x,)=g,(),te [O,T],x1 <x, <..<Xx, (1.3)

siir sartlarmi tammlasin. Bu nesneyi y,(x) € L(R) uzayinda; [0,7]xR bolgesindeki

tanimlanan fonksiyonlar: f;(¢,x),i =1,2,....n, g,(¢) i =1,2,...,n,

Wo(x;)=g,(0),j=1L2,...n (1.4)
olsunlar.
u(t) = (u, (1)1t (t)seonyt, (1)) € U < L2[0, T] (1.5)

sartini ui(t),l' =1,2,...,n, kabuledilebilen y&netici fonksiyonlar1 sagladigmm ileri

surelim.

Yukarida ifade edilen gartlar da kabuledilebilen her yonetici fonksiyonu u(t) i¢in [0, T ]

araligmin her noktasinda (1.1) denklemini saglayan ve x € R (1.2), (1.3) kosullarina
uyan tekanlamli ¥/ (¢, x) fonksiyonu karsilanmaktadir.

Problemin 6z Yapisi

(1.1) = (1.3) ifadesinin ¢éziimii y° (,x), ve u = u’(t) icin
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J[U]=f[W(T,X)—V/I(X)]zdx+ﬂf2n:uf(t)dt (1.6)

0 i=1
karesel integral fonksiyonelinin en az degere sahip olmasi i¢in; kabul edilebilen yonetici

fonksiyonlarin 4° (¢) = (u? (¢),u, (¢),...,u’ (¢)) vektor- fonksiyonunun teskili edilmesi.

Burada 7" —y6netim zamanimi ifade eden bir sabit, y, (x) verilen fonksiyon, L*(R)

Hilbert fonksiyonel uzayina aittir.

Coziim teklifi

Optimalhgin sartlar

Keyfi olarak u(t) = (u,(?),u,(t),...,u,(¢)) kabul edilebilen ydnetici vektor-

fonksiyonunu olarak segelim, (1.1)—(1.3) bagintilarinda verilen problemin ¢dziim

ifadesini y/(¢,x) ile gosterelim. Yonetici u(t) = (u,(¢),u,(t),...,u,(t)) vektor-

fonksiyonuna bir Au = (Au,,Au,,...,Au, ) artmasi onerelim, buna karsihk gelen

w (¢, x) fonksiyonun artmasimi da Ay ile ifade edelim. Bu durumda; Ay (z, x)

Ay, +yAy +Apy, +AyAy, = Au,(t) f,(,x) =0 (2.1)
i=1

denkleminin ¢6ziimii olur.

(1.5) no’lu ifade dikkate alinirsa, J [u] fonksiyonelinin artmasi ise:

M) = 2 [y (T x) =y, DAY T, ) + 28, (1) () +

i=1

+ j [Ap (T, %) dx+ B [Au,(0)] dt 22
R i=1

Seklinde olur.

Simdi agagida verilen sartlara tabi olan

lim @(z,x) = lim ®(z,x) = 0,V €[0,7] (2.3)

keyfi olarak segilen ®(t,x) € W, ([O,T ]xR) fonksiyonunu inceleyelim: Bu
durumda
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i=1

JT‘J‘d)(t, x){l//t (6, x)+y(t, )y (t,x)— Zn:ui (1, x)}dxdt =0 (2.4)

no’lu ifadeyi tesis ederiz. Bu esitligin sol tarafini A[CD, v,u ] ile gosterirsek; buradan

T

AA[CD,w,u]z Ij@(t,x){Awt +yAy  +Ayy +AyAy -
0 R

- Zn:Au,- (O f,(t,x) Jdxdt =0

yazabiliriz. (2.1) ve (2.3) no’lu ifadenin yardimiyle kismi integrasyon yaparak yukarida
verilen tanimi;

A,y u] = [T, )Ap(T, x)dx — [ [ Ay (£, )@, (1, %) +

+y(t,x)D (1,x) + %A w(t,x)® (t,x) jdxdt—

T

-[] CD(t,x)Zn: Au,(£) f,(t,x)dxdt = 0 (2.5)

olarak tanimi yeniden yazariz ve (2.2) no’lu ifadeyle toplarsak

A u]= [ 2y (T.x) — y, (0] + BT )} Ap(T, x)dx +

0 i=1

i .Ton:Aui (z){z pu, - [ 1., x)q)(t,x)dx}dt _

[[Ave o[, +yo Jisas+ [[ayer, o F

+ ﬂj Zn: [Au, ()] dt - % T I @ (1, 0)[Aw(t,x)] dxdt. (2.6)

esitlik bulunur.

Buraya kadar, ®(z,x) € W, ([O, T]xR) bir keyfi fonksiyon olarak ileri siiriilmiistii, ama
simdi bu fonksiyon
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@, (t,x) +y(t,x)® (1,x) =0, €[0,T] x € R, (2.7)
O(T,x) = -2[y(T.x) -y, (0] x e R, (28)
probleminin genellestirilmis ¢oziimiidiir diyebiliriz. Burada y(¢,x)— (1.1) ve (1.3)
ifadede verilen problemin u(t) = (u,(),u, (¢),...,u, (t)) yonetici vektor- fonksiyonuna

karsilik gelen ¢oziimiidiir. y/, (x) ise (1.5) no’lu ifadenin fonksiyonudur. Burada (2.7),(
2.8) probleminin genellestirilmis ¢6ziimii diye her @ (¢, x) € W, ([0, T ]xR) icin

[y (T,3) =y, )]+ (T, 0)}" (7, x)dx -

R

T

- j j O (1, )@, (1,x) + w (1, x)® (1, x) Jdxdt = 0 (2.9)

integral esitligini sagliyan @(¢,x) € WZO’l ([O,T ])CR) fonksiyonuna denir.

Diger taraftan @ = Ay olarak ileri siiriiliirse (2.6) ve (2.9) ifadelerinden

AJu]= }Z {2 pu, () - [ £, x)(D(t,x)dx}Au[ Byt + [[Ay (T, )] dx +

0 i=1

* H{ﬂi[Au,-(f)]z —%CDX(I,X)[AW(t,X)]Z}dxdt (2.10)

esitligini yazariz.
Buraya kadar; u(t) = (u, (¢),u,(),...,u,(t)) gelisi giizel bir yonetici vektor-fonksiyon
idi, w(¢,x) ise (1.1) ve (1.3) probleminin ona karsilik gelen ¢dziim sekiliydi. Simdi,

(2.10) ifadede wu=u’,py =y’ @ =®°, dersek, kabul edilebilen her ydnetici
fonksiyonun artmasi olan Au(t) = (Au,(¢),Au,(?),...,Au,(¢)) ve, buna karsilik gelen

v (t, x) fonksiyonun artmas1 A/ (Z,x) igin

- TZ Au, (z){ [ £t 00" (¢, x)dx — 2 pu (t)}dt +

0 i=1

+ [[Ap(T,)F dx+ j | {ﬂi[Au,. o] - %cpx ¢, 0[Aw @, x)] }dxdt >0 (211

i=1
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esitsizligini kurabiliriz. Bu esitsizligin sol tarafindaki 2 inci ve 3 iincii terimlei
Au,;,(i=1.2,..,n) ve Ay ifadelerinin ikinci derecelerine bagli olduklarindan (2.11)

esitsizlinin isareti onun 1 inci teriminin igaretine denktir.
O halde; uo(t)=(uf(t),u§(t),...,uf(t)) yonetici fonksiyonunun ve (1.1) — (1.3) de

verilen problemin ¢oziimiiniin de y° (¢, x) ’in optimal olmasinin gerek sart::

w’(t,x) fonksiyonuna eslenik fonksiyon olan ®°(¢,x)’in ve her kabuledilebilen
Au(t) = (Au, (1), Au, (t),..., Au, (¢)) igin asagida verilen esitsizlik saglansin:

IiAui(t) [ £t 000" (&, x)dbx 2 u] (2) |dt < 0. (2.12)

0 =1 R
Bu ifade de verilen esitsizligin keyfi her artist igin Au(z) = (Au, (¢), Au, (¢),...,Au, (1))

saglandigidan sirastyla Au = (Au,,0,0,....0), Au=(0,Au,.0,...0),.... Au=/(0,0,0,...,Au,)
artmalarini (2.12) deki yerine koyarsak;

[ £:,00° (1, x)dx =2 ful (1) < ONi =12,...,n (2.13)

R

Seklinde yazmis oluruz.

Simdi

H (0" ,ul) =ul [®° fidx - @), i=12,..n, (2.14)
R

yazar, ve bunu (2.13) esitsizliklerinin yerine her kabul edilebilen yonetici fonksiyonlar
icin

T

[l @ )~ H@ e <0, i=12...n (2.15)

0

esitsizliklerini tesis edeiz.

Bu meyanda; (2.15) no’lu esitsizlik ifadesi

H,(®°,u)=max H,(®°,u,),i=12,...,n, (2.16)
‘ya denktir. Burada esitlik her indis i(i =1,2,...,n) i¢in [0, T] araliginin hemen hemen

her noktasinda gegerli olup, maksimum olmasi halinde (1.5) ifadesine tabi olan her
u,,(i =12,...,n) yonetici fonksiyonlari i¢in alinabilir.
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Teorem (Maksimum Prensibi). Kabul edilebilen yénetici fonksiyonun ve
(1.1) = (1.3) probleminin ona karsilik gelen w°(t,x) ¢oziimiiniin optimal olmalart igin
gerek sartt H,,i=12,..,n, fonksiyonlarimin (2.16) esitliklerini saglandirmalaridir.

Burada ®°(t,x) ise (2.7), (2.8) probleminin y =y " (t,x) e karsilik gelen ¢oziimiidiir.

Optimal Yoneticinin Diizenlenmesi
Keyfi olarak alinan
—oo<u,(t) <+ ,i=12,.,n,t[0,T]

bolgesinde kabul edilebilen fonksiyonlar bulunsun. Bu durumda (2.16) no’lu ifadedeki

esitlikten u;) optimal yonetici fonksiyonlarmin

u () = i [ £ 0@ 0)dx,i =1.2,....n.

esitligini saglar.
Bu durumda problemimiz 4° = (u,u?,..,u’), y° ve ®° fonksiyonlarm (1.1), (1.3)

ve (2.17) sartinin yardimiyla:
@, (1,x) +y(t,x)® (t,x)=0,t €[0,T] x e R, (2.18)
O(T,x) = 2[y(T,x) -y, (x) xR (2.19)

problemine doniismiis olur.

Problemin Lineer olmayan integral Denklem Sistemine Déniisii

(1.1), (1.3) ve (2.17), (2.19) ifadesine doniismesi i¢in ek degiskenler metodunu — EDM
[2,3] ele alalim. Bu amagla (1.2) no’ lu ifadede verilen esitlikte 7 * nin yerne p’ yu ve

X’ in yerine (¢, p,x) formiiliini
t

v(t, p,x) = x = [p(z,v(t,7,x))d7 (2.20)
P

Yerlestirirsek ve elde edilen denklemden 0’ ya gore 0 dan s ye kadar (0<s<T )
integralini alirsak sonugta:

w(s,v(t,s,x) =y, (x— j v(r,v(t,7,x))d7r)+
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+[ Y (o) (px= [yt r mdedp. e
0 =1 P

Buluruz, ve:

Wi(t,s,x)=w(s,v(t,s,x)) (2.22)

olarak gosterirsek (2.21) no’lu ifade de verilen denklemi lineer olmayan integral
denklemi seklinde yazabiliriz, ve:

w(s,v(t,8,x)) =y, (x— jW(t, 7,x)d7) +

+ IZ u,(p) f,(px = [W(t.7.x)d7)dp (2.23)

0 i=1

W(t,s,x)|._,=w(t,x) oldugundan (2.23) no’lu esitlikten:

s=t

v(t,x)=y,(x— j W(t,t,x)dr)+

+jzn:ui(p)ﬁ(p,x—jW(t,z’,x)dr)dp (2.24)

o i=l
yazilir.
Benzer diisiincelerle (2.18), (2.19) no’lu problemin ¢6ziimii bulunabilir.

(2.18), (2.19) ifadelerde 7 ‘yi p ile X’ iise v(t, p,x) ile (2.20) ifadenin yardimiyla,
degisimden sonra meydana gelen denklemi p’ ya gore: 0 ‘dan s ye kadar (0<s<T)
integral alirsak:

D(s,9(t,5,x)) = 2w (T, v(t,T,x)) -y, ((t,T,x))]

esitligini yazariz. Buradan (2.20) no’lu ifade de verilenleri dikkate alir ve § = olarak
yazarsak

O(t,x) = =2 W(t,T,) —, (x + [ W (t, 7, x)de (2.25)

esitligini buluruz. (2.17) den ve (2.25) ten



Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlere Bagh integral Karesel Fonksiyonelinin ... 81

T

u, (1) = —% [0 W@ T,x) -y, (x+] W(t,r,x)dz’}dx (2.26)
R t
ifadesini buluruz. s = T koyarsak (2.23) ten

Wt,T,x)=y,(x —jW(t,r,x)dr) +

+| Z":u,.(p) £ (p,x— jW(t, ,x)d7)dp - (2.27)

o i=l

esitligini buluruz. (1.3) ve (2.24) ten yine 7 esitliklerini aliriz:

gj(t) :l//O(xj _jW(t:Taxj)dT)"_

+| Zn:u[(p) fip.x, = [W(t,7,x,)d)dp - j=12.m. (2.28)

0 i=1

Boylece n + 2 tane bilinmeyen W(t,s,x),W (¢,T,x),u,(t),u,(t),...,u,(t) fonksiyonlarini

belirtmek i¢in n + 2 tane (2.23), (2.26), (2.27) ve (2.28) no’lu esitliklerden olusan lineer
olmayan denklemleri alinmistir.

Sonug¢

Teorem 2. Diyelimki:
Dy, ()., (x) e (RN C'(R);

2) £,(t,x), f,(t,X),..., [, (t,x) € L* ([0, TIkR)N C ' ([0, T ]xR);

3) F(t)=(f,(t,x,)). ., matrisinin her t € [0,T] icin tersi var, yani 3 F\(t).

O zaman yeterli derecede kiigiik olan T >0 igin (2.23), (2.26), (2.27) ve (2.28) lineer
olmayan integral denklem sisteminin L*([0,T [x[0, T xR)xI? ([0, T xR)xL*[0,T] uzayina
ait olan bir tek ¢oziimii var.

Ispat etmek i¢in Banah’in kisitlanan déniisiimler teoremi uygulanir.
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