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Oz
Bu calismada oncelikle I-dizisel siirekli, |-dizisel agik ve I-dizisel kapali fonksiyonlar tanitilmistir. Daha sonra,
Hausdorff uzaylardan daha genis bir yap1 olan I-dizisel Hausdorff uzaylarmn tanimi ve bazi 6zellikleri verilmistir.
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Abstract

In this study, we first introduce the notions of I-sequentially continuous, I-sequentially open and I-sequentially closed
functions. We also give the definition and some properties of a I-sequentially Hausdorff space, which is a wider

structure than a Hausdorff space.
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1. Giris

Reel sayilar kiimesindeki yakinsaklik kavram
istatistiksel yakinsaklik kavramina genisletilmistir
(Fast, 1951; Schoenberg, 1959). N, dogal sayilar
kiimesinin bir alt kiimesi K olmak tizere, |K,|,
K, = {k € K: k < n} kiimesinin eleman sayisini
gostersin. Bu durumda

K,
d(K) = lim M

n-oo N

limiti mevcut ise bu limit degeri K kiimesinin
yogunlugu olarak tanimlanir (Niven, 1980;
Halberstem ve Roth, 1993).

(x,) reel terimli bir dizi olmak tizere her € > 0
icin

K(E) ={k eK:|x, — 1| > &)

kiimesinin dogal yogunlugu sifira esit ise (x;)
dizisi | degerine istatistiksel yakinsaktir denir
(Fast, 1951; Schoenberg, 1959).

Daha once bir topolojik uzayda dizisel acik ve
dizisel kapali kiimeler yardimiyla birgok 6zellik
yeniden ele alimmustir. Bu tanimlar
genellestirilerek ~ G-yakinsaklik  kavramu  ile
topolojik uzaylarda G-dizisel agik kiime, G-dizisel
kapali kiime, G-dizisel siireklilik, G-dizisel
irtibathilik gibi konular incelenmistir (Cakalli,
2011, 2012; Cakalli ve Mucuk, 2013; Mucuk ve
Sahan, 2014). Bu c¢alismalarda elde edilen
sonuclar, birinci  sayilabilirlik  aksiyomunu
saglayan Hausdorff topolojik gruplar icindir.

Reel sayilardaki istatistiksel yakinsaklik kavrami
bir 1 ideali yardimyla I-yakinsaklik kavramina
genigletilebilir. Bu alanda istatistiksel yakinsaklik
ve l-yakinsaklik kavramlari ile ilgili tanim ve
teoremler verilmistir (Kostyrko vd., 2001, 2005).

Pal (2014) ise bir I ideali yardimiyla I-dizisel agik
ve |-dizisel kapali kiimeleri tanimlamistir. Ayrica
topolojik uzaylarda I-dizisel kompaktlik kavrami
ve baz1 Ozellikleri verilmistir (Banerjee ve
Banerjee, 2015).

Dizisel acgik kiimeler yardimiyla yapilan dizisel
Hausdorff uzay tanimi, bu uzaylarm Hausdorff
uzaylarla iliskisi ve baz1 dzellikleri Akiz ve Kocak
(2019) da verilmistir.

Bu ¢alismada, ilk olarak I-dizisel acik ve I-dizisel
kapali fonksiyonlar tamtilmistir. Daha sonra I-
dizisel acik kiimeler yardimiyla, Hausdorft uzay
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kavramindan daha genis olan I-dizisel Hausdorff
uzaylarin tanimi ve bazi 6zellikleri verilmistir.

2. Temel Tamm ve Teoremler

2.1. Tanim: X bostan farkl bir kiime I ¢ 2¥sinifi
X in alt kiimelerinin bir smifi olsun. Bu durumda
asagidaki sartlar saglanmiyor ise | ya X in bir ideali
denir.

0] ABeliseAUBE],
(i) A€el, Bc AiseB € du.

Eger I # {0} ve X ¢ I ise | ya asikar olmayan
ideal denir. Eger | her tek nokta kiimesini igeriyor
ise | ya uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2001).

Bundan sonra X bir topolojik uzay ve | da N dogal

sayilar kiimesinin bir asikar olmayan ideali olarak
kabul edilecektir.

2.2. Tamim: (x,), X de bir dizi, x € X ve ] c 2N
asikar olmayan bir ideal olsun. Eger x in her U
actk komsulugu i¢in {n € N: x,, € U} € I ise (x,)
dizisi x elemanina l-yakinsaktir denir (Lahiri ve
Das, 2005).

Bu durumda x noktasina (x,) dizisinin I-limiti
denir ve I — lim x,, = x olarak gosterilir.

2.3.Not: Eger | bir uygun ideal ise bu durumda
yakinsaklik kavrami |-yakinsakligr gerektirir.
Eger | ideali yalmizca sonlu kiime igeriyor ise bu
ifadenin tersi de dogrudur.

2.4. Tamim: 0 € X ve I c 2N asikar olmayan bir
ideal olsun. Eger I-limiti O da iken kendisi 0¢ de
olan bir dizi yoksa O kiimesine |-dizisel a¢ik
kiime denir (Pal, 2014).

2.5. Tamim: O € X ve I c 2N agikar olmayan bir
ideal olsun. (x,), K da bir dizi ve I —limx,, = x
iken x € K ise K ya I-dizisel kapali kiime denir
(Pal, 2014).

2.6. Onerme: Her acik kiime |-dizisel aciktir.

ispat: A € X acik bir kiime, (x,,) dizisi A° da bir
dizi ve y €A olsun. Bu durumda yeUc A
olacak sekilde bir U agik komsulugu vardir. U
kiimesi (x,) dizisinin hicbir terimini igermez.
Dolayisiyla (x,) dizisi y noktasma |- yakinsak
degildir. O halde A kiimesi I-dizisel aciktir.

Bu 6nermenin tersinin dogru olmadig1 asagidaki
ornekte goriiliir.
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2.7. Ornek: R, reel sayilar kiimesi {izerinde
T ={G S R: G sayilabilir} U {0} timleyeni
sayilabilir topolojisini g6z Oniine alalim. Bu
topolojiye goére bir A € R kapalidir ancak ve
ancak ya A = R ya da A sayilabilirdir. (x,), I-
limiti y olan bir dizi olsun. Bu durumda (R\

{x,;me NP U{y} kimesi y nin bir agk
komsulugu olup dizinin sonsuz terimini
icermelidir. Bu topolojiye gore bir dizinin

yakinsak olmasi i¢in belli bir indisten sonra
terimlerinin sabit olmasit yani x, =y olmasi
gerekir. Dolayisiyla A daki bir dizi ancak A nin
bir elemanma yakinsayabilir ve A kiimesi |-
dizisel agiktir. Yani bu topolojiye gore her kiime
I-dizisel agiktir. Fakat her alt kiime agik degildir.

3. I-Dizisel Hausdorff Uzaylar ve Ozellikleri

Bu boliimde, ilk olarak I-dizisel agik komsuluk, I-
dizisel siirekli fonksiyon, I-dizisel agik ve I-dizisel
kapali fonksiyon kavramlar1 tanitilacaktir. Daha
sonra Hausdorff uzay kavramindan daha genis
olan I-dizisel Hausdorff uzay tanimi ve onun bazi
ozellikleri verilecektir.

3.1. Tamm: X bir topolojik uzay ve I c 2N agikar
olmayan bir ideal olsun. Eger bir a € X igin
a € 0 € A olacak sekilde I-dizisel acik olan bir O
kiimesi varsa A ya a elemaninin bir I-dizisel agik
komsulugu denir.

3.2. Teorem: X bir topolojik uzay ve I c 2N
asikar olmayan bir ideal olsun. X de I-dizisel
kapali olan bir kiimenin timleyeni [-dizisel
acgiktir.

Ispat: F € X kiimesi |-dizisel kapali olsun. F€ nin
I-dizisel agik oldugunu géstermek gerekir. x € F€
ve (xy), F de bir dizi ve I —limx, = x olsun.
F, l-dizisel kapali oldugundan x € F olmaldir.
Bu ise ¢eliskidir. O halde F€¢ deki bir elemana I-
yakinsak olan ve F de bulunan bir dizi yoktur. F¢,
I-dizisel agiktir.

3.3. Tamm: X ve Y topolojik uzaylar, f: X =Y
bir fonksiyon ve x € X olsun. Eger [ —limx,, =
x olacak sekildeki her (x,) dizisi i¢in [ —
lim f(x,) = f(x) ise f fonksiyonuna I-dizisel
siireklidir denir.

3.4. Onerme: Sirekli bir fonksiyon I-dizisel
stireklidir.

Ispat: f:X — Y fonksiyonu siirekli olsun. (x,), X
de bir dizi ve I —lim(x,) =x olsun. Bu
durumda [ —1lim f(x,) = f(x) oldugunu
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gostermek gerekir. f slirekli oldugundan, f(x) in
her V acik komsulugu igin x elemanmm f(U) S
V' olacak sekilde bir U agik komsulugu vardir.
I —lim(x,) = x oldugundan {n € N:x,, ¢ U} €|
dir. Buradan f(x) in V agik komsulugu i¢in
{(neN:f(xny & fU)YSV}el olup I-
lim f(x,,) = f(x) dur.

Bu oOnermenin tersinin dogru olmadigina dair
asagidaki ornek verilebilir.

3.5. Ornek: R, reel sayilar kiimesi iizerinde U
aligilmig topolojisi ve

T ={G € R: G° sayilabilir} U {@}
timleyeni sayilabilir topolojisini
alinsin.

g0z Oniine

£ (RT) > (RU),x - x
fonksiyonu I-dizisel siirekli olmasina ragmen
stirekli degildir.

3.6. Tamm: X ve Y topolojik uzaylar, f: X =Y
bir fonksiyon olsun. Eger X deki her I-dizisel agik
kiimenin gérintiisi Y de I-dizisel agik ise
f fonksiyonuna I-dizisel agik fonksiyon denir.

3.7. Tamim: X ve Y topolojik uzaylar, f:X =Y
bir fonksiyon olsun. Eger X deki her I-dizisel
kapali kiimenin goriintiisii Y de I-dizisel kapali ise
f fonksiyonuna I-dizisel kapali fonksiyon denir.

3.8. Tanmum: X bir topolojik uzay olsun. Farkli her
nokta ¢ifti x,y € X icin, x €0,y € PveONP =
@ olacak sekilde I-dizisel ag¢ik olan O ve P
kiimeleri varsa X uzayma |-dizisel Hausdorff uzay
denir.

3.9. Ornek: R, reel sayilar kiimesi {izerinde
T ={G S R: G sayilabilir} U {@} tiimleyeni
sayilabilir topolojisine gore I-dizisel Hausdorff
uzaydir. Bu uzayda her kiime I-dizisel agik
oldugundan O ={x} ve P ={y} kiimeleri
sirastyla x ve y yi i¢eren I-dizisel agik kiimelerdir.
Ayni zamanda O N P = @ oldugundan bu uzay I-
dizisel Hausdorfftur.

3.10. Ornek: En az iki elemanli bir X kiimesi,
iizerinde tanimlanan diskre(ayrik) topolojiye gore
I-dizisel Hausdorfftur.

3.11. Ornek: X bostan farkli bir kiime olmak
tizere, tlzerindeki indiskre(ayrik  olmayan)
topolojiye gore I-dizisel Hausdorff degildir.
Ciinkii bu uzayda I-dizisel ac¢ik olan tek kiime X
dir.
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3.12. Ornek: R, reel sayilar kiimesi, iizerindeki
alisilmig topolojiye gore I-dizisel Hausdorfftur.

3.13. Onerme: Bir X topolojik uzay1 Hausdorff ise
I-dizisel Hausdorfftur.

Ispat: X topolojik uzayr Hausdorff oldugundan
farkli her nokta ¢ifti x,y € X i¢in, x €0, y € P
ve O NP = @ olacak sekilde acik olan O ve P
kiimeleri vardir. Her acik kiime aymi zamanda |-
dizisel agik oldugundan O ve P kiimeleri sirasiyla
x ve y yiigeren I-dizisel agik kiimelerdir.

Fakat bu ifadenin tersinin genelde dogru olmadigi
asagidaki ornekten anlagilabilir.

3.14. Ornek: R, reel sayilar kiimesi, tiimleyeni
sayilabilir topolojiye gore I-dizisel Hausdorfftur.
Fakat bu uzay Hausdorff degildir.

I-dizisel

3.15. Onerme: metrik

Hausdorfftur.

Her uzay

Ispat: Her metrik uzay Hausdorff olup Onerme
3.11 den I-dizisel Hausdorftur.

I-dizisel Hausdorff olan bir uzayin bir alt uzayiyla
ilgili olan teoremi vermeden Once asagidaki
Onerme ispatlanacaktir.

3.16. Onerme: X bir topolojik uzay ve A € X
olsun. Bir 0 S X kiimesi |-dizisel ac¢ik ise AN O
kiimesi de A iizerindeki alt topolojiye gore I-
dizisel agiktir.

Ispat: A kiimesi, iizerindeki alt topoloji ile goz
Oniine almsin. a € ANO0 ve (x,) dizisi (AN
0)¢ de bir dizi olsun. Bu durumda (x,), A° n 0¢
de bir dizidir. (x,) in A da bir dizi oldugundan,
bu gosterir ki dizinin terimleri 0¢ de bulunmaz. 0,
I-dizisel agik oldugundan (x,) dizisi a elemanina
I-yakinsak olamaz. O halde AN O kiimesi I-
dizisel agiktir.

3.17. Onerme: X uzay: |-dizisel Hausdorff uzay
ve AC X olsun. A kiimesi de iizerindeki alt
topoloji ile beraber 1-dizisel Hausdorff uzaydir.

Ispat: a,b€ AS X olsun. X uzayr I-dizisel
Hausdorff oldugundan a € 0, b€ P ve ONP =
@ olacak sekilde I-dizisel acik olan Ove P
kiimeleri vardir. Onerme 3.14. den AN O ve
AN P kiimeleri sirasiyla a ve b yi kapsayan I-
dizisel agik kiimelerdir. (ANO)N(ANP) =0
oldugundan A fizerindeki alt topoloji I-dizisel
Hausdorfftur.
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Hausdorff uzaylarda iyi bilinen bir sonug I-dizisel
Hausdorff uzaylar ic¢in asagidaki sekilde
gosterilebilir.

3.18. Teorem: I-dizisel Hausdorff bir uzayda I-
yakinsak bir (x,,) dizisinin I-limiti tektir.

Ispat: (x,) dizisi i¢in I —limx, =x ve [ —
limx, =y olacak sekilde farkli x,y € X
elemanlar1 olsun. X wuzayr I-dizisel Hausdorff
oldugundan x ve y yi igeren O ve P ayrik I-dizisel
acik kiimeleri vardir. I —lim x,, = x oldugundan
{neN:x, € 0} €1 olup (x,) dizisisinin ancak
sonlu terimi O nun disindadir. Benzer sekilde
I —limx, =y oldugundan {n € N:x,, € P} €I
olup (x,) dizisisinin ancak sonlu terimi P nun
disindadir. Bu durumda O NP # @ olur. Bu ise
kabuldeki ifade ile ¢elisir. O halde x = y dir.

Hausdorff uzay olma kavrami bir topolojik
ozelliktir (Mucuk, 2010). I-dizisel Hausdorff olma
kavrammin da belli sartlar altinda korundugu
asagida teoremde gorilebilir.

3.19. Teorem: X ve Y topolojik uzaylar ve
f:X = Y fonksiyonu siirekli, birebir, orten ve |-
dizisel ag¢ik olsun. Bu durumda X uzayi I-dizisel
Hausdorff ise Y uzay1 da I-dizisel Hausdorfftur.

Ispat: Farkli nokta cifti y;,y, €Y ele alinsin. f
fonksiyonu birebir ve orten oldugundan f(x;) =
y1 Ve f(x;) = y, olacak sekilde x;,x, € X vardir
ve x; #x, dir. X uzayr I-dizisel Hausdorff
oldugundan, x; € G,x, € H olacak sekilde ayrik
G ve H Il-dizisel agik komguluklar vardir. f
fonksiyonu I-dizisel agik oldugundan f(G) ve

f(H) swasiyla y; ve y, nin I-dizisel agik
komsuluklaridir. Buradan fG)nf(H) =
f(GnH)=9

3.20. Teorem: Bir X topolojik uzayinda asagidaki
ifadeler denktir:

(i) X uzay1 I-dizisel Hausdorfftur.

(i) AX ={(x,x):x € X} diyagonal kiimesi
X X X in I-dizisel kapali bir alt ctimlesidir.

(i) A:X > XxXX,x - (x,x) diyagonal
fonksiyonu I-dizisel kapalidir.

Ispat: (i)=(ii) saglandig1 gosterilsin. X uzayi |-
dizisel Hausdorff uzay olsun. AX kiimesinin |-
dizisel kapali oldugunu gostermek icin (AX)¢
kiimesinin I-dizisel acik oldugu gdsterilmelidir.
(x,¥) € (AX)¢ olsun. x # y ve X uzay: |-dizisel
Hausdorff oldugundan sirasiyla x ve y yi iceren O
ve P ayrik I-dizisel acgik kiimeleri vardir. O, I-
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dizisel agik oldugundan O€ da x e I-yakinsak olan
bir dizi yoktur. Benzer sekilde P, I-dizisel agik
oldugundan P€ de y elemanina I-yakinsak olan bir
dizi yoktur. O x P € (AX)¢ Kkartezyen carpim
kiimesi de (x,y) nin I-dizisel a¢ik komsulugudur.
O halde AX de (x,y)ye yakinsayan bir dizi
yoktur.

(if)=(iii) saglandig1 gosterilsin. AX € X XX |-
dizisel kapali olsun.

AX > XXX, x> (x,%)

fonksiyonunun  I-dizisel  kapali  oldugunu
gostermek icin bir K € X I-dizisel kapah
ciimlesini goz Oniine alinsin. A(K) nin I-dizisel
kapali oldugunu géstermek icin A(K) ¢ nin I-
dizisel acik oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

Eger x #y ise (x,y) € (AX)¢ olur. X uzay1 I-
dizisel Hausdorff oldugundan x ve y yi igeren O
ve P ayrik I-dizisel acik kiimeleri vardir. O
kiimesi I-dizisel agik oldugundan O€¢ de x e I-
yakinsak olan bir dizi yoktur. Benzer sekilde. P
kiimesi I-dizisel agik oldugundan P¢ de y ye I-
yakinsak olan bir dizi yoktur. O X P € (AX)¢
A(K) € oldugundan A(K) da (x,y) ye I-yakinsak
olan bir dizi yoktur. O halde A(K) € nin I-dizisel
agiktir.

Eger x = y ve x € K olsun. K, I-dizisel kapal ise
K¢ nin I-dizisel agik oldugunu gostermek
yeterlidir. x € K€ icin K da x e l-yakinsak olan
bir dizi yoktur. O halde A(K)‘ de (x,x) e I-
yakinsak olan bir dizi yoktur. Yani A(K) € agiktir.

(iif) =(i) saglandig1 gosterilsin.
AX->XXX,x—- (x,x)

fonksiyonu I-dizisel kapali olsun. Farkli nokta
¢ifti x,y € X alalim. Bu durumda (x,y) € (AX)¢
olur. (AX)¢, I-dizisel agik oldugundan (x,y) ye I-
yakinsak olan ve AX de bulunan bir dizi yoktur.
Bu durumda O x P < (AX)¢ olacak sekilde
sirastyla  xve yvyi iceren I-dizisel acik
komsuluklar vardir. (AX)¢ de O ve P nin ortak
elemani bulunmadigindan O N P = @ dur. O halde
X uzay I-dizisel Hausdorff olur.

Ispat: 4. Sonug ve Oneriler

Topolojik ve kalitsal bir 6zellik olan Hausdorff
uzay kavramina benzer olarak, I-dizisel agik
kiimeler yardimiyla daha genis bir yap1 olan I-
dizisel Hausdorff uzaylar kavram tanimlanmustir.
Bu durumda Pal (2014) de tamimlanan I-dizisel
Topolojik uzaylar goz Oniine alinirsa, bu iki

632

kavramin birbirine denk oldugu goriiliir. I-dizisel
Hausdorffluk da siirekli fonksiyonlar altinda
korunan bir ozelliktir. Ayrica Hausdorff uzaylar
gibi kalitsal ozellige de sahiptir. Bu caligmada
elde edilen sonuglar, diger aywrma aksiyomlar
icin de |-yakinsaklik kavrami yardimiyla yeniden
ele alinip incelenebilir.
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