
KISA nEVRE MASRAF EGRiLERiNiN MATEMATiKSEL ANALtzi 

Ass. Ali Fuat YUZER 
Ass. tmdat KARA 

Kisa devrede masraflarm liretimin hacmine bagh olarak na
sIl degi~tigi ara~tmhrken, yapIlacak bazl varsaYlmlar analizi ko
layla~tIracaktlr. Sozli edilen varsaYlmlar ~oylece slralanabilir: 

i. Klsa devrede faktOr fiyatlan ve teknoloji dlizeyi degi~mez, 

ii. Degi~en faktorlerin c:;ok klic:;lik linitelere ayrIlmasl olanak-
slzdlr, 

iii. Uretim faktOrleri homojendir, 

IV. Uretim faktorlerinin bir klsmmm miktan degi~mez, 

v. Degi;;en liretim faktorlerinin etken bir bic:;imde kullamla
bilmesi ic:;in adl gec:;en faktorlere, liretim fonksiyonunda belirle
nen teknik katsayIlar olc:;lislinde ihtiyac:; vardlr. 

<;ah~mamlzda, yukandaki varsaYlmlar goz onlinde bulunduru
larak once tammlar verilmi~ ve bu tammlarm yardlmlyla ilgili 
fonksiyonlar belirlenmi~tir; daha sonra bu fonksiyonlar matema
tik yondell analiz edilmi~tir. 

I. TANIMLAR VE iLGiLt FONKSiYONLARIN BELtRLENMESt 

A. Sabit masraflar 

Uretimin hacmine bagh olmakslzm yapIlan masraflara sabit 
masraflar denir. (a) sabit bir deger olmak lizere sabit masraflar; 

S. M. = a (1) 

olarak gosterilebilir. 
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B. Degi~en masraflar 

i~letme ile ilgili masraflann bliylik bir klsml i..iretimin hacmi
ne bagh olarak degi~ir. Uretimin hacmiyle deger alan bu tiir mas
raflara degi~en masraflar denir. Hammadde, enerji ve i~<;ilik i<;in 
yapdan masraflar buna ornek olarak gosterilebilir. Klsa devrede 
kapasite degi~meyeceginden, liretimin arttmlmasl ancak degi~en 
lire tim faktOrlerine yapIlan harcamalarm arttmlmaslyla mlimklin 
olacakttr. A<;lk<;a gorlilecegi gibi degi~en masraflar, liretim mikta
rmm bir fonksiyonudur. Degi~en masraflan y ve liretim miktanm 
da x ile gosterirsek, 

y = f (x) (2) 

fonksiyonu, liretim miktanyla degi~en masraflar arasmdaki ili~ki
yi verir. 

Degi$en masraflar egrisi, liretimin ba~ladlgl noktadan helirli 
bir liretim dlizeyine kadar her birim i<;in hlZh bir artl~ gosterir. 
Belirli bir liretim dlizeyine gelindiginde, «Ylgm liretiminin iktisa
ligh prensibine gore, fonksiyonun artt~ hlZl yava~lar. Daha sonra 
«azalan verimler» kanunu geregince fonksiyon hlzla artar. Anla~l
lacagl gibi ve ~ekil l' de gorlildligli lizere degi~en masraflar egrisi 
devamh art an minimum veya maksimum yapmayan bir fonksiyon
duro 

Masraf 

... 
§ekil 1 
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C. Toplam masraflar 

Belli miktarda mal ve hizmet iiretmek i<;in, iiretim faktorle
rine yapJlan odemelerin tiimiine top lam masraf adl verilir. Tamm
dan da anla~;alacagl gibi, toplam masraf fonksiyonu (1) ve (2) nu
marah ifadelerle belirlenen sabit ve degi~en masraflar toplamma 
e~it olacaktIr. Buna gore, 

F (x) f (x) + a (3) 
yazllabilir. 

D. Ortalama ve marjinal masraf 

Yukanda tammlan verilen ve bu tammlann l~lgmda fonksi
yonlan belirlenen degi~en ve toplam masraflan, ortalama ve mar
jinal birim yoniinden inceliyelim. 

1. Ortalama degi~en masraflar 

Degi~en masraflann iiretim miktanna bOliimii, birim ba~ma 
dii~en degi~en masraflan, yani ortalama degi~en masraflan veriI'. 
Uretim miktan x'e bagh olarak, ortalama degi~en masraf fonksi· 
yonu, 

g (x) 
f (x) 

x 
(4) 

olarak ifade edilebilir. 

2. Ortalama toplam masraflar 

Toplam masraflann iiretim miktarma boliimii, birim ba~ma 
dii~en toplam masraflan, yani ortalama top lam masraflan verir. 
Orehm miktan x'e bagh olarak ortalama toplam masraf fonksiya
nu, 

H (x) = !..0-) + a 
x 

(5) 

Jlur. 

3. Marjinal masraf 

Uretimin bir birim arttmlmasl i<;in yapllmasl gerekli alan mas
rafa marjinal masraf denir. Uretim miktan x ve bun a bagh olarak 

243 



deger alan masraf fonksiyonu da y olsun. 'Oretim miktan (.6. x) ka
dar arttmhdlgmda, (.6. y) kadar bir masraf artl~l olu~acaktlr. Bu 
durumda bir birimin olu~turdugu masraf artl~l, yani x iiretim 
miktanndan (x + 1) iiretim miktarma gee;i~in meydana getirdigi 
artl~ (.6. y)/(.6. x) olur. (.6. x) slflra yakla~lrken bu oranm alacagl 
deger ise, fonksiyonun artl~a ba~ladlgl noktadaki tiirevini verir. 
Demek oluyor ki marjinal masraf, masraf fonksiyonunun verilen 
noktadaki tiirevine e~ittir. * 

tJretim miktan x'e bagll olarak marjinal masraf fonksiyonu
nu h (x) ile gosterelim. Yapllan ae;lklama geregince, 

d d 
h (x) = ~ [f (x) + a] = ~ [f (x)] = f' (x) 

olur. 

II. FONKS1YONLARIN ANALtzl 

A. U!; noktalann varhg. 

Fonksiyonlan belirlenen masraf egrilerinin ue; noktalanm 
ara~tlrahm; ortalama top lam masraf fonksiyonu, 

H(x) -
f (x) + a 

x 

idi. Buradan H' (x)'i bularak slflra e~itleyelim. 

H' (x) 
x . f' (x) - f (x) - a 

x2 

H '(x) = 0 =:} x. f' (x) = f (x) + a 

olur. Bu denklemin kokii ise, ortalama degi~en masraf fonksiyonu
nun apsisini verecektir. Diger taraftan, 

(*) Matematik yanden marj,inal masrafm tammmda, toplam masraf ve 
degi~en masraf aymmma gitmiyoruz; bu iki fonksiyon arasmda sa" 
dece sabit bir fark bulundugundan ve sabitin tiirevi de slflr oldl$m
dan, bu iki fonksiyonun tiirevleri bir,ibirine e~ittir. 
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lim H (x) 

x~o 

f (x) + a 
= lim ---- ~ + 00 

x 
x~O 

oldugundan, (x) iiretim miktan slflrdan itibaren arttmldlgmda, 
ortalama toplam masraf fonksiyonu + oo'dan itibaren azalarak ge
lecektir. (x) iiretim miktan sonsuza yakla~tlgmda ise, 

lim H (x) = lim 
f (x) + a f ' (x) 

x = lim -1-

x~ 00 x~ 00 x~ 00 

olur. H (x) bir w; degere eri~tiginden, f (x) fonksiyonu artan bir 
fonksiyon oldugundan, {f , (x) > 0 dlr, ancak lim f' (x) ~ + 00 ola
bilir] x,O < x < + 00 arahgmda degerler ahrken, H (x) + oo'dan 
azalarak gelecek ve belirli bir noktadan sonra artmaya ba~layarak 
tekrar + oo'a gidecektir. Bu durum, ortalama toplam masraf fonk
siyonunun bir minumumu oldugunu ortaya koyar. 

~imdi de aym ~ekilde ortalama degi~en masraflar fonksiyonu
nu inceliyelim. 

g (x) 
f (x) 

x 
ve 

g '(x) 
x . f ' (x) - f (x) 

x2 

olur. 
g '(x) = 0 

ic;:in, 
x . f '(x) - f (x) = 0 

elde edilir. Bu denklemin c;:oziimii, ortalama degi~en masraflar 
fonksiyonunu bir uc;: degere eri~tiren iiretim miktanm verecektir. 
Ote yandan, 

lim f ' (x) ~ 00 

x~ 00 

olmasl gerektigi onceden belirtilmi~ti. Bu durumda, 

f (x) . f' (x) 
--= hm --~ + 00 

x 1 
Jim g (x) = lim 

x~ 00 x~ 00 X~ 00 
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olmaktad1r. Aym ~ekilde, 

lim g (x) = lim f (x) _ 1'. f' ( ) --- 1m x 
x 

x ~O 
x~o x ~ 0 

oJur. Madem ki g (x)'in bir u~ degeri vard1r ve f (x) artan bir fonk
siyon oldugundan f' (x) > 0 d1r, 0 ha1de, 

lim g (x) = lim f' (x) ~ + 00 

x~o x~O 

olacakt1r. Bu durumda x, (0, 00) arahgmda degerler ahrken, g (x), 
+ 00' dan azalarak ge1mekte ve bir noktadan sonra tekrar artma
ya ba~layarak + 00 'a gitmektedir. Gortildiigii gibi, ortalama degi
z;cn masraf fonksiyonunun bir minumumu vardlr. 

B. Ortalama toplam masraf ve marjinal masraf egrileri ara
sU1.daki i1il]Id 

(5) numarah e~itlik ile belirlenen orta1ama toplam masraf 
fonksiyonunun birinci tiirevini alahm; 

x . f' (x), - f (x) - a 
H '(x) =-- 2--

X 
(6) 

H (x)'in minimum oldugu iirctim miktan (Xl) olsun. (Xl) iire
tim miktarmda ortalama top lam masraf egrisinin minimum de
gcrc ula~abilmesi i~in, H' (xD = 0 olmahdlr. Yani; 

(7) numarah e~itlik f' (Xl) i~in ~oztiliirse; 

ddc edjlir. (8) numarah e~itliktc f' (Xl) 

f (Xl) + a = H (Xl) 
Xl 

dcgcrleri yerlcrine konursa, 
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h (Xl) 

elde edilir. 

(9) 

(9) numarah e~itlik, ortalama toplam masraflarm minumum 
oldugu (Xl) iiretim diizeyinde, marjinal masraf ile ortalama top
lam masraflann biribirine e~it oldugunu gostermektedir. Yani, 
rnarjinal masraf egrisi, ortalama toplam masraf egrisinin mini
mum oldugu noktadan ge<;mektedir. 

C. Ortalama degi~en masraf egrisiyle, marjinal masraf egrisi 
arasmdaki ili~ki 

Uretim siirecinin ba~ladlgml ve ilk birimin iiretildigini dii~ii
nclim. Sozii edilen ilk birim i<;:in yapIlan masraf b kadar oisun. Bu 
durumda, birinci birim i<;:in ortalama degi$cn masraf dab kadar 
olacaktIr. Ote yandan, bu ilk birimin iiretimi i<;:in degi~en masraf
lardaki artl~ b kadar olacagmdan (ilk masraf), ilk birim i<;:in mar
jinal masraf da h kadar olur. Anla~Ilacagl gibi, ortalama degi$en 
masraf fonksiyonu He marjinal masraf fonksiyonu birinci kez (1, 
b) noktasmda kesi~irler. 

H.asraf 

h(x) 

b 

o 1 Uret1.'11 m1ilcte.rJ. 

$imdi de, (4) numarah e~itlikle belirlenen ortalama degi$en 
masraflar fonksiyonunu yazarak birinci tiirevini alahm: 
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g (x) 

ve 

g' (x) 

bulunur. 

f (x) 

x 

x . f' (x) - f (x) 
(10) 

g (x)'in minimum oldugu iiretim miktan (xo) olsun. Apsisi (xo) 

olan noktada g' (xo) slflr olacagllldan; 

(11) 

elde edilir. f'(xo) i<;in yukandaki e~itligi <;ozersek, 

(12) 

bulunur. 

f ' (xo) h (xo) 

ve 
f (xo) 

g (xo) =--
Xo 

yazIllrsa, 

(13) 

elde edilir. Son yazIlan e~itlik, ortalama degi~en masraflar fonk
siyonunu minimum kIlan (xo) iiretim miktarlllda marjinal masra
f111 ortalama degi~en masraflara e~it oldugunu gostermektedir. 
Ba~ka bir deyi~le, marjinal masraf egrisi, ortalama degi~en mas
raflar egrisini minimum oldugu noktada kesmektedir. 

~imdi de (10) numarah e~itligi ha~ka bir yoniiyle inceliyelim. 
(x) iiretim miktan pozitif bir deger oldugundan, g' (x) ile x. f' (x)'in 
i~;;aretleri aymdlr. g' (x) > 0 oldugu arahkta, ortalama degi~en mas
raflar fonksiyonu olan g (x) artan bir seyir takibedecektir. Diger 
taraftan, g' (x) > 0 iken, x. f' (x) - f (x) > 0 olacagllldan, 

f (x) < x . f' (x) (14) 

OlUr. E~itsizligin her iki tarafl (x) ile boiiiniirse, 

f ' (x) > f (x) (15) 
x 
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r (x) 
.:'Ide edilir. f' (x) ve ---- 'in yerine e~itlerini yazahm: 

x 

h (x) > g (x) (16) 

(16) numarah e~itsizlik, or tal am a degi~en masraflar fonksiyonu 
g (x)'in artan oldugu arahkta [g'(x) > 0] marjinal masrafm orta
lama masraftan biiyiik oldugunu gosterir. 

g' (x) < 0 oldugu arahkta ise, (16) numarah e~itsizlik tersine 
olaeagmdan, ortalama degi~en masraflar fonksiyonunun azalan 01-
dugu arahkta marjinal masraf, ortalama degi~en masraftan kii
c;:iik oldugu sonueu ortaya C;:Ikaeaktlr. 

III. ,ORNEK BiR MASRAF FONKSiYONU 

Masraf fonksiyonu He ilgili olarak yapIlan aC;:Iklamalara, ikti
::.atc;:Ilarm da benimsedikleri iic;:iineii dereeeden bir fonksiyon uy
maktadIr; ~imdi, genel bir iic;:iineii dereeeden fonksiyon iizerinde 
analizlerle olu~an ozelliklerin saglandIgmI gosterelim. d yi, sabit 
masraflar olarak kabul edersek, top lam masraf fonksiyonu; 

F (x) = ax3 + bx2 + ex + d (17) 

olaeaktlr. F (x) hep artan bir fonksiyon olaeagmdan x'in biitiin de
gerleri ic;:in F' (x) > 0 olaeaktIr. ,Ote yandan, 

F (x) = ax3 + bx2 + ex + d 

fonksiyonunun tiirevi ahmrsa, 

F' (x) = 3ax2 + 2bx + e 

elde edilir. F' (x) > 0 oimasl ic;:in; 

ve 

1. F' (x)'in kokii olmamahdIr; yani, 

.6 = b2 
- 3ae < 0 

ii. a > 0 

olmahdIr. 

(17) numarah e~itligin sabitleri arasmdaki baglantllan bul-
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ctuktan sonra, ortalama ve marjinal birim yontinden fonksiyonu 
tneeliyelim. Ortalama toplam masraf fonksiyonu, 

ax3 + bX2 + ex + d 
H (x) = 

x 
veya 

d 
H (x) = ax2 + bx + e + 

x 

olur. Simdi bu fonksiyonun u<; noktalanm (minimum-maksimum) 
ara~tIrahm, 

ve 

H' (x) 2ax + b 

2d 
H" (x) = 2a + ---- .. X3 

d 

olur. Hemen i~aret edelim ki, ortalama masraf fonksiyonunun u<; 
noktasl bir minimum noktasIdlr. <;tinkti, a > 0, d > 0 (sabit mas
rafIar) ve X> 0 (tire'tim miktan) oidugundan, x'in btiti.in degerleri 
i<;in, H" (x) > 0 dir. 

Diger taraftan H (x)'i m1l11mUm degere indirgeyen tiretim 
miktan (Xl) oisun. (Xl) tire tim miktannda H' (Xl) = 0 olaeagll1dan, 

(18) 

olur. ate yandan (Xl) tiretim miktanndaki marjinal masraf, 

olacagll1dan, 

h (XI) 

yazIlabilir. 

d 
dx 

F (X) ] 

(18) numarah e~itligi 

2axJ3 + bXJ2 -- d 

olarak yazahm. 
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(Xl) liretim miluarmda ortalama toplam masraflar, 

aXl3 + bXl2 + eXI + d 
H (Xl) = -----------~----------------

dir. (20) numarah e~itlikten 

d = 2axl3 + bXl2 

XI 

bulunur; (Xl) lirctim miktanndaki ortalama toplam masraflan ve
pcn denklemde bunu yerine koyarsak, 

ve 

aXl3 + bXl2 + eXt + 2axJ3 + bXl2 
H (Xl) =-------------------

Xl 

yazIlabilir. Gerckli i~lemler yaplhrsa, 

H (Xl) = 3aXl2 + 2bxl + e 

cldc cdilir. (19) numarah e~i tlikten, 

h (xD = 3ax? + 2bxl + e 

yazlhr. Gori.ildligli gibi, ortalama top lam masraflann minimum 
oldugu (Xl) iiretim miktannda, 

H (Xl) = h (Xl) = 3aXl2 + 2bxl + e 

olmaktadlr. 

~imdi de aym ~eki1de ortalama degi~en masraflar fonksiyonu
nu ineeliyelim. 

Toplam masraf fonksiyonu, 

F (x) = ax3 + bX2 + ex + d 

oldugunda, degi~'Cn masraflar fonksiyonu 

f (x) = ax3 + bx" + ex 

~eklindedir. Ortalama deg'i$en masraflar fonksiyonu ise, 

g (x) = 
f (x) 

X 
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e1;iitli~ine dayamlarak 

g (x) = ax2 + bx + c 

~eklinde yazIlabilir. A<;lkhkla goriilebilecegi gibi, a > 0 oldugun
dan, g (x) fonksiyonunun bir minumumu vardlr. 

g (x)'i minimuma indirgeyen iiretim miktan (xo) olsun. Bu Ure
tim miktarmda g' (xo) = 0 olacagmdan, 

g' (x) 2ax + b 
ve 

(21) 

yazlhr. (21) numarah denklemi saglayan Uretim miktan, 

b 
x.,=--_. 

2a 
olacaktJr. 

(xo) Uretim miktarmda marjinal masraf, 

veya 
b2 b 

h (x.,) = 3a 4a2 - 2b ~ + c 

dir. Gerekli i~lemler yaplhrsa, 

ya da 

elde edilir. 

3b2 
- 4b2 + 4 ac 

4a 

4ac - b2 

4a 
(22) 

Yine, (xo) Uretim miktarmda ortalama degi~en masraflar fonk 
siyonu 

g (x.,) 
ax.,3 + bx.,2 + cXo 

x., 

veya 
g (x.,) ax.,2 + bxo + c 
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~eklindedir. (x,,) yerine degerini koyarsak, 

b 
--+ c 

2a 

elde edilir. Gerekli i~lemler yaplhrsa, 

g (x,,) = 

g (x.,) 

elde edilir. 

b2 
- 2b2 + 4ac 

4a 

4ac - b2 

4a 
(23) 

(22) ve (23) numarah e~itlikler, ortalama degi~en m.asraflar eg
risinin minimum oldugu (xo) iiretim miktannda marjinal masraf 
He ortalama degi~en masraflann biribirine e~it oldugunu gaster
mektedir. Ba~ka bir deyi~le marjinal masraf egrisi, ortalama degi
~en masraflar egrisinin minimum oldugu noktadan ge<;mektedir. 
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