KISA DEVRE MASRAF EGRILERININ MATEMATIKSEL ANAL1Zi

Ass. Ali Fuat YUZER
Ass. Imdat KARA

Kisa devrede masraflarin tiretimin hacmine bagli olarak na-
s1l degistigi arastirilirken, yapilacak bazi varsayimlar analizi ko-
laylastiracaktir. Sozii edilen varsayumlar soylece siralanabilir :

i. Kisa devrede faktor fiyatlari ve teknoloji diizeyi degismez,

ii. Degisen faktorlerin ¢ok kiiciik iinitelere ayrilmasi olanak-
sizdir,

iii. Uretim faktdrleri homojendir,
iv. Uretim faktérlerinin bir kisminin miktar1 degismez,

v. Degisen iiretim faktorlerinin etken bir bigimde kullanila-
bilmesi i¢in adi gegen faktorlere, iiretim fonksiyonunda belirle-
nen teknik katsayilar dlgiisitnde ihtiyag vardir.

Calismamizda, yukaridaki varsayimlar goz Oniinde bulunduru-
larak once tamumlar verilmis ve bu tanimlarin yardimiyla ilgili
fonksiyonlar belirlenmistir; daha sonra bu fonksiyonlar matema-
tik yonden analiz edilmistir.

I. TANIMLAR VE ILGILI FONKSIYONLARIN BELIRLENMESI

A. Sabit masraflar

Uretimin hacmine bagli olmaksizin yapilan masraflara sabit
masraflar denir. (a) sabit bir deger olmak iizere sabit masraflar;

S. M. = a 1
olarak gosterilebilir.,
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B. Degisen masraflar

Isletme ile ilgili masraflarin biiyitk bir kism iiretimin hacmi-
ne bagh olarak degisir. Uretimin hacmiyle deger alan bu tiir mas-
raflara degisen masraflar denir. Hammadde, enerji ve is¢ilik icin
yapilan masraflar buna ornek olarak gosterilebilir. Kisa devrede
kapasite degismeyeceginden, iiretimin arttirilmasi ancak degisen
iretim faktorlerine yapilan harcamalarin arttirilmasiyla miimkiin
olacaktir. Acikca goriilecegi gibi degisen masraflar, iiretim mikta-
rimin bir fonksiyonudur. Degisen masraflar1 y ve iiretim miktarim
da x ile gosterirsek,

y =1 & @

fonksiyonu, iiretim miktariyla degisen masraflar arasindaki iliski-
yi verir.

Degisen masraflar egrisi, iiretimin bagladigi noktadan belirli
bir tiretim diizeyine kadar her birim icin hizli bir artis gosterir.
Belirli bir iiretim diizeyine gelindiginde, «yigin iiretiminin iktisa-
ligi» prensibine gore, fonksiyonun artis hizi yavaslar. Daha sonra
«azalan verimlers> kanunu geregince fonksiyon hizla artar. Anlas-
lacagi gibi ve sekil 1'de goriildiigii lizere degisen masraflar egrisi
devamli artan minimum veya maksimum yapmayan bir fonksiyon-
dur.

Masraf A

0 ] ‘ ——_—
gekil 1 Urotin miktars




C. Toplam masraflar

Belli miktarda mal ve hizmet {iretmek igin, {iretim faktorle-
rine yapilan 6demelerin tiimiine toplam masral adi verilir. Tanim-
dan da anlasilacag: gibi, toplam masraf fonksiyonu (1) ve (2) nu-
marali ifadelerle belirlenen sabit ve degisen masraflar toplamina
esit olacaktir. Buna gore,

F& =1fx + a )
yazilabilir.

D. Ortalama ve marjinal masraf

Yukarida tanimlari verilen ve bu tamimlarin 1si§inda fonksi-
yonlar: belirlenen degisen ve toplam masraflari, ortalama ve mar-
jinal birim yoéniinden inceliyelim.

1. Ortalama degisen masraflar

Degisen masrallarin tiretim miktarma boliimii, birim basina
diisen degisen masrallari, yani ortalama degisen masraflar: verir.
Uretim miktar1 x’e bagh olarak, ortalama degisen masral fonksi-
yonu,

f(x)

g = — @

olarak ifade edilebilir.

2. Ortalama toplam wmasraflar

Toplam masraflarin tiretim miktarina béliimii, birim basina
diisen toplam masraflari, yani ortalama toplam masraflar1 verir.
{iretim miktar1 x’e bagl olarak ortalama toplam masraf fonksiyo-
nu,

®)

clur.

3. Marjinal masraf

Uretimin bir birim arttirilmasi igin yapilmasi gerekli olan mas-
rala marjinal masraf denir. Uretim miktar1 x ve buna bagh olarak
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deger alan masraf fonksiyonu da y olsun. Uretim miktar1 (A x) ka-
dar arttirihdiginda, (A y) kadar bir masraf artis1 olusacaktir. Bu
durumda bir birimin olusturdugu masraf artisi, yani x iiretim
miktarindan (x + 1) iiretim miktarina gecisin meydana getirdigi
artis (A y)/(A x) olur. (A x) sifira yaklasirken bu oranin alacag
deger ise, fonksiyonun artisa basladigi noktadaki tiirevini verir.
Demek oluyor ki marjinal masraf, masraf fonksiyonunun verilen
noktadaki tiirevine esittir. *

Uretim miktarn x’¢ bagil olarak marjinal masraf fonksiyonu-
nu h (%) ile gosterelim. Yapilan agiklama geregince,

d d ,
h® = — [f@+a]l =5— [f@]=F®

olur.

II. FONKSIYONLARIN ANALiZ1

A. Ug noktalarm varlif

Fonksiyonlar1 belirlenen masraf egrilerinin u¢ noktalarim
aragtiralim; ortalama toplam masraf fonksiyonu,

fx) + a

HE) = x

idi. Buradan H’ (x)’i bularak sifira esitleyelim.

x.f&x —f®x—a

2

H x) = -

HE =0=2x.% =fx + a

olur. Bu denklemin kokii ise, ortalama degisen masraf fonksiyonu-
nun apsisini verecektir. Diger taraftan,

(*) Matematik yonden marjinal masrafin taniminda, toplam masraf ve
degisen masraf ayirimina gitmiyoruz; bu iki fonksiyon arasinda sa-
dece sabit bir fark bulundugundan ve sabitin tiirevi de sifir oldugn-
dan, bu iki fonksiyonun tiirevleri biribirine esittir.
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£
lim H (x) = lim —(3‘):—5‘_>+ 0

x—0 x=—>0

oldugundan, (x) iiretim miktar1 sifirdan itibaren arttirildiginda,
crtalama toplam masraf fonksiyonu 4 oo’dan itibaren azalarak ge-
lecektir. (x) iiretim miktar1 sonsuza yaklastiginda ise,

f £’
lim H (x) = lim —%: lim I(X)

X—> o0 X —> oo X —> oo

olur. H (x) bir ug degere eristiginden, f (x) fonksiyonu artan bir
fonksiyon oldugundan, [f’(x) > 0 dir, ancak lim f’ (xX) » + o ola-
bilir] x, 0 < x < + o araliginda degerler alirken, H (x) 4 oo’'dan
azalarak gelecek ve belirli bir noktadan sonra artmaya baslayarak
tekrar 4 o’a gidecektir. Bu durum, ortalama toplam masraf fonk-
siyonunun bir minumumu oldugunu ortaya koyar.

Simdi de aym sekilde ortalama degisen masraflar fonksiyonu-
nu inceliyelim.

f (x)
g =—
ve
g () = x.f (7;)2—f(x)
olur.
g’x) =0
igin,

x.I'x) —f(x) =0

elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, ortalama degisen masraflar
fonksiyonunu bir ug¢ degere eristiren iiretim miktarini verecektir.
Ote yandan,

lim £’ (x) = oo

X —> oo

olmas1 gerektigi onceden belirtilmisti. Bu durumda,

f (x) £’ (x)
X

= lim 1

lim g(x) = lim - + o

X —>» oo X—> oo X—>» co
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olmaktadir. Ayni sekilde,
f ey
limgG) = lim O = limf’ ()
x > 0 x —> 0 x =0
olur. Madem ki g (x)'in bir ug degeri vardir ve f (x) artan bir fonk-
siyon oldugundan f’ (x) > 0 dir, o halde,

lim g(®) = lim f'(x) > + o
x>0 x =0

olacaktir. Bu durumda x, (0, ) araliginda degerler alirken, g (x),
+ oo’dan azalarak gelmekte ve bir noktadan sonra tekrar artma-
va baslayarak -+ «'a gitmektedir. Goriildiigii gibi, ortalama degi-
sen masraf fonksiyonunun bir minumumu vardir.

B. Ortalama toplam masraf ve marjinal masraf egrileri ara-
smdaki iliski

(5) numarali esitlik ile Dbelirlenen ortalama toplam masraf
fonksiyonunun birinei tiirevini alalim;

x L0 —1—a

H'(x) = 2 ©)

X

H (x)'in minimum oldugu iiretim miktar: (x;) olsun. (x;) tire-
tim wiktarmda ortalama toplam masraf egrisinin minimum de-

gere ulasabilmesi icin, H' () = 0 olmalidir. Yani;
x.'&x) —fx) —a =0 )

(7) numarali esitlik £’ (x;) i¢in ¢Oziiliirse;

fG) +

X1

(x) = ®

clde edilir. (8) nuwmaral: esitlikte ' (x;) = h (x;) almir ve

fx) + a

X1

= H (Xl)

degerleri yerlerine konursa,

246



h (Xl) = H (Xl) (9)
elde edilir.

(9) numarali esitlik, ortalama toplam masraflarin minumum
oldugu (x1) iiretim diizeyinde, marjinal masraf ile ortalama top-
lam masraflarin biribirine esit oldugunu gostermektedir. Yani,
marjinal masraf egrisi, ortalama toplam masraf egrisinin mini-
mum oldugu noktadan gegmektedir.

el

C. Ortalama degisen masraf egrisiyle, marjinal masraf egrisi
arasmdaki iliski

Uretim siirecinin basladigim1 ve ilk birimin {iiretildigini diisii-
nelim. Sozi edilen ilk birim i¢in yapilan masraf b kadar olsun. Bu
durumda, birinci birim i¢in ortalama degisen masraf da b kadar
olacaktir. Ote yandan, bu ilk birimin iiretimi icin degisen masraf-
lardaki artis b kadar olacagindan (ilk masraf), ilk birim i¢in mar-
jinal masraf da b kadar olur. Anlasilacag: gibi, ortalama degisen
masraf fonksiyonu ile marjinal masraf fonksiyonu birinci kez (1,
b) noktasinda kesisirler.

H(x)

(x)

Y

Y
1 ]

L -~
o X3 Uretin miktera

i — - — - — - — — —

Sekil 2

Simdi de, (4) numaral esitlikle belirlenen ortalama degisen
masraflar fonksiyonunu yazarak birinci tiirevini alalim:
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f )

glx) =—
ve
, x.I'(x) — f(
g6 = p—_—— (10)
bulunur.

g (x)'in minimum oldugu iiretim miktar1 (x,) olsun. Apsisi (x,)
olan noktada g’ (x,) sifir olacagindan;

X . (x0) — f(x0) = 0 an

elde edilir. £'(x,) igin yukandaki esitligi ¢ozersek,
f (%

P = 0 (12)
bulunur.,

£’ (%) = h(xo)
ve

f (xo)

g (%) = %
yazilirsa,

h (xo) = g(xo) (13

elde edilir. Son yazilan esitlik, ortalama degisen masraflar fonk-
siyonunu minimum kilan (x,) iiretim miktarinda marjinal masra-
fin ortalama degisen masraflara esit oldugunu gostermektedir.
Bagka bir deyisle, marjinal masraf egrisi, ortalama degisen mas-
raflar egrisini minimum oldugu noktada kesmektedir.

Simdi de (10) numaral esitligi baska bir yoniiyle inceliyelim.
(x) iiretim miktar pozitif bir deger oldugundan, g’ (x) ile x.f’ (x)’'in
isaretleri aynidir. g’ (x) > 0 oldugu aralikta, ortalama degisen mas-
raflar fonksiyonu olan g (x) artan bir seyir takibedecektir. Diger
taraftan, g’ (x) > 0 iken, x.f’ (x) — f (x) > 0 olacagindan,

fx) <x.f"® (14)
owur. Esitsizligin her iki tarafi (x) ile boliiniirse,
f(x)
') > - (15)
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.
¢lde edilir. ' (x) ve :---‘Z(—) ‘in yerine esitlerini yazalim :
h(x) > g (16)

(16) numarali esitsizlik, ortalama degisen masraflar fonksiyonu
g (x)'in artan oldugu aralikta [g'(x) > 0] marjinal masrafin orta-
lama masraftan biityitk oldugunu gdsterir.

g’ (x) < 0 oldugu aralikta ise, (16) numarali esitsizlik tersine
olacagindan, ortalama degisen masraflar fonksiyonunun azalan ol-
dugu aralikta marjinal masraf, ortalama degisen masraftan kii-
¢itk oldugu sonucu ortaya ¢ikacaktir.

ITII. ORNEK BiR MASRAF FONKSIYONU

Masraf fonksiyonu ile ilgili olarak yapilan agiklamalara, ikti-
satgilarin da benimsedikleri iigiincii dereceden bir fonksiyon uy-
maktadir; simdi, genel bir iigiincii dereceden fonksiyon iizerinde
analizlerle olusan ozelliklerin saglandigini gosterelim. d yi, sabit
masraflar olarak kabul edersek, toplam masraf fonksiyonu;

F(x) = ax* + bx* + ¢cx + d (17)

olacaktir. F (x) hep artan bir fonksiyon olacagindan x’in biitiin de-
gerleri icin F’ (x) > 0 olacaktir. Ote yandan,

F) = ax’ + bx> 4+ ¢cx 4+ d
fonksiyonunun tiirevi alinirsa,
F'(x) = 3ax> + 2bx + ¢
elde edilir. F’ (x) > 0 olmasi1 igin;
i. F (x)'in kokii olmamalidir; yani,

A = Db —3ac<0
ve
ii. a>0
olmalidur.

(17) numarali esitligin sabitleri arasindaki baglantilar1 bul-
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duktan sonra, ortalama ve marjinal birim yo6niinden fonksiyonu
mceliyelim. Ortalama toplam masraf fonksiyonu,

ax® + bx? 4+ cx + d
Hx) = — B

veya

d
Hx = ax* + bx + ¢ + —

olur. Simdi bu fonksiyonun u¢ noktalarini (minimum-maksimum)
arastiralim.

d
H(x = 2ax + b — —5-

XZ
ve

2d

olur. Hemen isaret edelim ki, ortalama masraf fonksiyonunun ug
noktasi bir minimum noktasidir. Ciinkii, a > 0, d > 0 (sabit mas-
raflar) ve x > 0 (iiretim miktar1) oldugundan, x’in biitiin degerleri
icin, H” (x) > 0 duir.

Diger taraftan H (x)'i minimum degere indirgeyen iiretim
miktar1 (xi) olsun. (x;) tiretim miktarinda H’' (x;) = 0 olacagindan,

d
2a + b — —- =0 (18)

olur. Ote yandan (x;) iiretim miktarindaki marjinal masraf,

d
h(x) = i ¥ x) ]

X=X
olacagindan,
h(x)) = 3ax? + 2bxy + ¢ 19
yazilabilir.
(18) numaral esitligi
2ax + bxf —d =0 (20)

olarak yazalim.
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(x1) iiretim mikcarinda ortalama toplam masraflar,

ax? + bx? 4+ cxy + d

X3

H (Xl) =

dir. (20) numarali esitlikten
d = 221X13 + bX12

bulunur; (x,) iirctim miktarmndaki ortalama toplam masraflar: ve-
ren denklemde bunu yerine koyarsak,

ax? + bx? + cxi + 2ax’ + bx?

X1

HEx) =

ve
3ax® 4+ 2bx? + cxy

X1

Hx) =

yazilabilir. Gerekli islemler yapilirsa,
H&) = 3ax? 4+ 2bxy + ¢
elde edilir. (19) numaral esitlikten,

h(x) = 3ax?® + 2bxy + ¢

yazilir. Goriildiigii gibi, ortalama toplam masraflarin minimum
oldugu (x,) tiretim miktarinda,

H(x) = hx) = 3ax? + 2bxy + ¢
olmaktadir.

Simdi de aym sckilde ortalama degisen masraflar fonksiyonu-
nu inceliyelim.

Toplam masraf fonksiyonu,
FX = ax* + bx? + cx + d
oldugunda, degisen masraflar fonksiyonu
fx) = ax* + bx* + x
scklindedir. Ortalama degisen masraflar fonksiyonu ise,

f
g(x) = 1%,

X
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esitligine dayanilarak
gx) = ax® + bx + ¢

seklinde yazilabilir. Agiklikla goriilebilecegi gibi, a > 0 oldugun-
dan, g (x) fonksiyonunun bir minumumu vardir.

g (x)’'i minimuma indirgeyen liretim miktar1 (x,) olsun. Bu {ire-
tim miktarinda g’ (x,) = 0 olacagindan,

g (x) = 2ax + b
ve

g x) = 2ax, + b =0 21
yazilir. (21) numarali denklemi saglayan iiretim miktari,

b .
2a

Xo = —
olacaktir.

(xo) liretim miktarinda marjinal masraf,

h(x,) = 3ax;? + 2bx, + ¢

veya
2

b
h(x(,) = 3a 42t — 2b Ta—'%—c
dir. Gerekli islemler yapilirsa,

3b>2 — 4b? 4+ 4 ac
4a

h(x,) =

ya da
4ac — b?
hx,) = T2 (22)
elde edilir.

Yine, (x,) liretim miktarinda ortalama degisen masraflar fonk:
siyonu
axs’ + bxd + cXo
Xo

gx) =

veya
gx) = axs> + bx, + ¢
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seklindedir. (x,) yerine degerini koyarsak,

b? b b
glx) = a5 — 72 T ¢
elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa,

b* — 2b* + 4ac
4a

gx) =

4ac — b?
gk) = (23)

elde edilir.

(22) ve (23) numarali esitlikler, ortalama degisen masraflar eg-
risinin minimum oldugu (x,) ilretim miktarinda marjinal masraf
ile ortalama degisen masraflarin biribirine esit oldugunu goster-

mektedir. Baska bir deyisle marjinal masraf egrisi, ortalama degi-
sen masraflar egrisinin minimum oldugu noktadan gegmektedir.

YARARLANILAN KAYNAKLAR

Divitgioglu Sencer, Mikro Iktisat, Istanbul, 1971.
Henderson and Quandt, Microeconomic Theory, McGraw-Hill, 1958.

Norman N. Barish, Economic Analysis for Engineering and Mgnagerial
Decision-Making, McGraw-Hill, 1962.

RGD Allen, Mathematical Analysis for Economists, Macmillan, 1967.
Savas Vural, lktisadi Analiz, Istanbul, 1970.
Uzgoren Npkibe, Genel Matematik ve Iktisatta Uygulanmasi, Istanbul, 1971,

William J. Baumol, Economic Theory and Operations Analysis, Prentice-
Hall, 1962

253



	241
	242
	243
	244
	245
	246
	247
	248
	249
	250
	251
	252
	253

