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<;eviren: 
Ass. imdat KARA 

Bu makale, alz$zlagelen girdi sznzflayzczlarz­
nm yerine satz$ smzrlayzczlarznz koymakta ve 
kalitenin i$lem siirecinde degi$mesini kabul et­
mektedir. Bu varsayzmlarla' r;zktmm optimum 
kalitesi, dogrusal programlama ile saptanabile­
cektir. 

Neoklasik veya dogrusal programlamaya uygun tiirden standard 
bir firma modeli urun kalitesini sabit varsayar. Gen;ekte kalite bir 
degi~kendir ve optimum kalitenin saptanmasl, i~letme yoneticisi 
i<;in en zorunlu sorunlardandlr. Acaba firma modelimizi kalitenin 
bir degi~kcn oldugu durumlan da kapsayacak ~ekilde genelle~tire­
bilir miyiz? Bazl kolayla~tlrlcl varsaYlmlarla, boyle bir model kur. 
maya <;ah;;acaglz1

. 

C") Hans Breams, "Linear Programming, Sales Constraints, and Optimum 
Quality of Output», in. Marketing and the New Science of Planning; 
s. 63-74, Ed. by Robert L. King, American Mark'eting Association. Fall 
Conference Proceedings, 1968. 

(1) Burada ele alman ~ekliyle kalite sorunu, daha onceki "Product Equi­
librium Under Monopolistic Equilibrium» ve "Input-Output Coeffic 
cients as Measures of Product Quality» adh makalelerimdekilerden 
aynlmaktadlr. Yeni ~eklin olu;mmunu, Uppsala Dniversitesi profesor­
lerinden, Kristian S. Palda, Procter Thomsen ve Sune Carlson'un IS~ 

rarh ele~tirilerine bor<;:Ju bulunmaktaYlm. Daha kapsamh a<;lklama 
Quantitative Economic Theory (New York, John Wiley and Sons, 
1964) adh eserimin 14. bOliimiinde verilmi~tir. 
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Varsayunlar : 

Birincisi, planlanmasl yapIlan gelecek yallllz bir donemi ic;er­
mektedir. ikincisi, bu donemle ilgili her~eyde belirlilik hakimdir. 
U9uncusu, i~letme, yallllz bir kalitcde mamUl iiretimine niyetli olup, 
bunun hangi kalitede olmasl gerektigini ara~tlrmaktadlr. Dordun­
cusu, iirctimde kullallliacak girdi ve duragan varhklar (ta~mmaz 
iiretim arac;lan) belirli bir kalitede olup, bunlann elde tutu 1m a ola­
naklan sllllrhdir. Bu ~ durumda i~letmeci, istedigi kalitede C;lktl 
ic;in kullanacagl girdi ve iiretim arac;lanllln optimum miktarlan­
m ara~tlrmaktadlr. Be~incisi, biitiin iiretim fonksiyonlan dogru­
sal programlamaya uygun tiirdedir. 

l~ARETLER : 

Yukandaki basit varsaYlmlara ragmen, i~imiz yine zordur. Ma­
tamatiksel i~lemler kullallllmakslzll1 bir geli~me umamaYIZ. Ama­
Clmlza ula~abilmek ic;in matematikten yararlanacaglz. Bu sebeple, 
model de kullamlacak i~aretleri (sembolleri) slralayahm: 

De~V!jkenler : 

a her birim C;lktl ic;in kullallliacak girdi (girdi katsaylSl) 

b : her birim c;lktl ic;in kullallliacak duragan varhklar payl 
(kapital katsaylSl), 

c: donemsel (devrevi) maIiyet, 

R: donemsel satl~ hasIlasl. 

S: elde tutulan duragan varhklar tutan, 
x: donemsel hammadde kullalllml, 

X: bir donemde iiretilen ve satllan c;lktl, 

z : her birim iiriinden elde edilen kar, 

Z: donemsel kar, 

Parametreler : 

('1" ~ : ozel talep fonksiyonunun elastikiyetleri, 

N: ozel talep fonksiyonunun c;ogaltan faktOrii, 

(2) m farkh hammedde, n farkh ta~mamaz iiretim arac;lan ve neoklasik 
iiretim fonksiyonlan hali ic;in bkz.: Hans Breams, Quantitative Eco­
nomic Theory, New York, John Wiley and Sons, 1968, BCiliim: 14. 
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p : girdi £iyatt, 

P: ~lktI fiyatI, 
r bir birim duragan varhk i~in odenen donemsel kira tutan, 

't' talebin kalite elastikiyeti, 

TEMEL FtKtR 

Ba~langl~ noktamlz, (bir~ogumuzun iizerinde durmadlgl) is­
tatistiki kalite kontroludur. Blitlin istatistild kalite kontrolunun 
temelini olu~turan dli~lince, liretim slireci verildiginde pktI kalite­
sinin belli bir arahkta (kontrol limitleri) rastgele dagIlabilmesi. 
dir. Verilen arahgm dl~ma sapIldlgmda slire~ kontrolsuz demek­
tiro 11k yakla~lm olarak, kalitenin belli limitler arasmda bulunabi­
lecegini bir tarafa blraklp, liretim slireci hataslz olarak devam etti­
gi slirece, ~lktI kalitesinin verilen bir Ol~lide sabit kaldlgml varsa­
yahm. 

Bu durumda, iiretim slirecinin nasIl saptanacagl sorunu orta­
ya ~lkmaktadlr. Slirecin saptam~l, ~lktl-zaman or am XaraclhglY' 
la, hammadde-zaman oram x duragan varhklar (S) araClhglyla ya­
pIlabilir. X, x ve S birkez belirlendikten sonra, tamm geregi a~a­
gldaki e~itlikler yazIlabilir : 

x = aX (1) 

S = bX (2) 

Dogrusal programlamada herzaman yaptlglmlz gibi, dengeye 
yonelik artma ve eksilmelerin olmadlgml varsayahm. Ba~lm bir de­
yi~le, verilen bir ~lktl kalitesi i~in, girdi katsaYlsl a ve kapital kat­
saYlSl b degi~memektedir. 0 zaman, girdi katsaylSl a ve kapital 
katsaYlsl b belirlendiklerinde, bunlara bagh olarak yalmz bir ~lk­
tl kalitesi saptanabilir. Makalenin temel fikri burada toplanmakta­
dlr. Bir (a, b) e~lemesi .(ikilisi) ile degi~ik kalitede ~lktl almmasl 
ger~ekten olanakslz mldlr? Rastgele sapmalar ve dlizenleyici et­
kenler yoksa, sorunun cevabl «evet» olacaktlr. Aksi takdirde slire~ 
tam anlamlyla saptanmaml~ demektir. Bu durumda ~oziim, daha 
ileri derececle bir oznelle~tirme olabilir. Ornegin, girdilerin ve dura­
gan varhklarm nerede ve ne zaman kullamlacagmm oznelle~tirilme· 
si gibi... (Otomobil karasorlerine boyadan once astar vurulmasl 
geregi gibi). 
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Aym (a, b) e~lemesi ile degi~ik kalitede iiriin almak olanakslz­
ken, degi~ik (a, b) e~lemelerine kar~Illk, aym kalitede iiriin almak 
olanakhdlr. Bu <;ok degi~ik soruna ilerde tekrar donecegiz. 

Kaliteye, ongoriilen bi<;imde bakmak gen;:ek<;il goriinmekte­
dir. Boylece optimizasyon sorunu sarih bir bi<;imde firmamn bakl~ 
a91smdan ortaya konmaktadlr. A<;lkhkla goriilecegi gibi, firmamn 
alacagl sonuncu karar (a ve b) katsayIlannm tam oznelle~tirilmesi 
olacaktIr. Mesela, <;lktIda daha iyi bir i~<;ilige ula~Ilmak isteniyor­
sa, daha biiyiik bir emek kirdi katsaYlsma, eger daha biiyiik bir ge­
rilim giicii isteniyorsa, daha biiyiik bir naylon girdi katsaYlsma ih­
tiya<; duyulacaktIr. Petrol ayn~lmmda, firma yiiksek ok tanh ben­
zin elde etmek istiyorsa, daha biiyiik ayn~ma saglayacak kapital 
katsaYIslm kullanmak zorundadlr. 

GENEL BiR TALEP FONKSiYONU 

Belirli bir iiretim siirecinde, (a, b) e~lemesinin oznelle~tiril­
mesinden sonra, iiriin kalitesinin belirlendigini soylemi~tik. Belir­
Ii bir iiriin kalitesi saptandlktan sonra, verilen bir P fiyatmda olu­
~acak donemsel talep miktan da belirleniyor demektir. 

Kalite iizerinde derinle~ebilmek i<;in firma a<;IS1ndan fiyatI bir 
degi~ken olarak alahm. Boylece fiyatm verilen bir kaliteye gor~ 
ayarlanmasml dii~iinmek yerine, kalitenin verilen bir fiyata gore 
ayarlandlgml dii~iinelim. 0 takdirde, talebi yalmzca girdi ve kapi­
tal katsayIlanmn bir fonksiyonu oIarak yazabiliriz: 

x = X Ca, b) (3) 

(3) no'lu e~itlikle belirlenen fonksiyonun iki defa tiirevlenebi­
lecegi varsayIlml~tIr. Boyle bir varsaYImm ge<;erIiligi i<;in bir ta­
kIm nedenler ilerde verilecektir. 

OPTiMUM KALiTE iC;iN GENEL BiR MODEL 

Kar, «hasllat eksi maIiyet» olarak tammlandlgmdan 

Z = R-C (4) 

olur. HasIlat, «<;lk11 fiyatl <;arpl satIlan iiriin miktan» olacagmdan: 
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R=PX (5) 

dir. Maliyet, girdinin parasal degeri ve kira bedeli olarak: 

c = px + rS (6) 

dir. Brut kar, sablan her birimden olu~an kar cinsinden: 

Z =zX (7) 

olur. (1), (2), (4), (6) ve (7) no'lu e~itliklerin ortak c;ozlimunden: 

z = P - (pa + rb) (7a) 

elde edilir (3). Amaclmlz, (Z) yi maximum kIlan (a) ve (b) degerle­
rini bulmak olduguna gore, (Z) nin (a) ve (b) ye gore birinci klsml 
tiirevlerini ahp bunlan slhra e!?itleyelim: 

az ax 
aa - Z ---pX aa = 0 (8) 

ve 
az ax 
._----- = Z ---rX = 0 ab ab (9) 

Diger taraftan a.. ve ~ slrasiyle girdi ve kapital katsayllarma 
gore talep elastikiyeti oisun. (8) ve (9) u kullanarak: 

ax 0 Pa 
a.. = ---o a.. X Z 

(10) 

ve 
ax b rb 

~ = --ab x Z 
(11) 

elde edilir. 

(3) <;:evipcnin notu: Apkhk kazandlrmak i~in 7a) nm pkartIll~l a~aglda 
gosteriImi~tir : 
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(4) ve (7) den: 
R-C=zX 

yazlbr, C yerine (6) no'Iu e~itlikteki degeri konursa: 
R - px - rS = zX 

eIde edilir. x ve S yerine, Slra ile (1) V'C (2) ile belirtilen e~itlikIeri 
yazar, eIde edilen e~itligin iki taraflDl X il bOlersek, (7a) elde edilir. 



Girdi ve kapital katsaYllan 0 ~ekilde saptanmahdir ki sattlan 
her birim pktiya yaptlan mas-raf; kar marjl, girdi ve kapital kat­
sayIlanm talep elastikiyetine e~itleyen bir kesri oisun. Goriilece­
gi gibi, (3) no'lu talep denklemi a($lk olarak belirlenmedik($e, gir­
di ve kapital katsaytlan i($in ge($erli bir ($ozlim bulmak oianakslz­
dlL 

Kar fonksiyonunun maximumunu ara~ttnrken, ikinci ozellik­
te fonksiyonun ikinci klsml tlirevlerinden oIu~an, ikinci mertebe­
den Hessian determinantmm pozitif oimasl gereklidir_ Yani: 

H 

determinatt pozitif oImahdlr. Buna ek olarak, determinatm ikinci. 
a2 Z 

sattr ve ikinci slitununu ($lkardlgImIzda kalan terim olan -a~-

negatif oimahdir. 

bZEL BiR TALEP FONKSiYONU 

KatsayIlan belirlenmemi~ bir talep fonksiyonu i($in soyleyecek­
lerimiz bu kadardl. ~imdi katsaytlan belirlenmi~ bir talep fonksi­
yonu lizerinde ($ah~abiliriz. 

Belirlenmi~ bir (a, E) e~lemesi alahm.Bu katsaytlar bir kerc 
oIu~tuktan sonra ($Iktt kalitesi de bunlara bagh olarak bulunmu~ 
oiacaktir. Uretim yaplldlgmda, belirlenen bir kaliteye X kadar bir 
talep oldugunu kabul edelim. Uretim fonksiyonunda oldugu gibi 
(a, b) e~Iemesini, dogrusal programiamacIlar olarak, (1) ve (2) no'· 
Iu denkiemierde ($lktt ile girdi ve ($Iktt ile kapital (sabit sermaye) 
arasmda oranttlarkuracak slireci tammlayan bir tarzda alahm. 

Ah~llagelen dogrusal programiama modellerinde bazi girdi ve 
sabit sermayelerin kullammmm degi~meyecegi varsaYIhrken digcr 
smlrlaYlctlar (ornegin satl~ slmrlaYIcIlan) goz online almmamak­
tadlr. Satt~ slIiIrlaYlcIlanmn yoklugu ya tam rekabetin varhgl ya­
hut da girdi smlrlaYlcIlan ne olursa oisun bunlarm ($lkti slmrlaYl-
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cIlanm saptadlgl ve <;lku slmrlaYIcIlarmm pazarm tiiketim giiciin­
den daha dar oldugu gibi Zlmml varsaYlmlarla a<;lklanabilir. Biz 
bu Zlmnl varsaYlmlarm ikisini de ge<;erli bulmadlglmlzdan, ah~Ila­
gelen girdi slmrlaYlcllanmn yerine satI~ slmrlaYlcIlarmm ge<;me­
sini daha olumlu goriiyoruz. 

~ekil - 1 

Aa' 't_ 

3 n---------------------~~x 

2 

a o---~--_t'T 

1 

b 
1 
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o hal de herhangi bir siire<; i<;in bir satI~ slmrlaYlclsl, bu siire<;­
Ie elde edilecek <;lktIya olan talebi belirleyecektir. Girdi ve duragan 
varhklar katsayIlanmn (a, b) belirledigi kaliteye (uygulanan sii­
re<;le elde edilen <;lktmm kalitesine) olan talep miktanna X demi;;­
tik. Eksenleri girdi ve kapital katsayIlan (a, b) olan bir koordinat 
sisteminde ~ekil- I'de oldugu gibi koordinatlan (a, ib) olan bir 
( X) noktasml i~aretleyelim. 

Daha sonra, <;lktmm kalitesinin degi~tigini dii~iinelim. Daha 
once belirlenen (a, b) yerine (A.a, )vb) e~lemesini alahm. Burada 
o < A. < 1 veya A. > 1 dir. Boyle yeni girdi ve kapital katsayllan 
verildiginde bunlara bagh olarak yeni <;lktI kalitesi belirlenecektir. 
Boyle bir siire<;te iiretime ge<;ildiginde yeni kalitedeki <;lktIya olan 
talep A.'t' X olsun; 't > O'dlr. ~ekil- I'de koordinatlan A.a, Nb) 
olan noktaYl A. 't' X ile gosterelim. 

~imdiye kadar incelenen iiretim siire<;leri girdi katsaYIsI, ka­

pital katsaylSl, <;lktmm kalitesi ve talep miktarma gore farkhhk 

gostermelerine ragmen girdi katsaYlsl ile kapital katsaYlsl arasm­
daki oranlar hepsi i<;in aymdlr. ~ekil- I'de uygulanan farkh iki sii­

re<;, egimi alb olan ayni dogru iizerinde bulunmaktadlrlar. Girdi 

ve kapital katsayIlan arasmda degi~ik oranlar bulunan siire<;lerin 
de bulunacagl muhakkaktIr. Hatta uygulanan dogrusal programla­

rna modellerinde de bu tiir degi~ik oranlara sahip, fakat ayni ka­

litede <;lktI veren siire<;lere rastlanmaktadlr. ~imdi ornegimizi, i~­

letme yoneticisinin, birbirleriyle aym veya farkh kalitedr <;lktI ve­

ren birka<; iiretim siirecinden birini se<;ecegi ~eklinde geni~letelim. 

~ekil- II'de I dogrusu ayni iki siireci; II dogrusu farkh iki yeni 

siireci ve III dogrusu ba~ka iki yeni siireci gostermektedir. 

~imdi ayni talep miktanm doguran kaliteleri veren siire<;leri 
i~aretleyip bunlan bir egri halinde birle~tirelim. Bu cinsten iki 
iso- X egrisi, biri X talep miktanm, digeri de A. 't' X talep miktan 

i<;in kesik <;izgili egriler halinde ~ekil- II'de <;izilmi~tir. Bu tiir diiz­

giin siirekli iso- X egrisini dii~iinmek <;ok daha az itirazla kar~da­
nacak bir davram~ olacaktlr. Biraz ciiretkar davramp boyle bir eg­
rinin varhgml kabullenelim. Hatta biraz daha ciiretkar davramp 
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Kapltal KRt Say,., 

bunlann hepsini ic;eren sabit elastikiyetli (elastikiyetleri belirli) 
bir talep fonksiyonunu varsayahm : 

(3a) 

[Burada O<(x<1:', O<~<1:', (x+~=1:' vc N>O dlr.J 

(3a) yl a~O, b;:::O ve X~O olmak ko~uluyla kabullenclim. $ekil-
1 2 

II, (3a) mn (X = -3 -, ~ = 3 ,"Iv = 2 vc 1:' = 1 oldugu duo 

rumu gostermcktedir. 

("Iv)'mn kuvveti olarak kar~lmlza 9lkan (1:')'mn ekonomik anla­
ml nedir? Girdi ve kapital katsaYIsI ("Iv) oramnda arttIgmda talep 
miktan "Iv't kadar arttIgma gore, (1:') talebin kalite elastikiyetini 
gostermektedir. Eger 1:' < 1 ise talep kalite yoniinden gayri elastik, 
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1: > 1 ise elastik vc 1: = 1 ise talep birim kalite elastikivetine sahip 
demektir. 

Ttirselle~tirilmi~ bazl ~artlarda (3a) talep fonksiyonu ayni 
(a, b) e~lemesinin degi~ik X degerleri vermesini onler. Girdi ve kapi­
tal katsayllan birkere belirlendikten sonra bunlara bagh olarak 
91ktmm kalitesi de belirlenir. C;lktl kalitesinin belirlenmesi ile bu­
na olan talebin miktan da belirlenmi~ olur. 

~u da var ki X'in verilen bir degeri i9in sonsuz saYlda (a, b) 
ikilisi (3a) yl saghyacaktlr. Belirli X degeri i9in (3a) yl saghyan a-b 
dtizlemindeki her ikili, iso- X egrisinin oJu~turdugu hiperbol tize­
rinde bir noktadlr. Boyle bir iso- X hiperboliiniin her noktasmda 
91ktl kalitesi aym olacak mldlr? HaYlr, kalitenin ayni olmasl lazlm 
gelmez. Fakat aym miktarda talep edildiklerine gore kaliteler na­
sIl degi~ebilir? Kalite farkI ttiketicinin farkedemeyecegi kadar 
onemsizdir, veya kalite farkI ttiketici tarafmdan farkedilse bile ya 
onun i9in tizerinde durmaya degmeyecek kadar onemsizdir, ya da 
-madem ki btittin tiiketiciler bir degildir- kalite farkl, kaybettir­
digi talep kadar yeni talep gekeceginden, bu tiir degi~iklik kolay­
hkla olabilir. 

OPTIMUM KALITENIN SAPTANMASINDA QZEL BIR MODEL 

(3a) yl (lO)'a ve (ll)'e uygulaYlp (7a)'Yl da kullanarak (10) ve 

(I1)'i tekrar a~agldaki ~ekilde yazahm : 

ve 

1 + ('/., 
--~~-~-~ p a + r b = P 

('/., 

pa + 1 + f3 
o rb = P 

(13) 

(14) 

(13) ve (14) ile degi~kenli (a ve b) a91k bir dogrusal bagmtl 

(denklem) bulunmu~tur. a ve b'yi 90zersek: 

P ('/., 
a -

p 1 +('/.,+0 (15) 

ve 
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P 
b -

r 1+(X.+~ 
(16) 

bulunur. 

Bulunan bu ~ozlim bir hayli kolayhk saglayacaktIr. ~oyle ki: 
eger ~lktmm fiyatl, P, iki kat olacak ~ekilde artarsa, i~letmeci gir­
di ve kapital katsayllanm iki kat olacak ~ekilde artIrmakla kalite­
yi fiyata uyduracaktIr. 

Eger girdi fiyatt p iki kat olursa, i~letmeci girdi katsaYlSlm 
yanya indirip kapital katsaYIsml aym tutacaktIr. Son olarak; eger 
talep girdi katsaYlSlna kar~1 daha duyarhkh hale gelirse, yani (X. 

ylikselirse, i~letmeci girdi katsaYlSlm ylikseltecek, fakat kapital 
katsaYlsml azaltacaktlr. Ama ~ayet talep kapital katsaYIsma duyar­
hkh hale gelirse, yani ~ ylikselirse, bu kez tam tersi olacakh1'. 

Talep denklemi (3a)'ya konan slmrlamalar, denkleme, talep 
elastikiyetinin negatif oldugu durumlarda girdi ve kapital katsa­
Yllanm katmamlzl onlemi~ti. ~imdi (15) ve (16)'dan bu tlir Slmr-

lamalann ni~in onemli oldugunu gorebiliriz. Bu smlrlamalar 01-
madlgl takdl1'de (15) ve (16) negatif olabili1'di. Bunlann negatif 01-
maSl halinde talep denklemi (3a)'da slfl1' lizeri slflr veya sanal sa­
yllar bulunabilecektir. (X. ve ~ elastikiyetleri, P, p fiyatlan ve r po­

zitif oldugu slirece (15) ve (16) pozitif ve tek bir deger verecektir. 

Boyle bir durumsa bizim i~imize yara1'. (15) ve (16) a~lkhkla 
hangi kalitenin ve nastl liretilebilecegini gostermektedir. 

iKiNCi DERCEDEN KO$ULLAR 

Geriye, yapllacak tek i~ olarak ikinci dereceden ko~ullarm sag­

lamp saglanmadlgmm tesbiti kahyor. Sablrh bir okuyucu Hessian 
{l2)'nin elemanlanm rahathkla bulabilir (4) : 

1 + (X. 

a 
pX 

1 + ~ -----.. ~ 
b rX 
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a2 Z a. 
---- rX 
aa ab a 

a2 Z ~ --- pX 
aa ab b 

Goriildtigti gibi birinci eleman negatiftir. Hessian determinantmm 
degeri ise: 

H= 
1+a.+~ 

ab 
(12a) 

olur ki, pozitiftir. Boylece ikinci dereceden ko~ullar da saglanml~ 
olmaktadlr. 

(4) (:evirenin notu: Her ne kadar makalede, Hessian deterrninantmm 
'elemanlanmn bulunu~u okuyucuya blrakIlml~ ise de, a9lkhk kazandlI'­
mak i9in bu elemanlardan birinin bulunu~u a~aglda gosterilmi~tir: 

aZ () X 
(8) no'da-- = z ,.----, - pX a a aa 

olarak verilmi~ti. E~itligin iki taraflmn (a)'ya gore bir kez daha tli­
revini alahm, 

aZz (}X 
--= -p -_._-+ z a aZ aa 
a2 z ax -- = -2p--- - +z 
(}aZ (}a 

olur. Diger taraftan, 

(}ZX 
'-(}aZ-- p 

(}ZX 

() aZ 

(}X 

(}a 

X = Nail b~ =} ~~ =Na. aa.-
1 

b/3 

ve 

(}2X 2 ~ 
--= N a. (a.-I) aa.- bl-' 
() aZ 

dlr. Bulmu~ oldugumuz degerleri yerine koyarsak, 

~Z 1 Q 2 ~ 
_v __ = _ 2 p Na. aa.- bl-' + 2 N a. (a.-I) aa.- bl-' 
() aZ 

pa . pa 
olur. (lO),dan a. = --lken Z = -- bulunur. (z)'nin bu d.egeri-

z a. 
ni yukardaki 'e~itlikte yerine koyarsak, 

(}ZZ -1 ~ pa 2 /3 -- = - 2p N a. a a. bl-'+ -- N a. (a.-I) aa.- b a a2 a. 
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elde edilir. Birinci terimde, 

Naa-lhf:3=~ 
a 

ve ikinci rerimde, 

x 

oldugundan, 
(pZ x pa X 
-- = - 2p a -- + --(a-I) a a a2 a a a 2 

olur. Kisaltmalar yapillp tek kesir haline getirilirse: 

a2 Z 1 + a 
--= pX a a2 a 
elde edilir. 
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