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ÝKÝ  DEÐÝÞKENLÝ  FONKSÝYONLARIN  BERNSTEIN   POLÝNOMLARI
ÜZERÝNE

Ýbrahim  BÜYÜKYAZICI
Gazi Üniversitesi, Kastamonu Eðitim Fakültesi, Kastamonu, TÜRKÝYE.

ÖZET
Bu çalýþmada;  f (x,y) , [a,b;a,b] karesinde tanýmlý ve sürekli bir fonksiyon  olmak
üzere, f (x,y)  fonksiyonuna  baðlý
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Bernstein polinomlar dizisinin  f (x,y) fonksiyonuna düzgün yakýnsaklýðý ispat
edilmiþtir.

Anahtar Kelimeler: Bernstein polinomlarý, fonksiyon uzaylarý, düzgün
yakýnsaklýk

ON BERNSTEIN  POLYNOMIALS  OF  TWO  VARIABLE   FUNCTIONS

ABSTRACT
In this study, f (x,y)  is a continuous function which is defined in  [a,b;a,b]
square;

)()())(,)((),;( ,,

0 0

, ab
ay

P
ab
axP

m
j

aba
n
kabafyxf mjnk

n

k

m

j

mn −
−

−
−−+−+= ∑ ∑

= =

Β

a ≤ x,y ≤ b 
It is proven that Bernstein polynomials sequence related to f(xy) function,  is
uniform y convergent to  f (x,y).

Key  Words: Bernstein polynomials, function spaces, uniform convergent

1. GÝRÝÞ

D   [ 0,1;0,1 ] karesi üzerinde tanýmlý, sürekli fonksiyonlar uzayý C(D) ile  gösterilir. C(D) lineer
normlu uzaydýr ve bu uzayda norm
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olarak tanýmlanabilir.  { fn,m},  C(D)  uzayýnda fonksiyon dizisi iken,  f   C(D)  için

a ≤ x,y ≤ b 
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oluyorsa, { fn,m}  dizisi  f  fonksiyonuna  C(D)  uzayýnda yakýnsar denir. { fn,m} dizisinin  C(D)
uzayýnda bir f fonksiyonuna yakýnsamasý için gerek ve yeter þart bu dizinin ayný  fonksiyona D
karesinde düzgün yakýnsamasýdýr. Böylece, C(D) uzayýnýn normuna göre yakýnsaklýk düzgün
yakýnsaklýktýr.

2. C(D)  UZAYINDA KARLESON PROBLEMÝ VE ÇÖZÜMÜ

n  ve  m belirlenmiþ doðal sayýlar olmak üzere, ox - ekseni nde [0,1] aralýðýný  

α k,n ; k = 0,1,…,n noktalarýyla 0 = α 0,n  < α 1,n  < … < α n,n  = 1 ve oy - ekseni nde [0,1] aralýðýný
β j,m ; j = 0,1,2,...,m   noktalarýyla 0 = β 0,m  < β 1,m  < … < β m,m = 1  biçi m inde parçal ara böl el im. 

( )),(),(
, yxP mn
jk , D karesinde sürekli pozitif fonksiyonlarýn matrisi ve  f   D  karesi nde sürek li 

fonksi yon ol mak üzer e, 
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toplamlarý ile tanýmlý    n,m  f    dizisini oluþturalým.

Problem( iki  deðiþkenli  Karleson  problemi) :  Tek deðiþkenli Karleson problemi Karleson
tarafýndan önerilmiþ Bohman tarafýndan çözülmüþtür (5).

α k,n  , β j,m sayýlarý ve ),(),(
, yxP mn
jk fonksiyonlarý hangi koþullarý saðlamalýdýr ki 
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∞→
 [ 2] 

olsun?

Bu problemin çözümü aþaðýdaki teoremle verilir:

TEOREM 2.1. (1) ile tanýmlý   n,m  f    dizisinin  f   C(D)  fonksiyonuna yaklaþým probleminin çözümü
olmasý  için, yani  (2)  eþitliðinin  saðlanmasý  için gerek  ve  yeter  koþullar
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dýr (4).

3. C(D)  UZAYINDA  BERNSTEIN   POLÝNOMLARIYLA  YAKLAÞIM

(x,y)  D  =  [ , ; , ]  olmak üzere,  knkn
0k

k
n

nn )x1(xC)xx1(1 −
= −∑=+−=  ve

jmjm
0j

j
m

mm )y1(yC)yy1(1 −
= −∑=+−= özdeþliklerinden



65Ýki Deðiþkenli Fonksiyonlarýn Bernstein polinomlarý Üzerine

    
jmjknkj

m
n

0k

m

0j

k
n )y1(y)x1(xCC1 −−

= =
−−∑ ∑=

eþitliðini  yazabiliriz.
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iþaretini  kabul  edersek
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formüllerinden  görülmektedir.

(8) eþitliðinden  yararlanarak, D  karesinde  sürekli  bir  f  fonksiyonunun  Bernstein  polinomlar
þu  þekilde oluþturalým,
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TEOREM 3.1. f ,  D  karesinde  sürekli  bir  fonksiyon  olduðunda

 0ffBlim
)D(Cm,nm,n

=−
∞→

dýr.

Ýspat: [10]  formülündeki   polinomlarýný (1) formülünde   tanýmlanmýþ   Bn,m( f ; x , y )  toplam
ile  karþýlaþtýrýrsak,
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olarak seçildiði durumda Τn,m(f  ;x, y) = Βn,m (f
 ;x, y) dýr. Bundan dolayý {Βn,m f } dizi si nin n,m → 

∞  i ken sür ekl i f  f onksi yonuna C(D ) normunda yakýnsamasý için [3]– [ 6] koþullarýnýn
saðlandýðýný göstermek yeterlidir. [8]  form ül üne göre 
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olduðunu görülür ve bu da [3] formülünün saðlandýðýný göstermektedir. 
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eþitlikleri yazýlabilir (1,2,3).

[8] ve [11]  formüllerine göre
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elde edilir. Böylece  (4)  formülü de saðlanýr.  Benzer þekilde
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ve   formülü de saðlanmaktadýr.  Son olarak, [6] formülünün saðlandýðýný gösterelim. [9]  formülüne
göre
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[12]  eþitliðinden
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yazabiliriz ve  buradan da

  m
1

n
1)yx()y(P)x(P)

m
j

n
k(

)D(C

22
m,jn,k

n

0k

m

0j 2

2

2

2
+≤+−∑ ∑ +

= =

   elde ederiz. Her iki tarafýn, (x,y) ∈ D olmak üzere, maksimum alýnýrsa 

  m
1

n
1)yx()y(P)x(P)

m
j

n
k(

)D(C

22
m,jn,k

n

0k

m

0j 2

2

2

2

+≤+−∑ ∑ +
= =

olduðunu görürüz ve  n,m  → ∞  iken lim ite geçi lirse [6] formülü saðlanýr. Dolayýsýyla Teorem
2.1. in tüm koþullarý saðlanýr ve bu teoreme göre Teorem 3.1. ispatlanmýþ olur. ªimdi b > a 
olm ak üzer e  D ab  ile D ab = [ ]baba ,;,  kar esi ni  göst erel im . D ab kar esi nde sür ekl i f onksi yonl ar 

uzayýný C(Dab)  ile göst erel im  ve uygun olarak 

)y,x(fmaxf
baba D)y,x()D(C ∈

=

olsun.   f  ∈ C(D ab) olduðunu kabul edelim. Açýkça görülüyor ki Dab   karesi nin her bir  (x, y) 
noktasýnýn bileþenlerini 

x = a + ( b − a ) t   ,   0 ≤ t ≤ 1  ;  y = a + ( b − a ) τ   ,   0 ≤ τ ≤ 1 

biçiminde gösterebiliriz. f ∈ C(Dab) olmak üzere ( t, τ ) ∈D noktalarýna baðlý bir ϕ
fonksiyonunu ele alalým ve
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))ab(a,t)ab(a(f),t( τ−+−+=τϕ [13]

olsun.   f ∈ C(Dab) olduðundan ϕ ∈ C(D)  dir ve biz  ϕ  fonksi yonunun Bernst ein  pol inomunu 
yazabi li riz.   (10) formül üne göre bu pol inom 
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biçimindedir ve Teorem 3.1 den dolayý
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formüllerine göre  (x,y) Dab  iken (t, ) D olur.  Bu durumda,  [13] formülünden
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elde edilir.  Dolayýsýyla, [13] formülündeki fonksiyonunun Bernstein polinomlarýný þu þekilde yazabiliriz,
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ve bunlar,  Dab   karesinde tanýmlý  f  fonksiyonunun Bernstein polinomlarýdýr.

[15]� e göre aþaðýdaki teorem ispatlanmýþ olur:

TEOREM  3.2. f  ∈ C(Dab)  f onksi yonunun Bernstein polinomlarý [16]  ol m ak  üzer e, 
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dýr. 

     Benzer ºekilde [ ]dcbaD dcba ,;,,;, =  di kdör tgeni ni  el e al arak ve C( Da,b;c,d) uzayýný
tanýmlayarak bir f ∈ C(D a,b;c,d)  fonksi yonunun 
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Bernstein  polinomlarý  için  aþaðýdaki  sonucu ispatlayabiliriz:

SONUÇ 3.3. f  ∈ C( Da,b;c,d) fonks iyonunun Bernstein polinomlarý [17] ol m ak üzer e, 
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