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Oz

Orgiiler, diigiim teorisi, diisiik boyutlu topoloji, say1 teorisi, cebirsel geometri, geometrik grup teorisi, cebirsel
topoloji ve matematiksel fizik gibi bircok alanda énemli bir rol oynamaktadir. Orgii gruplar ayrica, kriptoloji,
robotik, akigkan dinamikleri ve molekiiler biyoloji gibi ¢ogu uygulamali alanda ¢ok genis bir role sahiptir. Bu
calismada geometrik 6rgii grup yapisi ele alimmustir. Sonlu noktasi ¢gikarilmis bir disk iizerindeki yon koruyan
homeomorfizmalarin izotopi simiflar1 orgiilerle temsil edilmektedir. Calismada amag¢ geometrik orgiilerle ilgili
genel Ozellikleri vermek, okuyucuya geometrik orgiilerin grup yapisi, izotopi smiflari ve disk {izerindeki bir
geometrik orgiiniin bir Génderim Sinif Grubu (MCG)’na nasil dogal olarak izomorfik oldugunu agiklamaktir.

Anahtar kelimeler: Geometrik Orgiiler, n-Noktas1 Cikarilmis Disk, Génderim Smif Grubu (MCG).

Braids on a Finite Punctured Disk

Abstract

Braids play a remarkable role in the areas of knot theory, low dimensional topology, number theory, algebraic
geometry, geometric group theory, algebraic topology and mathematical physics. Moreover, braid groups also
have a comprehensive role mostly in applied fields such as cryptology, robotics, fluid dynamics and molecular
biology. In this study, geometric braid structure is dealt with. Isotopy classes of orientation preserving
homeomorphisms on the finitely punctured disk are represented by braids. The aim of this study is to give the
general properties of geometric braids, to explain to the reader about the group structure of geometric braids,
isotopy classes and how a geometric braid on the disk is naturally isomorphic to the Mapping Class Group (MCG).

Keywords: Geometric Braids, n-Punctured Disk, Mapping Class Group (MCG).

1. Giris

Orgii gruplarinin matematikteki énemi énce Gauss ve bundan bir asir sonra 19. yiizyilda Hurwitz
tarafindan fark edilmistir. Ancak, bu gruplar 1920’lerde Emil Artin tarafindan tamitilmistir [1]. Orgii
gruplari, geometri ve cebiri ¢ok iyi bir sekilde birlestirir; matematigin, fizigin, son zamanlarda polimer
kimyanin ve molekiiler biyolojinin ¢ok cesitli alanlarinda uygulamalara sahiptir. Orgii teorisinin
uygulamalarindan bazilar1 Garside tarafindan ¢6ziilen eslenik problemi, kriptoloji uygulamalari, kiirenin
homotopi gruplari ile baglantilari ve 6rgiilerin dinamikleridir. n adet noktasi ¢ikarilmis standart bir disk
olan D,, (n adet isaretlenmis noktali disk ve bu isaretli noktalar diskin yatay eksenindedir) iizerinde, yon
koruyan homeomorfizmalarin izotopi siniflar1 orgiiler tarafindan temsil edilmektedir [2]. Hall ve
Yurttag, Dynnikov koordinatlarini kullanarak her bir 6rgiiniin topolojik entropisini hesaplayan alternatif
bir yontem gelistirmislerdir [3]. Bu yontem n noktasi c¢ikarilmis disk {izerindeki yon koruyan
homeomorfizmalarin izotopi siniflarnin aileleri tizerinde tanimlanmistir. Bu izotopi siniflart Artin 6rgii
grup elemanlar: tarafindan tanimlanabilmektedir. Yurttas [4]’1in ¢alismasinda orgiilerin de yardimiyla
D,,’deki bir integral laminasyonun (sonlu sayidaki esas basit kapali egrilerin izotopi siniflarinin ayrik
bir birlesimi) belirli bir tiirdeki baska bir integral laminasyon ile geometrik kesisim sayisini hesaplayan
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bir yontem sunulmaktadir. Boylece, iki keyfi integral laminasyonun geometrik kesisim sayisint bulan
bir yol gelistirilmistir ve bu yol Yurttas ve Hall [5]’de anlatilmaktadir. Bunun yani sira Yurttas ve Hall,
D,’deki bir integral laminasyonun bilesenlerinin sayisini hesaplamak igin etkili bir algoritma
gelistirmistir [6]. Dynnikov ve Wiest, cebirsel ve geometrik bakis acilariyla bir 6rgiiniin karmagikligin
tanimlayan bir 0l¢ii tanimlamiglardir [7]. Cebirsel olarak, bazi iiretegler tanimlayarak bir Orgiiniin
uzunlugunun standart kavramimi degistirmislerdir. Boylece, oOrgli karmagikligi kavramlarmin
kiyaslanabilir oldugunu goérmiislerdir. Finn ve Thiffeault, genis orgiileri analiz etmek ihtiyacindan
dolay1 torus lizerindeki orgiilerin topolojik entropisini hesaplamak igin hizli bir metot gelistirmislerdir
[8]. Dehornoy, Artin 6rgii grubunun kelime problemine en etkili ¢ziimleri tantmlamustir [9]. Diger bir
deyisle, orgli izotopi problemine en etkili ¢oziimleri gelistirmistir. Bu ise, &zellikle kriptoloji
uygulamalar1 agisindan kullanigh olmaktadir. Budisic ve Thiffeault 2015 yilinda iki boyutlu akimlara
uygulanabilir alternatif bir hesaplama sunmustur [10]. Bu metot girdi olarak sadece akis yo6riingelerinin
seyrek bir kiimesini kullanmaktadir. Burada, yoriingelerin seyrek kiimesini temsil etmek igin orgiiler
kullanilmistir. Bu cebirsel nesneler, yoriingelerin bir projeksiyon eksenine gore pozisyonlar: nasil
degistirdiklerini kaydetmektedir. Bu ¢alismada, geometrik 6rgii kavrami detayli bir sekilde incelenip
tanimlanacaktir.

2. Materyal ve Metot

Bu boliimde geometrik 6rgiiler i¢in gerekli olan temel tanim ve teoremler verilecektir. S bir yiizey olsun.
Bu calismada yiizeyi kompakt, yonlii 2-manifold olarak diistinecegiz. Bu yiizey sinira sahip olabilir.
(S5,N), S’nin sonlu N altkiimesi ile birlikte bir yiizey belirtsin. Burada N, S iizerindeki
cikarilmis/isaretlenmis noktalarn bir kiimesi olarak alinmaktadir. Bu ¢alismada (S,N) yiizeyini,
n noktasi ¢ikarilmis/isaretlenmis D,, diski olarak diisiinecegiz.

Tamm 2.1. 2-boyutlu bir nesne, bir yiizey lizerinde bulundugu yere tekrar geldiginde kendi ayna
goriintlisii olacak sekilde siirekli olarak hareket ettirilemiyorsa bu yiizeye yonlendirilebilir yiizey denir.
Aksi takdirde bu yiizey yonlendirilemez olurdu. Yani, eger bir yiizeyde siirekli bir sekilde ilerleyen
tutarli bir rotasyon tanimlanabiliyorsa bu yiizey yonlendirilebilirdir.

Tamm 2.2. Topolojik bir nesnenin, baglantililigini veya cebirsel 6zelliklerini koruyacak sekilde belirli
bir alandaki temsiline gomme denir.

Tamm 2.3. a((0,1)) S S\N ozelligine sahip a: [0,1] > S siirekli doniisiimiine S°de bir yol denir. a,
baslangi¢ noktasi a(0) ve bitis noktasi a(1) olan iki adet u¢ noktaya sahiptir. Ug noktalari esit olan yola
ise kapali egri denir ve c ile gosterilir.

Tamm 2.4. a, S’de bir yol olsun. @ yolu S’ye gomiilii ise, a’nin goriintiisii S’de bir yay olarak
adlandirilir. ¢ kapal egrisi kesismiyor ve S’ye gomiilii ise ¢’nin goriintiisiine S’de bir basit kapali egri
denir. Boylece, yay ve basit kapali egri, goriintiileri S’nin alt kiimesi olan birer doniisiim olarak degil,
dogrudan S’nin birer alt kiimesi olarak tanimlanir.

Tamm 2.5. S’de a ve B iki yol olsun. @ ve B yollar1 arasindaki homotopi, bir H:[0,1] x [0,1] —» S
siirekli doniistimiidiir ve bu doniisiim asagidaki biitiin kosullar1 saglar:

0] Her x € [0,1] i¢in H(x,0) = a(x) ve H(x,1) = B(x),
(i) Her t € [0,1] igin H(0,t) = a(0) = B(0) ve H(1,t) = a(1) = (1),
(iii)
ve a ve [ yollarinin iki ug noktasi digindaki noktalarinin higbiri N kiimesinde bulunamayacagi i¢in
(iv) Her x € (0,1) ve hert € [0,1] igin H(x,t) ¢ N
dir. a ve B yollar1 arasinda bdyle bir H homotopisi varsa a ve 8 yollar1 homotopiktir denir ve a = S ile
gosterilir. Her t € [0, 1] i¢in H(x, t) bir gomme ise, yani a ve f yollarinin gériintiileri S’de birer yay
ise, 0 zaman bu yaylar izotopiktir ve bu durumda H, «’dan f3’ya bir izotopi olarak adlandirilir.
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S yiizeyinin smirinda ve N’de ortak u¢ noktalar1 olan yaylar ve S’deki basit kapali egriler i¢in
homotopi ve izotopi kavramlar1 ayn1 olur [17]. Izotopi, (S, N) nin biitiin homeomorfizmalarinin kiimesi
tizerinde bir denklik bagintisi tanimlar ve f’yi igeren izotopi smifi [f] ile gosterilir. (S, N)’ nin yon
koruyan homeomorfizmalarinin izotopi siniflarmin kiimesi bir grup olusturur. Burada grup islemi
homeomorfizmalarin birlesimi olarak alinmaktadir.

Tamm 2.6. (S,N)’nin Gonderim Suif Grubu (Mapping Class Group), (S,N)’nin yon koruyan
homeomorfizmalarinm izotopi siniflarinin grubudur ve MCG(S, N) ile gosterilir.

Bu calismada, n adet noktas: ¢ikarilmis disk olan (D?, N,,)’nin standart bir modeli iizerinde
calisacagiz. D,,, (D?, N,,)’yi ifade etmek iizere,

D? = {x € R% x| < 1} ve N, = {a, = (-1 +2=,0):1<r <n)
olarak tanimlanmaktadir.

Teorem 2.1. (Alexander lemma). D,,’nin Gonderim Sinif Grubu MCG(D,,), n =0 yadan =1 ise
birim gruptur.

MCG(D,,), n > 1 oldugunda n-o6rgii grubunun kendi merkezine bolimiine izomorftur. Bu
durum daha sonraki boliimlerde agiklanacaktir.

Tanmim 2.7. Isaretlenmis nokta icermeyen bir diski, sadece 1 adet isaretlenmis nokta igeren bir diski
veya isaretlenmis nokta icermeyen bir halkay1 sinirlandiran S’deki bir basit kapali egriye esas olmayan
egri denir. Aksi takdirde, bu egriye esas egri denir.

Tamm 2.8. S’deki sonlu sayida esas basit kapali egrinin izotopi siniflarinin ayrik bir birlesimine integral
laminasyon denir ve S’deki integral laminasyonlarm kiimesi £,, ile gésterilir.

Uyan 2.1. Bir integral laminasyonun egrileri karsilikli olarak homotopik / izotopik olabilirler. Sekil 1
Dg’de bir integral laminasyon 6rnegini gostermektedir.

Sekil 1. Dg’de bir integral laminasyon

Sekil 2’deki Ds’te bulunan basit kapali egrilerin ayrik birlesimleri bir integral laminasyon
olusturmamaktadirlar. Sekil 2’nin sol tarafindaki egri sisteminde 1 adet isaretlenmis noktay:
sinirlandiran egri vardir; sag tarafindaki egri sisteminde ise halkay1 sinirlandiran egri bulunmaktadir.

...@. .<§..§>

Sekil 2. Bu egri sistemleri integral laminasyon degillerdir
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3. Geometrik Orgiiler

D,, tizerindeki yon koruyan homeomorfizmalarin izotopi siniflar1 érgiilerle temsil edilmektedir [2]. Bu
boliimde geometrik orgiilerle ilgili bazi temel tanim ve teoremler sunulmus, geometrik 6rgiilerin grup
yapisi incelenmis ve son olarak D,,’nin gonderim sinif grubunun neden 6rgii grubunun kendi merkezine
boliimiine izomorf oldugu aciklanmustir.

Tamm 3.1. Bir geometrik érgii, D,, = (D?, N,,) olmak iizere, D? X [0,1]’de n adet ayrik ay,...,a,
yaylarmin bir koleksiyonudur ve B, geometrik drgiilerin kiimesi olmak {izere bir geometrik 6rgii f €
B, ile gosterilir. Bu koleksiyon, N, X {0}’1n noktalarmi s € [0,1] olmak iizere her bir D? x {s}
diizleminin her bir yay ile sadece tek bir noktada kesisecegi sekilde N, X {1}’in noktalarma baglar. 8
geometrik Orgiisii tarafindan iiretilen permiitasyon pg olmak iizere, baslangi¢ noktas1 (a,, 0) ve bitis

noktast (ap;;(r)’ 1) olan yaya $’nin r’ninci ipi denir. D,’te bir geometrik 6rgii 6rnegi i¢in Sekil 3’e
bakiniz. Her seyin uygun izotopi altinda alindigina dikkat ediniz.

Sekil 3. D, te bir geometrik oreii
Geometrik orgiilerin kiimesi B,,, asagidaki bileske islemi altinda bir grup olusturur:

Bi Ve P, swasiyla aj:[0,1] » D2 x[0,1] ve af:[0,1] » D*x [0,1] yaylariyla D* x

[0,1]’e gomiilii olan iki geometrik n-orgii olsun. 8: D% x [0,1] - D? izdiisiim fonksiyonu ve py, By
tarafindan tiretilen permiitasyon olmak iizere, B 8, bileskesinin a; yaylari

(t) _ (Q(ajl(Zt)),t) 0<t< 1/2
ik ) (9 (alz’l(j)(Zt - 1)),t) 1/2 <t<1

olarak tanimlanir. Gorsel bir ifadeyle, bu islem f;’in iplerinin alt tarafin1 8, nin iplerinin iist tarafiyla
birlestirir, ardindan olusturulan &rgiiyii I birim kiime olmak iizere D? X I’ya gdmiilecek sekilde ezer.
Verilen bu iglem ile birlikte geometrik orgiilerin kiimesi bir grup olusturur. Bu grupta 0 < i < 1 olmak
tizere, birim 6rgliniin yaylar1 (Sekil 4)

a;(t) = (a;, 1)

Ve a; yaylar ile verilen drgiiniin tersi olan orgiiniin yaylar1 (Sekil 5)

aj(t) = (6(a;(1-1)),t)

olarak tanimlanir.
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Sekil 4 bs’te birim orgi

G
oA

=Id

(<)
Sekil 5. a) D5 te bir 8 6rgiisii, b) Bu § 6rgiisiiniin tersi: 71 ve ¢) § ve B~’in olusturduklar birim érgii

Uyan 3.1. Herhangi bir 8 € B,, geometrik orgiisii Sekil 6°da gosterilen g; ve o; ! geometrik drgiilerinin
bir bilesimi olarak olusturulabilir. Ayrica, bu 6rgii

0i0i+10; = 0i4+10i0i+1 V€ 0;0; = 0joy, |[i —j| = 2

iligkilerini saglar.

Sekil 6. o; ve ;! orgiileri
Yukarida bahsedilen grup dogal bir sekilde, asagida tammlanan Artin Orgii Grubu’na izomorftur.

Tamm 3.2. Artin Orgii Grubu, n — 1 adet oy, ..., 0,_; iireteclerine ve asagidaki iliskilere sahip olan,
sonlu bir sekilde tiretilen gruptur:

00 = 0j0; eger 1<i,j<n-—1, li—j|l =2
0;0;410; = 0;410;0i41 e8er 1 <i<n-—2.

1464



A. Meral, M. Demirtas / BEU Fen Bilimleri Dergisi 9 (3), 1460-1468, 2020

Ipleri diskin merkezi etrafinda 7 ve 27 kadar gevirdigimizde B, ’de iki énemli 6rgii olan yarim
burgu ve tam burgu 6rgiileri tanimlanir.

Tamm 3.3. B,,’de yarim burgu

tn = (01 ... On_1) (01 ... 04_3) ... (0102)(0y),
ve tam burgu
Tp =t = (010 ... On_1)"
ile verilir.

Teorem 3.1. ([11]). B, ’nin merkezi M'(B,,), n = 3 igin tam burgu tarafindan tretilen sonsuz devirli
altgruptur. Yani, M'(B,) = < T,, >’dir.

Teorem 3.2. ([18]). MCG(D,,), Artin Orgii Grubu B,,’nin kendi merkezine béliimiine izomorftur. Yani,
MCG(D,) = B, /M (B,) dir.

Bu iki grup arasindaki benzerligin nasil calistigini kisaca agiklayalim. 1k olarak, verilen bir g €
MCG(D,,) gonderim sinifindan bir orgiiniin nasil olusturuldugu asagidaki gibi agiklanabilir:

f €golsun. f: D? -» D? olduguna dikkat edelim. Teorem 2.1°den id birim fonksiyon olmak
lizere, Yo = id : D> - D? ve y; = f : D> > D? olacak sekilde bir {y.}: D* - D? izotopisi vardir.
Utefo,11 Ve (Ny) X {t} birlesimi alinarak bir geometrik érgii olusturulabilir. Bu yapinin belirli bir {y;}
alinarak olusturulduguna dikkat edilmelidir. Eger farkli bir {y,} izotopisi segilseydi, baska bir 6rgii elde
edilecekti. Ancak, farkli izotopiler segmek T, nin kuvvetlerine gore farklilasan orgiiler olusturmaktadir.
Bu nedenle, MCG(D,)’den B,/<T, >= B,/M(B,)’ye bir homeomorfizma elde edebilmek i¢in
B, /< T, > bolimiinii aliriz. Simdi, bir 6rgiiden homeomorfizma elde edilmesini saglayan ters yapiyi
agiklayalim. «(0,7), merkezi R?’nin orijini olan, r yarigaph bir kiire olsun. f:x(0,2) - %(0,2)
fonksiyonu kutupsal koordinat sisteminde

(r,T +m) r<i,
fr,1) = {(r,T +t(2-71) 1<r<2
olarak tamimlanir. 1 <i <n-—1 i¢in yalnizca i ve i + 1 adet c¢ikarilmis nokta iceren, digerlerini
icermeyen B! € B} € D, diskleri secilsin. Bir h;: B> - «(0,2) homeomorfizmasi segilsin ve bu
homeomorfizma h;(B:) = x(0,1), h;(a;) = (—1/2,0) ve hi(a;11) = (1/2,0) kosullarmi saglasin.
fi: Dp = Dy,

f= {h[lofo h; x€ Bé",
" id x ¢ B}

olarak tanimlansin. Verilen bir g = ]_[crii" igin, karsilik gelen gonderim smifi [f] € MCG(Dy,), f =
0 fli" birlesimini igerir.
Uyan 3.2. Teorem 3.2, MCG(D,,)’nin L,, tizerindeki etkisinin B,,’nin L£,, tizerinde bir etki tanimladigin

ima etmektedir. Ancak, 6rgii etkilerinin birlesimi igin diizene dikkat edilmelidir. Birlesme soldan saga
dogru olmahdir. Yani, ¢ bir egri ve By, B, € By, ise, (818,)(c) = Bo(B1(c))dir.

4. Uygulama

Orgiiler, £,, iizerinde MCG(D,,)’nin etkisini gérsellestirmek i¢in uygun bir yol saglamaktadir.
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Tamm 4.1. Bir yiizey lizerindeki 6l¢iilen yapraklanmalarin (measured foliations) [12] ¢apraz bir ¢iftini,
bu ciftten birini bir T> 1 gergek sayisi ile diizgiin bir sekilde gererek, digerini 1/ t ile diizgiin bir sekilde
biizerek koruyan otomorfizmaya pseudo-Anosov denir. Burada 1, pseudo-Anosov otomorfizmasinin
bliylime oramidir.

Uygulama i¢in verilen asagidaki 6rnek, [19]’dan detayl bir sekilde incelenebilir.

Ornek 4.1. Sekil 7°de gbsterilen, basit kapali bir egri olan ¢ olsun.

Sekil 7. D5 {izerinde bir ¢ basit kapali egrisi

Sonlu sirali § = 40, orgiisiiniin etkisi Sekil 8 ile gosterilmektedir.

S

Sekil 8. B3(c) = ¢

Pseudo-Anosov orgiisii olan y = g;0; 1’in etKisi ise Sekil 9°dan baslayarak Sekil 12°ye kadar
gozlemlenebilir.

Sekil 11. y3(¢)
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Sekil 12. y*(c)

Sekillerden de gbzlemlenecegi gibi, pseudo-Anosov orgiilerin etkisi altinda basit egriler izotopi

smifi i¢indeki kompleks egrilere doniismektedir.

6. Sonuc ve Oneriler

Pseudo-Anosov orgiilerinin etkisi altinda egrilerin yinelenmelerini takip etmek olduk¢a zor olabilir
(Sekil 12’ye bakimiz). Bu problem, [13,14,19]’da £, kiimesi koordinatlandirilarak ve o; ve o, *
tireteglerinin £, izerindeki etkisini bu koordinatlar cinsinden veren Giincelleme Kurallariyla
cozilmiistiir.

Yazarlarin Katkisi

Calismada her iki yazar da esit oranda katki sunmustur.

Cikar Catismas1 Beyam

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.

Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢alismada, arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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