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OZET: Bu calismada miihendislik ve fen bilimleri alanlarindaki uygulamalarda sik¢a yer bulan ikinci
mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Runge-Kutta, Kuvvet Serisi ve Laplace Doniisiimii
Yontemleri ile ¢oziimi ele alinmistir. Bu yontemlerin kisa bir 6zeti verildikten sonra Mathematica
programlama dilinde algoritmalar olusturularak 6rnek problemlerin ¢oziimii yapilmistir.
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solved with the related algorithms in Mathematica software.
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GIRIS
Teknolojinin gelisimiyle birlikte
hayatimiza giren bilgisayarlar yasamimizi

dogrudan etkileyen araglar olmustur. Veri
depolama ve bilgi isleme gibi siireglerde sahip
oldugu {stiin ozellikler sayesinde her yastan
insanin kullanimina agik olan bilgisayarlar, fen ve
miithendislik alaninda neredeyse vazgecilmezdir.

Tipik bir bilgisayar asagidaki su islemleri
gerceklestirir:

Girdi islemleri: Bilgisayara
girilmesi bu asamada olur. Konuya uygun olarak
istenilen bilgiler/veriler bilgisayara girilebilir.

Aritmetik islemler: Dort islemi (¢arpma,
bolme, toplama, ¢ikarma) ve bunlarla ilintili olan
islemleri insana kiyasla daha hizli bir sekilde
yaparlar.

Ciktt  islemleri:  Bilgisayara  girilen
verilerin/bilgilerin kullanilabilir hale gelmesi
islemidir.

Depolama islemleri: Bilgisayarlar {istiin
depolama Gzelligiyle ihtiyag halinde veya

verilerin

sonradan kullanmak uzere
programlari/verileri/bilgileri depolar.

Altmislt yillardan itibaren bilgisayarlarin
ortaya ¢ikmasi ile bilginin dijitallesmesi soz
konusu olmustur. Gelismis iilkeler bilginin
dijitallesmesinin 6nemine varmis ve Bilgi ve
Tetisim Teknolojileri (BIT) olarak
adlandirabilecek bilgi teknolojilerini simiflara
sokmaya ve Ogretme-6grenme etkinliklerine
uyarlamaya calismislardir (Sen ve Akdeniz,
2017). Bu siireg halen devam etmekle birlikte
tilkemizin de arasinda bulundugu gelismekte olan
iilkeler, bu siireci uygulamaya ¢alismaktadir.

Bas dondiiriicii bir gelisime sahip olan
bilgisayarlar fen ve miithendislik alanlarinda sik¢a
kullanilmasiyla  birlikte  o6zellikle egitimle
biitiinlesmesi egitici ve 6grenciler acisindan son
derece faydalidir. Bilgisayar destekli egitimle
Ogretmen-6grenci etkilesimi, biligsel ve 6gretme
stirecleri, 0gretim yontem ve ilkeleri ve uygulama
alan1 gibi temel siirecler cagin gerektirdigi

normlara uygun hale getirilebilir (Giirkaynak,
2015).

Bilgisayar  Destekli  Egitim (BDE),
bilgisayar ve iligkili araglarin dersteki bir konu
veya kavrami Ogrencilere Ogretmek veya
Ogrenileni uygulama yoluyla pekistirmek olarak
tanimlanabilir (Sen ve Akdeniz, 2017). Bu yolla
egitimcilerin smif ortaminda yapamayacagi bazi
Ogretme aktivitelerinin bilgisayar ortaminda
yapilmast  saglanir.  Ornegin  matematik
derslerinde ii¢ boyutlu sekillerin veya bazi
grafiklerin tahtaya elle ¢izilmesi zor olabilir. Tlgili
matematik yazilimlari ile bu islem ¢ok daha kisa
ve etkin bir bicimde yapilabilir.

Birgok yazilim sembolik hesaplama ile
matematiksel islemleri yapmak iizere piyasaya
stiriilmiistiir. Matlab, Maple ve Mathematica
bunlardan akla gelen ilk Orneklerdir. Dilimizde
Matlab ve Maple ile ilgili kaydadeger sayida kitap
bulunurken Mathematica ile ilgili ¢ok fazla kitap
bulunmamaktadir (Cinar ve Caliskan, 1995;
Cinar, 2000; Smmiksiran ve Aktiitiin, 2009).
Mathematica, matematiksel, cebirsel ve sembolik
hesaplamalar yapan genel bir sistemdir. Sembolik

bir dil oldugundan wveri girisi kolaydir.
Mathematica ile tlirev, integral, denklem
¢oztimleri, diferansiyel denklem ¢oziimleri,

matris islemleri, grafik ¢izimleri vb. bir ¢ok islem
rahatlikla yapilabilir.
Bu c¢alismanin  ikinci  bdliimiinde
Mathematica’da yer alan diferansiyel denklem
komutlar1 tamitilacak ve bir ka¢ Ornekle
pekistirilecektir. Ugiincii boliimde bazi ikinci
dereceden lineer diferansiyel denklemlerin
Runge-Kutta, Seri A¢ilimi ve Laplace Doniisiimii
ile ¢oziimleri verilecektir. Uciincii ve son

boéliimde bu sonuglar tartigilacaktir.
MATERYAL VE YONTEM

Diferansiyel denklemler fen ve
miihendislikteki birgok olgunun matematiksel
olarak modellenmesinde  kullanilirlar.  Bu
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri Laplace
dontisimiinde oldugu gibi bazen dogrudan
yapilabilmekte, bazen de sayisal yontemlere
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ihtiya¢ duyulmaktadir. Euler, Runge-Kutta, Seri Mathematica’da yer alan DSolve komutu

Actlimi ile ¢Ozlimleme sayisal yontemlere verilen diferansiyel denklemi ¢ozer:
verilebilecek ilk drnektirler.

?DSolve

DSolve[sgn, », x] solves a differential equation for the fundion », with independent variable =,
D5olvelegn, v, {x, xmin, Twnd] solves a differential equation for x between vy and cp.
DSolve[{egry, egry, ), {v1, »7, ), .. solves a list of differential equations.

D5olve[egn, v, {x1, x1, ...}] solves a partial differential equation. ==

Sekil 1. Mathematica’da yerlesik DSolve komutu islevleri

Sekil 1’den de goriilecegi iizere denklemlerin ¢dziimiinii gostermektedir. Ornek
Mathematica diferansiyel denklemi dogrudan bir uygulama olarak

cozebilecegi gibi belirli bir x araliginda da

¢Ozebilir. Buna ek olarak birden fazla ? =xy+x (1)
diferansiyel denklemi de aymi anda ¢ozebilir. x
Sekildeki son satir kismi diferansiyel diferansiyel  denkleminin  Mathematica’da

¢coziimii Sekil 2°de gosterilmistir:

DSclve[y '[x] =x+xv[x] +x, ¥v[x], x]

Sekil 2. Mathematica’da 6rnek bir diferansiyel denklem ¢6ziimii

Mathematica’da yer alan NDSolve komutu degerler altinda c¢ozer. Sekil 3’te NDSolve
verilen diferansiyel denklemin belli sayisal komutunun islevi goriilmektedir.

? NDSolve

MDSolvelegns, u, {X, Xmin Xmacp] finds a numerical solution
to the ordinary differential equations egns for the function u
with the independent variable x in the range Xmin t0 Xma.
MNDSolve[egns, 1 {X, Xmin. Xmax} 1V Vmin: Vmaxc}t] S0IVes the partial
differential equations egrns over a rectangular region.
NDSolve[egns, 1 {x, v} = 0] solves the partial differential
equations egus over the region (1.
MNDSolvelegns, & {f, tmin Imax}. 1. ¥} € (] solves the time-dependent
partial differential equations egns over the region (1.

MNDSolve[egns, {u1, uz. ...}, ..] solves for the functions u;. =

Sekil 3. Mathematica’da yerlesik NDSolve komutu islevleri
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Ik satirda eqns adi altinda Mathematica’ya
verilen  diferansiyel  denklem  u = u(x)
fonksiyonu olarak belirli bir x araliginda ¢ozer.
Diger satirdaki komutlar bu ¢aligmanin kapsami

disindadir.  Ornegin  diferansiyel denklemler

dersinde sikc¢a karsilasilan baslangi¢ sarth % =

f(x,y),y(xy) =y, diferansiyel denkleminin
Mathematica’daki  gosterimi  Sekil — 4’te
gosterilmistir.

NDSolve[{y'[x] = £[y[x], x], ¥[x0] == yo}, ¥[x], {X, Xnin, Xuax}]

Sekil 4. Mathematica’da NDSolve komutu ile diferansiyel denklem ¢6ziim komutu

Bir 6rnek olmasi agisindan

it R

diferansiyel denklemini ¢ozelim:

y(0) =1,

0<x<1 (2)

WDSclve[{y "[x] =x+y[x] +x, ¥[0] =1}, ¥v[x], {x, 0, 1}]

Dornain ‘{‘{':"r 1}} | T=] 11

Clutput: scalar

Sekil 5. Mathematica’da NDSolve komutu ile diferansiyel denklem ¢6ziim komutu

Sekil 5’te yer alan InterpolatingFunction
komutu  y(x)  fonksiyonuna 0<x<1

bolgesinde yaklasik bir deger saglar. Sayisal bir
¢oziim elde etmek i¢in su islem yapilmalidir:

cozum = NDSolve[{y " [x] = x+y[x] +x, ¥[0] =1}, y[x], {x, 0, 1}]

cozum . X+ 1

Ciwll] = 2.29744%

Domain: {0, 13} |] ;11
Clutput Scalar N

Sekil 6. (2) denkleminin x = 1°de yaklasik ¢oziimii

Verilen diferansiyel denklem, cozum
olarak adlandirdiktan sonra x = 1 noktasinda
yaklasik ¢oziim elde edilmistir.

Mathematica’nin sahip oldugu bu yerlesik
komutlar sayisal hesap yapmay1 biiylik 6lciide
kolaylagtirir. Sembolik bir dil oldugundan veri

girisinin kolay oldugu daha once belirtilmisti.

Bununla birlikte Mathematica programlama
acisindan da uygun bir dildir. Problem ¢6ziimii
icin sahip oldugunuz algoritma dogru bir sekilde
Mathematica’ya girildiginde Mathematica size
Yerlesik komutlar hazir
goziikkse de

¢Ozlimii verecektir.
bulunusluk agisindan yararh
ogrencilerin, 6gretmenlerin ve akademisyenlerin
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ilgili problemler i¢in bir algoritma olusturup bunu

yapilabilmektedir. Lineer olmayan denklemlerin

bilgisayar diline dontigtiirmesi 6nemlidir. analitik ~ ¢Ozlimlerini  bulmak  neredeyse
Ikinci mertebeden diferansiyel denklemler imkansizdir. Bu tip denklemler sayisal
lineer ve lineer olmayan olarak ikiye yontemlerle ¢oziilebilmektedir. Bu sayisal
ayrilabilirler. Genellikle lineer diferansiyel yontemler lineer denklemlerin ¢ézlimleri i¢in de
denklemlerin  ¢Oziimleri  analitik  olarak uygulanabilir.
d*y dy
W+P(x)a+ Q(x)y = R(x) 3

seklindeki ikinci mertbeden diferansiyel denklemler R(x) = 0 olmasi durumunda homojen, aksi halde
homojen olmayan denklem olarak adlandirilir. P(x) ve Q(x) katsayilar1 degisken olabilecegi gibi sabit

de olabilir.

Runge-Kutta Yontemi

2

y(xo) = Yo,

baslangi¢ deger problemi Runge-Kutta yontemi
ile ¢oziilebilir. Runge-Kutta yontemleri ikinci
dereceden, dereceden, dordiincii
dereceden ve daha yiiksek derecelerden
olusabilmektedir. Bu yontemlerde Taylor serisi

ucunctu

d
=03 @

y(x1) =y

acilmi  veya  Euler yontemindeki  gibi
fonksiyonun tiirevlerine gerek yoktur. Ele alinan
alt araliklardaki segilen noktalarda fonksiyonun
degerleri kullanilir (Akin, 1998).

Yn+1 = Yn + c1hf (xn, yn) + cohf (x, + ah, y, + bky) (5)

indirgeme bagintis1 ele alinsin. Bu bagintida yer
alan h adim miktar1 olup, c¢q,c,, a,b sabitleri
Taylor algoritmasi ile uyumlu olacak sekilde

hesaplanmasi1 gerekli olan sabitlerdir. (xy, V)
komsulugunda Taylor ac¢ilimi yazilirsa

2 3

h h
Y1) = y(n) + hy' () + - y" () + 5y (n)

hZ
= y(x,) + hf(xn:)’n) + 7 (fx(xn'yn) + f(xn'yn)fy(xn'Yn)) +

h_3 frxe CGeny yn) + 2 (x, Yn)fxy (Xn, yn) + fyy (xn, yn)fz (X, Yn)
6 +fx (xn, Yn)fy (xXn, yn) + fyz (X, Y ) f (V)

+0(h") (6)

hZ
= y(xn) + hf(xn:yn) + T(fr + ffv)l(r,.,v,.\
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h3
+?(fxx + foxy + fyyfz + fxfy + fyzf) + 0(h4)

elde edilir (Akin, 1998). (5) nolu ifadede yer alan f(x, + ah,y, + bk;) yerine iki degiskenli
fonksiyonlarin Taylor agilimi1 kullanilarak
a’h?
fCen + ah,yn + bkr) = fCn, yn) + ahfx + bk fy + —— fux + ahbky + f(x,y)
b2k? 0

+——f,y + 0(h®)

2
yazilabilir. Boylece (5) nolu ifade

Yas1 = Yn + (1 + RS + Ch2(afy + bffy) + 2h* (& fox + abf fiy + 2 ) + 0(hY)  (8)

seklinde yazilabilir. Bu son ifade (6) nolu esitlikte yer alan h ve h?’nin katsayilari ile esitlenirse

c1te=1

9
ac2=b02=§ ®)

bulunur. Bu sistemde {i¢ denklem yer almasina ragmen dort bilinmeyen vardir bundan dolayi
bilinmeyenlerden birinin keyfi secimi halinde sistem ¢oziilebilir. Bu ¢oziimlerden bir tanesi ¢; = ¢, =

%, a = b = 1’dir. Boylece (5) nolu yaklagim formiilii

h
Yn+1 =Yn + E f Cony ¥) + fOen + v + RS (X, y))] (10)

halini alir (Akin, 1998).

h adim aralig1 olmak iizere 4. Mertebeden Runge-Kutta yontemi su sekildedir:
ky = hf (xn, yn)
k,=h ! h ! k
2= f(xn+§ ':Vn+§ 1)
1 1
ks = hf (e + 5 hyn + 5 k2) (11)
ky = hf (xn + b,y + k3)

1
Yne1 EYn Tt g(k1 + 2k; + 2k3 + ku).

Formiillerden de dikkat edilecegi iizere her adimda f (x, y) fonksiyonu hesaplanir ve bu deger bir sonraki
adimda kullanilarak yeni deger elde edilir. Bu tip islemler Mathematica’da NestList komutu ile yapilir.
Sekil 7°de bu komutun islevi goriilmektedir.

? Nestlist

MestList[/, sxpr, x] gives a list of the results of applying f to expr 0 through w times. =

Sekil 7. NestList komutu islevi
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NestList komutu f olarak tanittiginiz ifadeyi expr olarak adlandirilan agiklama ifadesine n defa uygular.
Sekil 8’de bir drnek gdsterilmistir.

HestLi=st[f, x, 5]

[z, £(=], £I£x]], £LE0E(R]]], £LEIE(EIx]1]], ELE[E(E[E(x]]]]]] -

Sekil 8. x ifadesine f’nin 5 kez uygulanmasi

Runge-Kutta yontemini ikinci mertebeden diferansiyel denklemlere uygulamak icin oOncelikle
diferansiyel denklemin iki tane birinci mertebeden diferansiyel denklem haline getirmek gerekir. Ikinci
mertebeden lineer bir diferansiyel denklem mertebe indirme yontemi uygulanarak birinci mertebeden
iki tane diferansiyel denkleme dontstirilebilir. y"' = f(x,y,y’) diferansiyel denkleminde y' = z
tanimlamasi yapilirsa

y'=7=f(xy,2) (12)
elde edilir. Buradan hareketle
vy =z=9(xy,2) (13)
z'=f(x,y,2)

denklem sistemi elde edilebilir.

Bu denklemler i¢in Runge-Kutta formiilleri su sekli alir:

ky = hf (xn, Yo, Zn)

1 1 1
k, = hf(x, +§h'y" +Ek1,zn +Em1)

1 1 1
k3=hf(xn+§h,yn+§k2,zn+zm2) (14)

1
ks = hf(x, +§h,yn + k3, z, + mM3)

1
Yn+1 = yn + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4_).

my = hg(Xp, Yn, Zn)

1 1 1
m, = hg(x, +§h,yn +§k1'Z" +Em1)

1 1 1
My = hg(tn + SR yn + 5k, 70 +5ms) (15)

1
my = hg(x, + Eh' YV + k3, z, + m3)
1
Zpy1 = Zy + g(m1 +2m, + 2m; + my).
Runge-Kutta yonteminin bir uygulamasi i¢in hem fiziksel olarak hem de miihendislik alaninda 6nemli

bir yere sahip olan kiitle-yay sistemini tanimlayan diferansiyel denklem ele alinabilir. Kiitle-yay
sistemini temsil eden

y'+2y=0, y(0)=0 y'(0)=2 (16)

ornek bir diferansiyel denklem ele alinsin (Boyce ve DiPirima, 2001). Bu denklem iki tane birinci
mertebeden diferansiyel denklem haline getirilebilir:
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y':Z' z’+2y=0; Vo =0, Zg =2

Y 6ntemin programi ve sonucu Sekil 9°da goriilmektedir.

= {xsifir, ysifir, zsifir, xn} = {0, 9, 2, 1};
h=0.1;
adim = IntegerPart[ (xn - xsifir) /h];
fFlx_ sy sz ] ==z
Blx_ s ¥ sz ] :=-2%y
kl[x_» v s 2_ ] t=haf[xy vy ]

kZ[x_ s ¥ sz ] i=hafx+hi2y, v+ (KL[xy Va Z] F2)a Z+ (ML[X, Vs
k3I[x s v sz ) i=haefxaehi 2y ve (k2[5 Vo 2] F2)s 24 (M2[x5 ¥y

kd[x y ¥y sz ] s=hsxf[xshy v+ k3[x,y yy 2]y z+m3[2xy ¥y 2] ]
mlfx 5 ¥ 5,z ] :=h=xg[x, v, 2]

m2[x_ 5 ¥ sz ] i=hsglx+h/ 2y y+ (kLl[x, vy 2] 72}y 2+ (ML[x, ¥y
mI[x_» ¥V »Z ] :i=haglx+h/ 2y, v+ (k2[x, Va2 2] F2)s 2+ (M2[X, Vs

mad[x 5 ¥ 57 ] t=hxglx+hy yek3I[x, yy 2]y z+m3[x, ¥y 2] ]
rungekutta[{x , v »z }] :=

17)

z] £2)]
z] /2)]

z] £ 2)]
z] /£ 2)]

1
{xrh,y' g*{kl[x, Yy z)] +2xk2[xy vy 2] + 2% k3[xy Vo 2] + kA[xy Vs 2] )

1
Zad —k (ML[x,y Vy ZT] + 2%#M2[X, Vy ZT] + 24 M3 [Xy Vy Z] + MA[Xy Vs z]]]

cozuml = NestList [rungekutta, {xsifir, ysifir, zsifir}, adim]

pE= (i@, B, 2], 8.1, 8,199333, 1.98883), (8.2, 8.394687, 1.92853 ),

'®.3, .582159, 1.82268), (@.4, 8.753008, 1.58544),

(8.5, B8.918723, 1.52849), (8.6, 1.86189, 1.32218), (8.7, 1.18228, 1.89747) ,
'®.8, 1.27986, B.850846), (@.9, 1.35188, ©.587234), 1., 1.39691, ©.311896)

2= xdeger = cozuml [ [All, 1]]

[E= @,8e.1,8.2,0.3, 0.4, 8.5, 8.6,0.7,8.8, 8.9, 1.}

"= ydeger = cozuml [ [All, 2]]

7= 18, 0,199333, 0.394687, 0.582159, 0.753088, 0.918723, 1.66109, 1.18228, 1.27986, 1.35188, 1.39691)

/= TableForm[Join[Transpose[ {xdeger, ydeger}]]]

B B

8.1  @.199333
8.2 ©.394687
8.3  @.582159
8.4 B.753008
8.5  8.918723
8.6  1.86183
8.7  1.18228
8.8  1.27986
8.9  1.35188
1. 1.39691

7= DSolve[{y'"[x] + 2#y[x] =0, y[@] =0y y'[0] =2}, y[x], {x, 0, 1}]

Dut]19): y X p“ﬁ Sin'“uq x:
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shcw[F]ut["ﬁ sin[ﬁ x], (%, 8, 1}],

LictPlot[%18, Joired -+ True, Mech +» Al11, MeshStyle -+ Directive[Pointsize [Medium] , Red]]
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Sekil 9. (16) nolu diferansiyel denklem i¢in Runge-Kutta programi

Sekil 9’dan da goriilecegi iizere ilk Once
baslangic  degerleri ve  adim  araligi
tanimlanmastir. Runge-Kutta
uygulanarak diferansiyel denklem c¢oziilmiis ve
h=0.1 adim araliklaniyla x degeri 0’dan
baslayip 1’e kadar artirilarak her bir x degeri i¢in
¢Oziim bulunmustur. Daha sonrasinda da gercek

yontemi

¢ozlim ile birlikte grafigi verilmistir.

Bu calismada kullanilan Runge-Kutta
yontemi 4. dereceden Runge-Kutta yontemi
olarak adlandirilir ve hata mertebesi 5. dereceden
oldugundan hassas sonug¢ verir. 2. Dereceden
Runge-Kutta yontemi var olmakla birlikte
hassasiyeti daha azdir (Hatun ve Vatansever,
2016).

Kuvvet Serisi Yontemi

Ikinci  mertebeden  lineer  homojen
diferansiyel denklemler mekanik,
elektrodinamik, termodinamik ve kuantum

mekanigi gibi fizik ve miihendislik dallarinda
sikca karsilasilir  (Karaoglu, 2009). Ikinci
dereceden sabit katsayili lineer diferansiyel
denklemlerin elle ¢6ziimii yapilabilmektedir.
Fakat uygulamali matematik ve fizikte
karsilagilan baz1 diferansiyel denklemlerin kapali
form ¢ozlimleri elde edilememektedir. Legendre

((1—x)%y" —2xy'+1(l+ 1)y =0) , Bessel
(x2y" +xy" + (x? —n?)y =0) ve Hermite
xy"+(A—-x)y'+ay=0) diferansiyel
denklemleri bu tip kapali formda ¢6ziimii elde
edilemeyen diferansiyel denklemlere 6rnektirler.
Dolayisiyla ele alinan diferansiyel denklemin,
denklemle ilgili bir nokta civarindaki ¢oziimii
Kuvvet serisi yoluyla aragtirilabilir (Pala, 2006).

Degisken katsayili lineer diferansiyel
denklemlerin standart ¢6ziim yontemi kuvvet
serisidir. Cozlim bir x = a noktasi civarinda
fonksiyonu kuvvet serisi olarak yazilmasiyla
baslar:

had 18
y() = ) e x - )k, o

k=0

Bu yontemde diferansiyel denklemi
cozmek demek ilgili ¢, katsayilarimi bulmak
demektir. Burada akla gelebilecek bir soru bir
diferansiyel denklemin x = a noktasinda seri
acilimimin her zaman var olup olmayacagidir.
Genellikle x = 0 noktasinda tekillik olmayacagi
ve seriye agilabilecegi diisiiniiliir. Sekil 10’da
(16) nolu denklemin ¢6ziimil igin bir program
gosterilmektedir.
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= cozum = NDSolve [{y "' [x] # 2wy [x] =@, y[@] =8, y'[0] =2}, y[x], {x, 8y 1}]

Domain: {{0., 1.3
| Output: scalar

e

Zuilil= {1y[x] = InterpelatingFunction

72= kuvvetserisil = Series[y[x], {xy @y 4}]
1 L1,

1
- ’ " 2 1 5
DutlZl= @] s @ x4+ - 8 ¥+ - 8| x + — 8 x +0x
L=y ¥ 23" EY 24)"
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4= kuvvetserisi3 = Series[y[x], {x, 8, 12}]
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rif= difdenk = y' ' [%] + 22y ([x] = 0;
bassart = {y[@] -> @, y'[0] = 2};
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i, 3 (- 1 . | .2
DutlEl= {2y (@] sy [8 2y 8+ y e x ¥ a Ey a |
1 s 1 s (T 1 . [
- B+ - a — B8 + — :]
,I33" E}" R '12y 24}«' le
1 5 1 7 s 1 & 1 B | .6
ee? e BN 35Y 720 7 [ X
w7l @ 9l g B g 12 g
¥ ¥ ‘}_IY ¥ E ok ®n
| 2528 5048 | 28168 48328
n2= difdenkseri3 = difdenk /. y[x] - kuvvetserisi3
i 1 (- 1 4 | .2
Dutlgl= {2y (@] +y [0 2y 8 +y e x ¥ ] Ey ] |
[ 1 s Poa (1 . 1 . [
- 8]+ - ] = 8]+ — ]
,I3}" E}" R '12y 24}«' le
[ s 1 7 s 1 & 1 B L e (¥ e yo |8 7
il P = 8 . — B ' i
| E&y 12&}" ! | 3E'B-y TZBY ! * [ 2528 5848 *
['y‘!'@_ymﬂ'hg._'yg@_y“@'|-;_'y”9 _y”‘&‘la
| 20160 48320 | 181448 362880 | | 1814400 3528800
Cyiog y1 e ‘ " [ vy @ vy e | . .
' W . X+ 0% =8
L19953488 39916588 L 239568 388 479861 688

2057



Halil MUTUK

9(4): 2048-2061, 2019

Ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Runge-Kutta, Kuvvet Serisi ve Laplace Déniisiimii Yontemleri ile

Mathematica’da Coziimii

['0= denkleml = LogicalExpand [difdenkseril] /. bassart

. 1
o=y (@) =08&&4.y? (@) =0RRy (@ -§y4 @) = 688

e L e a&&l e L @ 2]
Y - 12 ¥ ' ¥ -

1
3Y 2a

1= denklem2 = LogicalExpand [difdenkseri2) /. bassart

vy (@) e84y B =08y @
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12 ¥ “aa¥ . ga ¥ TR .

1 1 e e e 2@
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n721= denklem3 = LogicalExpand [difdenkseri3] /. bassart

3 1
g1z Yy @) = BR&4 .yt (@) =Ry (@ -5y4 @) = 8 &a%

1, ) 1 @ @ a8 1 @ 1 e @ @R
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[21= serikatsayilaril = First[Solwve [denkleml] ]
iz (yU (8] =8,y (@) » -4,y (e8] »0, y'* (8] +8, y'* (8] >8]

nt4r= serikatsayilari? = First[Solwve [denklem2] ]
4= {y7 (@) =@,y (8] - -4, y?* (8] e, ¥y (8] > 8,
v @) se, vy @) 516, v® @) se, v® e 232, y¥® 8] el

1'51= serikatsayilari3 = First[Solve[denklem3] ]

pE= [yl e,y e o4,y e se, vy 8 28, y" 8 28,y @8 » 16, y*

11

y¥ e »32,y'"™® @) s,y @ +-64, vy @) 0,y

121= difdenkcozuml = kuvvetserisil /. serikatsayilaril /. bassart

2% "
# 0 x]”
3

nE= 2%

7= difdenkcozum? = kuvvetserisiz /. serikatsayilari2 /. bassart

2% x x
P — - — +0[x
3 15 315

S

Dut[17 2 %

2= difdenkcozum3 = kuvvetserisi3 /. serikatsayilari3 /. bassart
73 xS el +° K11

18 2% = — & —— = —— 4 p— ¢

3 15 315 11348 623768

13

0 x

1'21= cozumgrafigil = Plot[Evaluate [Normal[ {difdenkcozuml1} ], {xs @y 1},
PlotRange -+ All, AxesLabel - {"x"; "y (x) "}, Mesh - All,
MeshStyle —+ Directive [PointSize [Medium], Red],
FramelLabel -+ {Style["x"y 5, "Label™], Style["y{x}™y 5, "Label™]1}];
cozumgrafigi? = Plot [Evaluate [Normal [ {difdenkcozum2}]], {x, @, 1},
PlotRange + All, AxeslLabel » {"x", "y (x) "}, Mesh -+ All,
MeshStyle + Directive [PointSize [Medium] , Green),
FrameLabel - {Style["x", 5, "Label™], Style["y(x)}", 5, "Label™])}];
cozumgratigi3 = Plot [Evaluate [Normal [ {difdenkcozum3}]]) s {xs @, 1},
PlotRange -+ All, AxesLabel = {"x", "y {x) "}, Mesh - All,
MeshStyle » Directive[PointSize[Small], Blue],
FrameLabel -+ {Style["x", 5, "Label™], Style["y(x)}"y 55 "Label™]1}1;

239580808 470601688
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Show [ cozumgrafigil, cozumgrafigi2, cozumgrafigil]

o p——

Sekil 10. (16) nolu denklemin Mathematica’da Kuvvet Serisi ile ¢6ziimii

Sekil 10’dan da goriilecegi gibi eger seriye
acilan terim daha fazla olursa gergek coziime
daha da yaklasilmaktadir. Kirmiz1 grafikle elde
edilen c¢oziimde serinin ilk 4 terimi, yesille
gosterilen grafikte ilk 8 terimi ve maviyle
gosterilen grafikte ise ilk 12 terimi kullanilarak
¢Ozlim elde edilmistir.

Laplace Doniisiimii Yontemi

Laplace doniisimii bir integal doniisimi
olarak fen ve miihendislik dallarinda diferansiyel
denklem ¢o6ziimlerinde en ¢ok kullanilan ¢6ziim
yontemlerinden biridir. Laplace dontigiimiindeki
amag baslangi¢ ya da sinir sartlarina bagl olan bir
diferansiyel denklemi ¢6ziimii gérece kolay olan
cebirsel bir denkleme doniistirmektir. Bu
yontemin en Onemli avantajlarindan biri ilgili
diferansiyel denklemin keyfi sabitlere bagli genel
¢ozlimiinli bulmaktansa dogrudan baslangi¢ veya
sinir deger probleminin ¢ézliimiinii vermesidir
(Pala, 2006).

Bir  f(x)  fonksiyonunun  Laplace
doniistimii, Z[f] seklinde gosterilir ve soyle

tanimlanir;

L[y"] + aly'] + bL[y] = L[r]

[s2Y (s) = sy(0) = y"(0)] + alsY (s) — y(0)] + bY (s) = R(s)

Zlf1 = fy f(©)y e~ (19)
Her  f(t)  fonksiyonunun  Laplace
donlislimiiniin  olup olmamas1 bazi sartlara

baghdur. ilk sart, t = t, gibi bir degerde f(t,) =
o oluyorsa (19) nolu denklemdeki integral
sonsuz  olur. onlemek icin  f(t)
fonksiyonunun [0, o] kapali araliginda stirekli
veya siirekli pargalardan olustugu kabul edilir.
Ikinci sart verilen bu aralikta fonksiyon siirekli

Bunu

olsa bile integral sonsuz olabilir. Ornegin et
fonksiyonunun Laplace doniisiimii tanimsizdir.
Dolayisiyla bunun Oniine ge¢mek i¢in her ¢
degerinde fonksiyonun {istel fonksiyondan daha
kiigiik olacag1 varsayilir: |f(t)| < ePt (Pala,
2006).

Sik karsilasilan baz1 fonksiyonlarin Laplace
doniisiimii elle yapalabilir, f(t) = 1, f(t) = e%,
f(t) = coswt gibi. Bunlar genellikle bir tablo
halinde bulunabilir. (3) nolu denkleme P(x) = a
ve Q(x) = b olmak iizere Laplace doniisiimi
uygulandiginda

(20a)
(20b)
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(25b) denkleminden Y (s) gekilirse

R(s) + (s + a)y(0) + y'(0) (21)

Y(s) =
(s) s24+as+b

bulunur. Baslangi¢ sartlar1 bilindigi takdirde
esittligin sag tarafi biliniyor demektir. Bu
takdirde ¢oziim fonksiyonu olan y(t) yi bulmak

? LaplaceTrans=form

icin ters Laplace doniisiimii yapmak gerekir (Pala,
2006):
y(&) = LMY (s)]. (22)

Mathematica’da yerlesik olarak
LaplaceTransform komutu bulunmaktadir. Sekil
11°de bu komutun islevi gériinmektedir.

LaplaceTransform[expr, t, 5] gives the Laplace transform of axpr,

LaplaceTransformlsxpr, {11, £2, ...}, {51, 57, ...}] gives the multidimensional Laplace transform of sxpr. =

Sekil 11. LaplaceTransform komutunun islevi

Sekil 12°de (16) nolu diferansiyel denklemin Laplace doniigiim yontemi ile ¢ozliimii verilmektedir.

DSolve[{y'"[x] +2#y[x] =0, y[0] =0, y' [@] = 2}, y[x], X]

4o — . -
yix] V2510 V2 x|

difdenk = y'"[x] + 2+y[x] == 0

2y ¥ +y (x| =8

bassart = {y[@] -+ @, y'[@] = 2}

w8 B,y B 2]

lapdon = LaplaceTransform[difdenk, x, s] /. bassart

2+ 2 LaplaceTransform y x|, X, 5

s LaplaceTransform y x , x, 5 =@

cebirdenk = lapdon /. LaplaceTransform[y[x], %, 5] = Y[s]

2+2Y/s] +5°Y(s) =@

cebirdenkcozum([s ] = ¥[s] /. Solve[cebirdenk, Y[s]]1[[1]]

2

-

2457

cebirdenkcozum[x ] = InverseLaplaceTransform[cebirdenkcozum([s], 5, x]

|'_ L} 1 |'_ |
W2 5In V2 X

Sekil 12. (16) nolu denklemin Laplace doniisiim yontemi ile Mathematica’da ¢oziimii
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Sekil 12°den de goriilecedi ilizere ilk
satirdaki DSolve komutu kullanilarak verilen
diferansiyel denklem ¢oziilmiistiir. Ugiincii
satirdan itibaren Laplace doniisiimii uygulanmis
ve son satirda ¢oziime ulasilmstir.

SONUC

Bu calismada Runge-Kutta, Kuvvet Serisi
ve Laplace doniisiim yontemleri kullanilarak
ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin
¢Oziimi arastirildi. Siiphesiz bu calismada yer
alan programlardan farkli olarak okuyucu kendi
programlarini yazabilirler.

Mathematica’nin sahip oldugu yerlesik

komutlar  ikinci  mertebeden  diferansiyel
denklemleri  ¢Ozebilmektedir.  Fakat baz
problemlerde istenilen hassasiyette ¢dziime
ulasabilmek i¢in sayisal ¢Oziimleme

yontemlerinin kullanilmast gerekebilir. Ayrica
baz1 programlarda goriildiigii tizere grafik ¢izmek
¢Oziimiin nasil davrandig1 hakkinda bilgi vermesi
acgisindan 6nemlidir. Mathematica, bir, iki ve ii¢
boyutlu grafik ¢izme konusunda son derece iistlin
ozelliklere sahiptir. Dileyen okuyucu bunu hem
cevrimi¢i olarak (Wolfram, 2019a) hem de
Mathematica kitabindan (Wolfram, 1991)
bakarak kendi yaziliminda deneyebilirler.
Mathematica sembolik bir dil oldugu kadar
programlama agisindan da uygun bir yazilimdir.
Sayisal ¢oziimleme derslerinde Mathematica’nin
kullanimi artirilabilir. Ozellikle Mathematica’nin
cevrimici  kiitliphanesinde  bircok  yaklasik
yontemin, veri analizinin ve bulut iglemleri gibi
bir¢ok konu hakkinda baska insanlarca yazilmis

programlar  mevcuttur  (Wolfram, 2019b)
Mathematica’nin  sahip oldugu bu genis
kiitiphane onu diger sembolik dillerden
ayirmaktadir.
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