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Ozet: Bu calisma agsiz bir yontem olan radyal tabanli fonksiyonlarla kollokasyon (RBFC)
yontemi ile lineer olmayan ikili Schrodinger denklemlerinin (CNLS) sayisal ¢oziimlerinin elde
edilmesi tizerinedir. Zaman ayristirmasi igin ileri fark ve kalan terimler i¢inde fonksiyonun
ardigtk zaman adimindaki ortalama degerleri kullanilmigtir. CNLS denklemi i¢in kullanilan
yontemin kararlilik analizi incelemesi Von-Neumann kararlilik metodu kullanilarak yapilmustir.
Metodun gecerliligini gostermek icin tek soliton dalga hareketi ve iki solitonun etkilesimini
igeren dort farkli test problemi ele alinmustir. Her bir test problemi i¢in sayisal sonuglar grafikler
ve tablolar yardimiyla gosterilmistir. Ayrica onerilen yontemin gegerliligini, verimliligini ve
etkinligini gostermek i¢in elde edilen sayisal sonuglar analitik ve literatiirde var olan sonuglar
ile karsilastirilmusgtir.

Anahtar kelimeler: RBFC Metodu, Lineer Olmayan ikili Schrédinger Denklemi, Von-
Neumann Kararlilik Analizi

A Meshless Method for the Coupled Nonlinear Schrodinger Equations

Abstract: The current investigation studies a meshfree method based on radial basis functions
collocation method (RBFC) to obtain numerically solutions of the coupled nonlinear
Schrodinger (CNLS) equations. Forward difference is used for the temporal discretization and
the average value of the function in consecutive time step is used for other terms. The stability
analysis of the proposed method is investigated by using Von-Neumann stability technique for
the governing equations. To accuracy of the proposed method, test problems which include the
single soliton motion and two interaction are used. For every test problems, all obtained
numerical results are presented in tables and figures. The obtained numerical experiments are
compared with analytical and published numerical solutions to confirm the accuracy and
efficiency of the suggested scheme.

Key words: RBFC method, Coupled nonlinear Schrodinger equations, Von-Neumann stability
analysis

1. Giris

Bilim ve miihendisligin pek ¢ok alaninda hatta kimi zaman giinliik yasantimizda da
ortaya ¢ikan fiziksel problemlerin ¢6ziimiinliin bulunmasi asamasinda ilk olarak
problemlerin 6zelliklerini tagiyan matematiksel bir modelin kurulmasina ihtiya¢ vardir.
Bu denklem ve sistemlerin analitik ve sayisal ¢oziimlerini bulmak i¢in ise ¢esitli
metotlar Onerilmistir. Fakat bu denklemlerin veya denklem sistemlerinin analitik
cozlimlerini bulmak her zaman kolay degildir. Bu yiizden bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in
analitik yaklagim ydntemi veya sayisal yontemler kullanilmaktadir. Bu yontemlerden
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Homotopi Pertiirbasyon Metodu, Varyasyonel iterasyon Metodu, Diferansiyel Déniisiim
Metodu, Adomian Ayristirma Metodu, Sonlu Farklar Yaklasim Metodu siklikla
kullanilmaktadir.

Son yillarda oldukea ilgi ¢eken ve siklikla kullanilan agsiz yontemler 30 yil igerisinde
oldukca 6nem kazanmis ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimii i¢in uygun
bir alternatif haline gelmistir. Bu yontemler, sonlu elemanlar, sonlu farklar, sonlu
hacimler ve spektral yontemler gibi klasik ag tabanli hesaplama yontemlerinde ana
problem olan ag yapisindan kaginirlar. Bu yiizden bir agsiz yontem, tanimlanan alanda
ag yapisi olusturmadan sistemin aritmetik denklemlerini kurulmasini saglamakta ve bu
denklemleri ¢ozerek bilinmeyenleri elde etmeye yaramaktadir. Ayrica, iterasyon
gerektiren ¢oziimler igin de ¢ok uygun bir yontemdir [1].

Bu calismada ise lineer olmayan ikili Schrodinger denkleminin (CNLS) sayisal
¢Ozlimiiniin agsiz bir yontem olan RBFC metodu ile bulunmasi hedeflenmistir. CNLS
denklemi ¢ok ¢esitli fiziksel durumlarda ortaya ¢ikmaktadir. Fiber iletisim sisteminde
onemli bir yere sahiptir. Ayrica, kristaller veya fotorefraktifler icindeki 151 yayilimini
ve su dalgasi etkilesimlerini modellemektedir. Son yillarda CNLS denkleminin sayisal
¢Oziimiiniin bulunmasi oldukca dikkat c¢ekmistir. Bircok arastirmaci bu denklemleri
cozmek igin cesitli sayisal yontemler arastirmistir. Ornegin, [2 — 11] calismalarinda
konum ve zamana gore farkli dogruluklara sahip sonlu fark yaklasim yontemi
kullanilmistir. [12] ve [13] ¢alismalarinda ise lineer olmayan Schrédinger denklemi igin
sirastyla RBFC ve en kiiclik karelerle kolokasyon yontemleri kullanilarak sayisal
¢Oziimler bulunmustur.

Bu calismada, CNLS denklemi i¢in baglangic ve smir deger problemi asagidaki
formdadir:

ig—l;+y %+p(|u|2+ﬁ|v|2) =0,(x,t) € [a,b] X [0,T] 1)
ig—:+y %+p(|v|2+ﬁ|u|2)=0,(x,t) € [a, b] x [0, T] )

u(x,0) = f(x), v(x,0)=gkx), a<x<b 3)
u(a,t) = u(b,t) =0, v(a,t) =v(bt) =0, 0<t<T 4)

burada i = V=1, y, B Ve p bazi reel katsayilardir. u(x, t) ve v(x, t) kompleks degerli x
ve t bagimsiz degiskenlerine bagli fonksiyonlardir. y parametresi optik fiberde dagilima,
B ise cift kirllmali optik fiberde birlestirme parametresi olarak tanimlanmaktadir.
y=p= =1 oldugunda (1) — (2)denklemleri Manakov denklemleri olarak
adlandirilmaktadir. 8 =0 oldugunda (1) — (2) denklemleri lineer olmayan
Schrodinger denklemine (NLS) ayrismaktadir. Bu ¢alismada y = p = # = 1 alinarak
hesaplamalar yapilmstir.
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2. Materyal ve Metot

Kansa yontemi olarak da bilinen RBFC metodu modern yaklasim teorisinde spektral
dogruluk, ag yapisi gerektirmemesi, yiiksek boyutlar i¢in keyfi geometri ile ¢calismasi ve
uygulanabilirligi a¢isindan en sik kullanilan yontemlerdendir.

Coklu kuadratik (MQ) metodu ilk kez Hardy tarafindan 1971 yilinda diinyanin
yercekimi alanini modellemek icin bir interpolasyon yontemi olarak gelistirilmistir
[14]. Aslinda MQ metodu Kansa metodunun 6zel bir halidir. 1982 yilinda Franke [15]
iki boyutlu dagmik veriler i¢in ¢ok sayida interpolasyon yontemini test etti ve MQ
yonteminin en etkileyici yontemlerden biri oldugunu ispat etmistir. Bu durum
aragtirmacilarin Radyal tabanli fonksiyonlar iizerine c¢aligmalar yapmasinda etkili
olmustur. Madcy ve Nelson [16] ve Micchelli [17] RBFC metoduna teorik bir yon
vermisgler ve bu yontem ile elde edilen matrisin tersinin oldugunu kanitlamislardir. 1990
yilinda, Kansa[18] kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimi i¢in Kansa
metodunun uygulanmasina Onciiliik etmistir. Franke ve Schaback [19] kismi
diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin RBFC yontemine teorik bir temel vermistir.
Ayrica Franke ve Schaback [20] tarafindan RBFC yontemi kullanilarak elde edilen
interpolasyonun varligi, tekligi ve siirekli bir fonksiyona yakinsamasi ispatlanmigtir. Wu
ve Schaback [21] RBFC yontemini kullanilarak daginik veri interpolasyonunun tahmini
yerel hatalarin1 tiiretmistir.

2.1 Radyal tabanl fonksiyonlar

Radyal tabanli fonksiyonlar (RBF) fonksiyon interpolasyonu [22-24], kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii [19,25], tiirbiilans analizi [26], sinir aglar1 [27] ve meteoroloji
[28] gibi pek ¢ok uygulama alanina sahiptir. RBF'ler yiiksek dogrulukta bir yaklagimin
yapilmasini elverisli kilmaktadir. Ayrica, global olarak desteklenen RBF'lerin kullanim1
da biiyiik dogrusal sistemler olusturulmasinda 6nemli rol oynar. RBF’lerin zayif kosul
gerektirmesi, tam ve kdsegen baskin olmasi da ¢6ziimiin tekligini garantiler.

Tanmm 2.1. ®: RS —» R tanimli bir fonksiyon olsun. Tek degiskenli ¢ :[0,00) - R
fonksiyonu var ve

Px) =), r=|lx| ()

kosulu saglaniyorsa @ fonksiyonuna Radyal tabanli fonksiyon denir. Burada || - ||, R®
tizerinde Oklidyen normdur.

Tanim 2.1. bir RBF'nin segilecek bir x; noktasiin merkez noktaya olan uzaklik
fonksiyonu oldugunu sdylemektedir. ®(x) = ¢(1;) seklindedir. Burada r; = ||x — x;]|,
x Ve x; noktalari arasindaki Oklidyen normdur.

RBF'ler bir ¢ sekil parametresi igerebilir. Eger bir RBF sekil parametresi igeriyorsa
sonsuz diizgiin RBF, sadece uzakliga bagli ise parcali diizgiin RBF olarak adlandirilir.
Sayisal sonuglarin degerlerinin dogrulugunu etkileyen sekil parametresi c'nin segilimi
bliyiik 6nem tasimaktadir. Birgok calismada sekil parametresinin se¢ilimi arastirilmistir
[29 — 33]. Tarwater [29] sekil parametresinin degerini arttirarak hatanin ortalama
karesinin en aza diistiigiinii ve sonrasinda keskin bir sekilde arttigini gostermistir.
Carlson ve Foley [30] yaptiklar1 ¢alismada sekil parametresinin segiliminin probleme
bagli oldugunu yani yaklasik olarak elde edilecek fonksiyonun davramiginin sekil
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parametresinin se¢ilimini biiyiik oOlciide etkiledigini kesfetmislerdir. Hizla degisen
fonksiyonlar i¢in kiigiik bir ¢ degerinin kullanilmasi, diizgiin fonksiyonlar igin ise biiyiik
bir ¢ degerinin kullanilmasi gerektigini gostermislerdir. Madych [31] c'nin degerini
arttirarak RBF interpolasyonunun dogrulugunda 6nemli bir iyilestirme yapilabilecegini
ispatlamistir. Schaback [32] ise yapmis oldugu ¢aligmasinda c'nin optimal degerini elde
etmek icin kernel matrisinin kosul sayisinit hesaplamistir. Cheng vd. [33] tarafindan
yapilan calismada ise c'nin degeri ¢ok biiylik oldugunda RBF interpolasyon hatasinin
iistel bir yakinsamasi oldugunu ispatlamislardir. Ancak, ¢6zlimiin bozulduktan sonra
c'nin belli bir limit degerine sahip oldugunu gostermislerdir. Genel olarak c'nin degeri
arttikca, coziilecek sistemin matrisi kotii kosullu hale gelir ve bu ylizden kosul sayisi,
dogru bir ¢oziim i¢in sekil parametresinin optimal degerinin belirlenmesinde
kullanilabilir. Fakat sekil parametresinin en iyi degerinin segilimi hala acik bir
problemdir.

Bu caligmada ise sekil parametresinin optimal degerini elde etmek igin, [32]’de
belirtilen yaklagim kullanilmigtir. Literatiirde tanimlanmis pek cok Radyal tabanli
fonksiyon vardir. Bu ¢alismada Gaussian (G), Coklu Kuadratik (MQ) ve Wendland (W)
fonksiyonlart kullanilmistir. Gaussian ve Coklu Kuadratik fonksiyonlar global destekli
olduklart icin, elde edilen kernel matrisi full matris olur. Bu fonksiyonlar asagida
verildigi sekilde tanimlanmustir.

2,2

G:p(r)y=e"“"
MQ: p(r) =VrZ +c?
W: () =71 =14, keN, =[5 + k +1

burada d uzaym boyutu ve
j sp(s)ds, r>0

Ip(r) =4 J,
Jp(—1), r<o0
ve
_ _(1-1)} 0<r<1
(=% _{ 0, r>1

seklindedir [34]. ¢, fonksiyonunun derecesi [ + 2k olur. Calismada kullandigimiz
cesitli dereceden Wendland fonksiyonlar: asagida verilmistir:

Wyo(r) = (1—7)83 + 18r + 35r2),

Ws3(r) = (1—r)8%( + 8r + 25r% + 32r3),

Wea(r) = (1 —1r)3°(5 + 50r + 21072 + 45073 + 429r*),

W,5(r) = (1 —1r)3(9 + 108r + 56617 + 164413 + 2697r* + 20487°).

Burada W, = ¢ 'dir. Bundan sonraki boliimlerde Wendland fonksiyonu igin W,
notasyonu kullanilacaktir. Wendland fonksiyonundaki r, § > 0 olacak sekilde %ile

degistirilebilir. Boylece fonksiyon [0, 8] lizerinde sikilastirilmis destekli (compactly
supported) olacak bi¢imde oOlgeklendirilmis olur. § Olgeklendirme faktorii olarak
adlandirilmaktadir ve segilimi agik bir problemdir. Calismamizda & Olgeklendirme
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faktoriiniin optimal degerini belirlemek i¢in, kernel matrisinin sart sayisit hesaplanmigtir
[32]. Bu doniisiimiin bir sonucu olarak, kernel matrisi bir bant kdsegen matris olur ve
matrisin boyutu oOlgeklendirme faktoriiniin degerine baghdir. Elde edilen kernel
matrisinin bant matris olmasi, Wendland sikilastirilmis destekli fonksiyonlar ile
hesaplamada avantaj saglamaktadir.

2.2 CNLS denklemi icin zaman ayristirmast

(1) — (2) nolu denklem sisteminde u(x, t) ve v(x,t) kompleks fonksiyonlari, u, (x, t),
us(x,t), v (x,t) ve vg(x, t) reel fonksiyonlar olmak iizere,

u(x, t) = u,(x,t) + iug(x, t) (6)
v(x, t) = v.(x, t) +ivg(x, t) (7

seklinde reel ve sanal kisimlara ayrilabilirler.

du Jdu, dug dv  dv, dv;

= ] — =Ty = 8
ot~ ot e ot ot o ®)
Ju Odu,  Jdug dv  Jdv,  0vg

= . — =Ty = 9
ot ot o ot~ ot Tiar ©)
0%u  0%u, 0%u,

2= 902 Tz lul = u2 + uz, (10)

seklindedir. (8) — (10) esitlikleri (1) — (2) numarali denklem sisteminde yerine
yazilirsa

ou ou 0%u 0%u

i ( atr +i ats) + ax; +i ax; + (w2 +u2 + @ +vd))w, +iug) =0  (11)
ov ov 0%v 0%v

i( (')tr + ia—ts) + axzr +i ax; + (2 +vZ+ W2 +ud))(v +iv) =0 (12)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin sifira esit olmasi igin reel ve sanal
kisimlarin ayr1 ayri sifira esit olmasi gerektiginden (1) — (2) numarali denklem sistemi

- (')auts + a;;r + W+ ui+ v+ vHu, =0 (13)
aautr + %luzs + @+ u+v?+vHu, =0 (14)
—% t %2;; + @ +u + v+ vPv, =0 (15)
aavtr ?;;S + W+ ui+vi+vHus =0 (16)

422



formunda bir denklem sistemine doniisiir. Bu denklemin baslangi¢c ve sinir kosullari,
(ug)y, (o), (V) Ve (vy)s sirasiylauy ve v, fonksiyonlarinin reel ve sanal kisimlar
olmak iizere,

ur(x,0) = (ue)r (@), us(x,0) = (up)s(x), a <x<b (17)
vr(x,0) = (o) (%), vs(x,0) = (wo)s(x), a<x<b (18)
u,(a,t) = u,.(b,t) =0, us (a,t) = ug(b,t) =0, 0<t<sT (19)
v.-(a,t) = v.(b,t) =0, vs(a, t) = vg(b,t) =0, 0<t<sT (20)

seklindedir. (13) — (16) denklem sistemi asagidaki gibi matris-vektdr formu bi¢iminde
yazilabilir:

ou  9%U
9v Y - 21
o+ Ao+ sAU(x,t) =0 (21)
Ux,0)=F(x),a<x<b (22)
Ula,t) =UMb,t) =0, 0<t<T (23)
burada
/ur(x, t) 0 1 0 0
| us(x, ) (-1 0 0 o0
Ve =1, ol 2l o o o 1
vg(x, t) 0 0 -1 0
fr (%)
X
F(x) = (gsr((x)) , s = (U2 +u? +v? +v2)
gs(x)

seklindedir. (21) — (23) denklem sisteminde zamana gore tiireve ileri fark yaklasimi,
kalan terimlere de fonksiyonun ardisik zaman adimindaki ortalama degerleri kullanilirsa

U U (OB WO | ek (URT AU (24)
At 2 | 2

esitligi elde edilir. Burada

T T G\ n+t)?
s, 2=1u, + | ug + | v, + | v, (25)
i i i i

(26)

2

423



(u:%) WMD) + W), -
; 2
<vf*3> W) + ) 28)
; 2
1 n+1 n
<vsn+5> (vs )12+ (vs )l (29)

seklindedir. (26) — (29) esitlikleri (25)’de yerine yazildiginda

wed (G @\ (D (@R o)
7o (R () ()
(30)

)+ (),
()

biciminde olur. Bu denklem sisteminde lineer olmayan terimleri lineerlestirmek i¢in
ur 9 Dy s

ye ileri fark yaklasimi uygulanirsa

ot' at’ at’
ur = uptt =t = At((ue)ix + (U + ul + vt + vHug) (31)
us = uftt = uf + At((uUp)% + @ +ud + v+ vul) (32)
vy = v = vt — At((v)R, + (Ul + ul + v + v vl (33)
vs = vt = vl = At((v)R + (W +ud + vl + v (34)

. ((uni + ), ) .\ ((u;x + ), ) . <(v:)i + P )

Si
2 * 2 2 (35)
<(vs)l + (U5); )
+ _—
2
kabul edilir ve (35) esitligi (24) denkleminde yerine yazilirsa
Ut — Ut + (U; UMt +ut

lineer denklemi elde edilir.
2.3 RBFC metodunun CNLS denklemine uygulanisi
Problemin ¢6ziim bdlgesi olan [a, b] araligi a = x; < x, < -+ < xy = b olacak sekilde

N esit uzunluklu alt araliga parcalanirsa x;, i = 1,2,---, N kolokasyon noktalarindan x;,
i=2,-,N—1 ic bolgedeki noktalar, a = x; ve b = xy sinirdaki noktalardir. Kansa
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metodu [18] olarak da bilinen RBFC metodunda, U fonksiyonunun n. ve (n+ 1).
adimdaki ¢6ziimlerine

N N

U = ) A, UM =) A (37)

j=1 j=1
yaklasimlar1 yapilir. Bu yaklagimlarin x'e gore ikinci mertebe tlirevleri

N

a%u\"
j=1
52 n+1 N
(67”) =) g ) (39)
=1

bi¢gimindedir. (37) — (39) denklemlerinde yapilan yaklasimlar (36) denkleminde
yerine yazilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa

N N N
At N Ats]'
DA () + A Y G () + 1A Y A ()
Jj=1 j=1 j=1
N At N Ats? N (40)
= Z A dj(x) — 7AZ A7 Oc) —— AZ Api(x) i
Jj=1 j=1 j=1
= 2’3’...,N_ 1
ve
N
Y ) =0, i=1,N 1)
=1

seklinde 4N bilinmeyenli 4N denklemden olusan bir lineer denklem sistemi elde edilir.
Bu sistem /’l]’-‘+1 bilinmeyen katsayr ve A} bilinen katsay1 olmak iizere matris bigiminde

asagidaki sekilde yazilabilir:
NN
Aus F. 2
A

A By vy I\ F
B, A Ay, Fy

burada k = 1,2 i¢in A, ve B, matrisleri N X N karesel matrislerdir ve

A; B
B, 4,

0

A

$1 0 bn|pr o dn
[Ak Bk] = Ck Dk B k = 1,2
b1 0 bn|pr o dw
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seklindedir. Bu matrislerin elemanlari ilk ve son satir1 ¢ sekil fonksiyonlari, N — 2 tane
satirrda (N — 2) X (N — 2) boyutlu C, ve D, karesel matrislerden olusmaktadir.
k = 1,2 i¢in C;, ve D, matrislerinin elemanlar1 asagida verilmistir.

€, = 2¢j(xi)

Dy = Atg; "(x;) + At si'¢j(x;), j=1,-,N,i=2,--,N—1
C, = —Atg; (x;) — At 57 h;(x;)

Dy = 2¢;(x;)

Denklem sisteminin bilinen kismi ise

0
Fk = (Gk>
0
seklindedir. Burada k = 1,2,3,4 icin G, vektoriiniin girdileri asagida verildigi gibidir.
n 7] n
G, = —At(/lus)j ¢; ' (x;) — At Sin(/lus)j ¢ (x;)
G, = At (Aur)?%’-’(xi) + At si"(aur)?cpj(xi)
Gs = —At (Avs)yqul‘,(xi) — At Sin(lvs);ld’j(xi)
n, n , .
G, = At (/’lvr)j ¢;" (x) + At si"(/lvr)j b;(x), j=1,,N, i=2,,N—1

bicimindedir. Bu sistem ¢oziilerek hesaplanan /1}”1 yerine yazilirsa (n + 1). adimdaki

U sayisal ¢6ziimi bulunur. Buradan |u| = \/uZ + u2 ve |v| = {/v? + vZ hesaplanarak
(n + 1). adimdaki u ve v zarf ¢oziimleri de elde edilir. Baslangig degeri U°, baslangig
kosulu F(x) kullanilarak bulunur.

3. Sayisal Sonuglar

Bu boéliimde onerilen metodun dogrulugunu ve gecerliligini gostermek igin dort test
problemi ele alinmistir. Bu test problemleri icin Q1,Q, ve E korunum kanunlar1 ve
Ly, Ly, hata normlar1 hesaplanarak literatiirde yer alan analitik ¢6ziim ve bazi sayisal

sonuglar ile karsilagtirmalar1 yapilmistir.

CNLS denklemi

b b
0 = f e O2dx, Q= f v(x, 0)|2dx, 42)

a
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b 1 b
E=y f (fuCx, DI + [v(x, O2)dx — = f (uCe D1 + [v(x, D) dx
a 2Jaq (43)

b
—p f luCx, D2 v (x, O)[2dx

seklinde iic korunuma sahiptir [10]. Bunlar sirasiyla kiitle ve enerji korunumlarina
karsilik gelir. L, ve L., hata normlar1 ise analitik ve sayisal ¢oziimler arasindaki farklar
kullanilarak hesaplanmistir ve

L, = hi |ul{ana1itik} _ ugsaylsal} 2 (44)
i=0
L, = {12?(1\’} |u§analitik} _ ugsaylsal} (45)
bigimindedir.
3.1 Tek Soliton Dalga Hareketi
CNLS denkleminin tek soliton dalga ¢oziimii
u(x,t) = V0.2 sech (\/ﬁ(x — t)) e1(0-5x=0.05t) (46)
v(x,t) = —/0.2sech (\/ﬁ(x — t)) e1(0-5x=-0.05¢) (47)
seklindedir [36]. Burada baslangi¢ ve sinir kosullari analitik ¢oziimden
u(x, 0) = V0.2sech(v/0.2x)e*-5* (48)
v(x,0) = —V0.2sech(v/0.2x)e*-5* (49)
u(—30,t) = u(60,t) =0 (50)
v(=30,t) = v(60,t) = 0 (51)
seklinde elde edilmistir. Problemin zarf soliton ¢6ziimleri ise
Jul = |v] = V0.2 sech (V02(x - 1)) (52)

bi¢cimindedir. Bu ¢o6ziimler sabit 1 hizinda degismeden saga dogru hareket eden tek
solitonlar1 temsil etmektedirler. u(x,t) ve v(x,t) ¢oziimlerine ait yapilan sayisal
hesaplamalarda ki sonuglar ayn1 oldugundan bu ¢alismada sadece u(x,t) ¢oziimiine ait
sayisal sonuclar verilmistir.

Korunumlarin baglangic anindaki degerleri Q; = Q, = 0.8944271909 ve E =
0.3279566676 seklinde hesaplanmistir. Tablo 1’de u(x,t) sayisal ¢oziimiiniin hata
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normlarmin farkli taban fonksiyonlar1 ve [11] nolu c¢alisma ile karsilastirilmasi
verilmistir. Tablo 2’de ise u(x,t) sayisal ¢Oziimiine ait korunumlarin degerleri
listelenmigtir. Sekil 1’de T = 10 zamanindaki tek soliton simiilasyonu gosterilmistir.
Sekil 2°de de bu simiilasyona ait Contour yer almaktadir. Sekil 3 ve Sekil 4 u(x,t)
sayisal ¢Oziimiiniin reel ve sanal kisimlarinin dalga hareketlerini gdstermektedir.

Tablo 1. T = 2 zamam i¢in u(x, t) sayisal ¢oziimiiniin hata normlarinin karsilastirilmasi

Metot At Ax L, L,

G 0.4 0.4 4.9637e-03 2.8556e-03
MQ 0.4 0.4 4.9667e-03 2.8560e-03
W s 0.4 0.4 4.9427e-03 8.2837e-03
[11] 0.4 0.4 - 8.1527e-03

G 0.1 0.2 3.1639-04 1.7994e-04
MQ 0.1 0.2 3.1537e-04 1.7837e-04
W; s 0.1 0.2 3.0454-04 1.7065e-04
[11] 0.1 0.2 - 5.5534e-04

Tablo 2. T = 10 zamani ve Ax = 0.5 konum adimi igin u(x, t) sayisal ¢oziimiine ait korunumlar

Metot At Q4 E

G 0.05 0.8944271909  0.3279568601

MQ 0.05 0.8944271911  0.3279567350

W;s 0.05 0.8944271909  0.3279385162

G 0.025 0.8944271909  0.3279566667

MQ 0.025 0.8944271897  0.3279565427

W; s 0.025 0.8944271909  0.3279383268

Jul

°

g
o

60

20
30 20 -10 0 £

Sekil 1. T = 10 zamaninda tek soliton simiilasyonu

2 0

Sekil 2. T = 10 zamaninda tek soliton simiilasyonuna ait contour
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Sekil 3. u,.(x, t) sayisal ¢ozilimiine ait dalganin hareketi
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Sekil 4. ug(x, t) sayisal ¢oziimiine ait dalganin hareketi
3.2 Iki Solitonun Etkilesimi

Bu bolimde 3 farkli test problemi ele alinmistir. Bu ii¢ test problemi de carpisan iki
solitonun etkilesimini gostermektedir.

3.2.1 Test problemi 1

Bu test probleminde c¢arpisan iki solitonun etkilesimi

u(x,0) = v(x,0) = Z \/kjsech (\/ij - x]-) eitjx (53)

j=1,2

baslangi¢ kosulu kullanilarak 0 < t < 30 zaman araligi ve 0 < x < 60 tanim araliginda
ki =k, =1,x; = 20,x, = 45 ve & = —¢&, = 0.5 parametreleri i¢in ¢oziilmiistiir.

Sekil 5’de zit yonde ilerleyen bu iki solitonun c¢arpigmalar1 ve carpistiktan sonraki
etkilesimi verilmistir. Sekil 6°da ise sayisal ¢ozliim i¢in Contour gosterilmistir. Bu
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sekillerden goriildiigli gibi carpismadan sonra bu iki dalga birbirinden ayrilarak zaman
iginde eski formunu geri kazanmaktadir. Tablo 3’de ise T = 0 ve T = 30 zamanindaki
korunumlarin degerleri verilmistir.

Tablo 3. At = 0.05 ve Ax = 0.5 i¢in u(x, t) sayisal ¢oziimiiniin korunumlart

T Q4 E
0 3.9997 -0.6670
30 3.9997 -0.6848

[ul, vl

S
N

?
%

D

Sekil 5. Tki solitonun etkilesimi

-40 30 -20 -10 0 10 20 30 40
X

Sekil 6. iki solitonun etkilesimine ait Contour

3.2.2 Test Problemi 2

Bu problemde, carpisan iki solitonun etkilesimi
u(x,0) = V2k, sech(kyx — x;) e¥$1* (54)
v(x,0) = V2k, sech(k,x — x,) e'2* (59)

baslangi¢ kosulu altinda [—40,40] X [0,80] araliginda k; = 0.6,k, = 0.5,x; = —x, =
10, & = 0.125 ve &, = 0.25 parametreleri i¢in ¢oziilmiistiir.

Z1t yonde ilerleyen bu iki solitonun ¢arpigsmalarinin simiilasyonu ve Contour grafikleri
Sekil 7 ve Sekil 8’de verilmistir. Sekillerden goriildiigii gibi bu iki solitonun zit yonde
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ilerleyerek carpistiklar1 ve birbirinden ayrilarak zaman iginde orijinal sekillerini
aldiklar1 gézlenmistir. Tablo 4’de baslangi¢c an1 ve T = 80 zamanindaki korunumlarin
degerleri verilmistir.

Tablo 4. At = 0.5 ve Ax = 0.5 i¢in u(x, t) sayisal ¢6ziimiiniin korunumlari

T Q4 E
0 2.4000 -0.2922
80 2.4000 -0.3037

ul, vl

X
Sekil 7. Iki solitonun etkilesimi

0 10 20 30 40 50 60
X

Sekil 8. ki solitonun etkilesimine ait Contour
3.2.3 Test Problemi 3

Bu test probleminde, ¢arpisan iki solitonun etkilesimi i¢in
u(x,0) = sech(x + D) 3 (56)
v(x,0) = sech(x — D) e 3% (57)

baslangi¢ kosulu kullanilarak [—20,20] X [0,5] araliginda ¢oziilmiistiir. Bu baslangig
kosulu genlikleri ayn1 olan tepe noktalar1 sirastyla —D ve D noktalarina yerlestirilmis
esit hizl iki solitonu temsil eder. Burada D = 5 ve D = 10 degerleri i¢in hesaplamalar
yapilmigtir. Bu test probleminde sadece W 5 taban fonksiyonu kullanilarak hesaplanan
sayisal ¢oziime ait sonuglar verilmistir.

Iki dalganin etkilesiminin simiilasyonu ve Contour grafikleri Sekil 9 — 12’de
verilmigtir. Tepe noktalart D =5 ve D = 10 degerlerinin her ikisi i¢inde baslangig¢
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anindaki korunumlarin degerleri Q; = 2.000 ve E = 31.7576 olarak bulunmustur.
T = 3 zamanindaki korunumlarin degerleri Tablo 5’de verilmis ve korunumlarin

korundugu gozlenmistir.

Tablo 5. T = 3 zamaninda At = 0.02 ve Ax = 0.1 i¢in u(x, t) sayisal ¢6ziimiiniin korunumlari

D Q4 E
5 1.999 31.7817
10 2.000 31.7837

14
AR
i

L .
’ ul il f :
3 ‘\‘\.&'ﬂ‘.‘«'«‘.q'.l}l '}l : Hh 08

|
\if.'\%g

i

il
. w«;ﬁ’d

||;I’|‘| ,o

20

10 %

20 -15

Sekil 9. D = 5 i¢in iki solitonun etkilesimi

11

-15 -10 5 X 0 5 10 15 20

Sekil 10. D= 5 igin iki solitonun etkilesimine ait Contour

ul, vl

-15

Sekil 11. D= 10 i¢in iki solitonun etkilesimi
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-20 -15 -10 -5 X 0 5 10 15 20

Sekil 12. D = 10 i¢in iki solitonun etkilesimine ait Contour

4. Kararhilik Analizi

CNLS denklemi i¢in RBFC metodu ile elde edilen fark denkleminin kararlilik analizi
Von-Neumann kararlilik analizi metodu kullanilarak yapilmistir.  Von-Neumann
kararlilik analizi metodu uygulanirken ilk 6nce (21) denklemindeki lineer olmayan
terim yerine sabit bir g katsayisi alinarak, denklem lineer hale getirilir. Lineer denklem

asagidaki bigimdedir.

oU(x,t) N A0%U(x,t)

5% 922 + qAU(x,t) =0

(58) denkleminin Crank-Nicolson metodu ile elde edilen fark denklemi ise

(Uin+1 t— U1n> + A ((Ui)g;l + (Ui)¥x> .y (Uin+1 + U?) —0

A 2 2

seklindedir. (60) esitligine RBFC metodu uygulanirsa
N N N
At mixn QAL
Z A;l+1¢j (xi) + 7A Z )';'H-l(tbj (x;) + TA Z /1;1+1¢j (xi)
o —

j=1 j=1
N

i g
n q
= ) B0 - A Y A () = =AY By e,
j=1 j=1

j=1
i=23-,N-1

ve

N

ZA;.‘“(pj(xi) =0, i=1N

j=1

(58)

(59)

(60)

(61)

esitligi elde edilir. Von Neumann kararlilik analizi metoduna gore, i =vV—1,0 €

R,Y € R ve & € RY*amplifikasyon ¢arpami (amplification matrix) olmak {izere
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N
D A 0x) = £ e (62)
j

kabul edelim. (62) esitligi (60) — (61)’de yerine yazilirsa

E=[I+aA] 1[I — ad] (63)
elde edilir. Burada
1 —a 0 0 ( 2y
(a 1 0 0 _At(q -0
I +aA = 0 0 1 —al’ = > (64)
0 0 a 1
1 a 0 0
| —a 1 0 O
I —aA = 0 0 1 a (65)
0O 0 —a 1

bi¢imindedir. 4; 'ler & matrisinin 6zdegerleri olmak iizere |/1j| < 1, j=1,2,3,4 kosulu
saglandigi miiddet¢e sistem kararlidir. ¢ matrisinin 6zdegerleri [4; 3] = |4,4] =1
oldugundan sayisal yontem kosulsuz kararlidir.

5. Sonug ve Yorum

Bu ¢alismada CNLS denkleminin sayisal ¢ozliimiinii elde etmek igin agsiz bir yontem
olan RBFC metodu kullanilmigtir. Bu denklem i¢in dort farkli test problemi ele
alimmistir. Her bir test probleminde elde edilen sayisal sonuglar ile literatiirdeki diger
calismalar kiyaslandiginda iyi sonuglar elde edildigi goriilmiistiir. iki soliton
etkilesiminde dalgalarin carpismadan belli bir zaman sonra eski formlarin1 aldiklari
gbzlenmistir. Von-Neumann kararlilik metodu ile Onerilen yontemin kararlilik analizi
incelemesi yapilmis ve yontemin kosulsuz kararli oldugu gosterilmistir.
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