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UNIVERSITE OGRENCILERININ GORSEL VE ANALITIK STRATEJILERI *

UNIVERSITY STUDENTS VISUAL AND ANALYTIC STRATEGIES

Yasemin SAGLAM 1", Ali BULBUL 2™

OZET: Bu calismanm amaci, iiniversite dgrencilerinin integral konusu kapsamundaki problem ¢ozme siirecinde gorsel ve
analitik diigiinme stratejileri arasindaki baglantiyr nasil sagladiklarini arastirmak; gorsel stratejiyi daha etkili ve analitik siireclerle
baglant1 kurarak kullanmalarmi saglamak i¢in gergeklestirilen 6gretim deneyinin Ogrencilerin gorsel tercihlerinde meydana
getirdigi degisikligi incelemektir. Bir nitel arastirma yontemi olan 6gretim deneyi kullanilarak gergeklestirilen bu arastirmanin
katilimeilarim altt matematik &gretmen adayr olusturmaktadir. Katilimcilarin gorsel tercihleri “Matematiksel Siirec Araci”
kullanilarak tespit edilmistir. Ogretim deneyi, tercihleri gorsel yonde olmayan katilimcilarla dort haftalik zaman periyodunda
gerceklestirilirmis ve 0gretim deneyi Oncesinde ve sonrasinda katilimcilarin gorsel tercihlerinde meydana gelen degisimleri
belirlemek amaciyla klinik goriismeler yapilmistir. Arastirma sonucunda, katilimcilarin analitik stratejileri tercih etmelerinin
degisik nedenleri ortaya ¢ikmustir. Bunlardan bazilart &grenimleri sirasinda integral hesaplama yontemlerini yogun olarak
kullanmalari, bu nedenle integral ile ilgili 6zelliklerin analitik anlamda biliniyor olmasina karsilik grafiksel uygulamalarla ilgili
sorun yasanmasi ve Ogretmenlerin analitik ¢oziimlere verdigi deger seklinde oOzetlenebilir. Katilimcilarin 6gretim deneyi
sonucunda gorsel strateji kullanma tercihlerindeki degisimlerin farkli diizeylerde gergeklestigi gozlenmistir. Bu farkliligin
nedenleri 6nceki 6grenim hayatlarindan getirdikleri matematiksel inanglarin farkliligryla agiklanmistir.

Anahtar Kelimeler: integral, gorsel strateji, analitik strateji, matematik egitimi

ABSTRACT: The aim of this study is to investigate how university students provide the connection between the visual and
analytic thinking strategies during the problem solving process in integral, and to examine the changes the teaching experiment
creates in their visual preferences, which is realized in order to enable them to use the visual strategy more effectively and by
relating it to the analytical process. In this study teaching experiment which is a qualitative research method was used and the
participants of the study are six preservice mathematics teachers. The visual preferences of the participants were identified with
Mathematical Processing Instrument. The teaching experiment was designed with six nonvisual participants during the four weeks
time period. Before and after the teaching experiment, clinical interviews were conducted to identify the change of visual
preference of participants. As a result of the study, different reasons for the preference of participants’ analytical strategies over
visual ones were identified. Some of these reasons for this preference are that analytical methods are more commonly used
methods at problem solving than visual methods and lecturer gives emphasis mostly on analytical strategies. Consequently,
analytical features of some mathematical concepts are better known than the visual features of these concepts by the participants.
The teaching experiment was observed to result in different preference changes in participants. This difference among the
participants can be partially explained by the difference of their mathematical beliefs gained through previous learning
experiences.
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1. GIRIS

Gorsellestirmenin matematik ve matematik egitimi igindeki yeri ve Onemine iliskin farkli bakis
acilariyla yapilmig arastirmalar bulunmaktadir. Bu farklilik gorsellestirme kavrami igin birden fazla
tanmimin olugmasina neden olmustur. Ancak bu tanimlar incelendiginde temel olarak 6grencinin kavrayis
ile digsal bir arag¢ arasinda ikili bir yol izleyen biligsel bir siirecten bahsedilmektedir (Borba & Villarreal,
2005, s. 81). Baz1 arastirmacilar bu siirecin tek yonii lizerinde dururken (6grenci kavrayisindan digsal
araca veya tersi) bazi arastirmacilar ise bu siirecin iki yonlii olarak isledigini (Zaskis, Dubinsky, &
Dautermann, 1996) ve bu ikisi arasinda gecis yapmakta esnek olan grencilerin daha basarili oldugunu
belirtmiglerdir (Arcavi, 2003; Presmeg, & Balderas-Cafas, 2001). Bu baglamda gorsellestirme, igsel bir
yapi ile erisimin duyularla saglandig sey arasinda giiclii bir baglant1 kurma eylemi olarak tanimlanabilir
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(Zaskis, Dubinsky, & Dautermann, 1996). Goriildiigii gibi bu tanimda {izerinde durulan nokta, zihinsel ve
digsal olaylar arasindaki doniisiim ve bireyin bu ikisi arasinda kurdugu baglantidir.

Gorsellestirme ile ilgili genis bir alan yazin olmasina ragmen, arasgtirmalarin daha ¢ok problem
¢ozme ile ilgili oldugu goze g¢arpmaktadir. Siire¢ icinde gorsellestirmenin problem ¢ozme igindeki yeri
zaman zaman degigse de son 20 yilda tekrar onemli bir faktoér haline gelmeye baslamustir. Amerikan
Ulusal Matematik Ogretmenleri Birligi'nin (National Council of Teachers of Mathematics) hazirladig
Okul Matematigi i¢in Prensip ve Standartlar (Principles and Standards for School Mathematics)
dokiimaninda, gosterimlerle ilgili bir madde bulunmas1 bu durumu vurgulamaktadir (Stylianou & Silver,
2004). Analiz ise gecmisi antik ¢aga kadar uzanan, matematigin temel taglarindan biri ve {ist diizey
matematiksel diisiinme becerilerinin gelistirilmesi i¢in bir gecis kapisidir. Temelinde yatan kavramlarin
anlasilabilmesi i¢in cebir, geometri, trigonometri gibi diger matematik konulariyla baglant1 gerektiren ve
sonraki matematik konular i¢in “ilk basamak” niteliginde olan analizin 6nemi, matematik egitimine de
yansimig, bu konuda yapilan ¢aligmalarin artmasina neden olmustur. Matematik 6greniminde dnemli bir
yere sahip olan analiz dersinin igerigi incelendiginde ise aslinda ¢ok fazla gorsel 6ge igerdigi ve bir
Ogrencinin bu konular1 anlayabilmesi i¢in ne kadar ¢ok gorsellestirmeye ihtiyag duyabilecegi goriilecektir.
Zimmerman (1991, akt. George, 1997) da gorsellestirme yeteneginin temel analiz kavramlarmni (limit,
tiirev ve integral) anlamada O6nemli oldugunu ve analizdeki bir¢gok problemi basariyla ¢ézmenin
diyagramlar ve grafikler seklindeki gorsel imajlara bagh oldugunu belirtmektedir. Zimmerman’a (1991,
akt. George, 1997) gore analizde gorsel diisiinmenin ilk kosulu diyagramlardan belirli 6zellikleri ¢ikarma,
cebir ve geometrinin matematiksel fikirleri anlamada alternatif diller oldugunu ve kurallar1 anlamanin
matematiksel grafiklerle ilgili oldugunu bilmedir. Buna ragmen 6grencilerin integralle ilgili problemlerde
kendi bakis agilariyla ¢oziime ulasamadiklar1 durumlarda tikandiklar1 ve herhangi bir gelisme
gosteremedikleri, cebirsel olarak verilen bir integral ifadesini ¢6zmek icin geometrik yardim almaya
isteksiz olduklari, bir belirli integral ifadesi cebirsel olarak verildiyse grafiksel veya geometrik metotlar
yerine cebirsel metotlar1 kullanmayi tercih ettikleri gozlenmistir (Oberg, 2000). Oberg’e (2000) gore
bunun altinda yatan neden 6grencilerin tamamiyla kendi bakis acilarina veya imajlarna kilitlendikleri i¢in
daha yararli bakis acilarina yonelememeleri; disaridan bir yonlendirmeye ihtiyag duymalaridir. Yine
Ogrencilerin integral ile ilgili 6grendikleri ilk kavramlar arasinda olan ve gorsel 6zellikler tagiyan ‘isaretli
alan’ kavramimin ¢ok da iyi anlasilmadigi belirtilmektedir (Oberg, 2000). Egri altinda kalan alan kavrama,
belirli integralin anlasilmasi i¢in yeterli olmamakla birlikte, belirli integralin temelinde yatan kavramlar1
anlatmak icin etkili bir ara¢ olarak kullanilabilir ve bu kavramin eksikligi de sorunlara yol acabilir
(Sealey, 2006).

Gorsellestirmenin sagladigt biligsel avantajlar yaninda, kavram olusturma siirecinde bir takim
sinirliliklara veya problem ¢6zme siirecinde biligsel zorluklara neden olabilecegi yoniinde sonuglara
ulasan arastirmalar da mevcuttur (Aspinwall, Shaw & Presmeg, 1997; Rosken & Rolka, 2006). Kontrol
edilemeyen gorsel imajlarin matematiksel kavramlar i¢in anlam olusturma siirecini bazen
engelleyebilecegi, bu konuda Ogrencilerin karsilasabilecegi zorluklara dikkat edilmesi gerektigi
belirtilmektedir (Aspinwall, Shaw ve Presmeg, 1997). Bunun yaninda sembolizme yapilan vurgu ve
analitik metotlar1 6grenmenin ve Ogretmenin daha kolay olmasi, &grencilerin gorsellestirmeye karst
isteksiz davranmasina ve cebirsel ya da algoritmik yontemleri gorsel diisiinmeye tercih etmelerine neden
olmaktadir (Eisenberg & Dreyfus, 1991). Bu nedenle gorsellestirmeye karsi direncin Ogrenilmis bir
fenomen oldugunu ve bu bilissel siireci desteklemeyen bir dgretimin sonucu olusabilecegi fikri ortaya
cikmistir (Eisenberg & Dreyfus, 1991). Gorsellestirmeye, yansitict diisiinmenin eslik etmesi durumunda
ogrencilerin, gorsellestirmenin neden olabilecegi zorluklardan kurtulabilecekleri cesitli arastirmalarda
(Rosken, & Rolka, 2006) ifade edilmektedir.

Gorsellestirmenin matematik 6grenimi ve Ogretiminde sagladigi avantajlar ve dezavantajlar, bu
siirecin 6grenci ve Ogretmenler tarafindan kullanimimin farkli boyutlarda gelismesine neden olmustur.
Presmeg (1999) oOgrencilerin matematiksel gorselliginin (rutin olmayan matematiksel problemlerin
¢cOzlimiinde gorsel yontemleri kullanmay1 tercih etme) dgretmenlerine gore anlamli bir sekilde daha
yiiksek oldugunu tespit etmistir. Gorsellestirme siirecinde ortaya ¢ikan giicliiklere ragmen 6gretmenler ve
hatta matematikciler tarafindan da kullanilan bu siirecin daha etkili kullanilmasi i¢in yasanilan zorluklar
konusunda 6nceden yaratilacak farkindaliklar, dgrencilerin daha basarili olmasim saglayacaktir. Her ne
kadar analitik stratejileri 6gretmenin daha kolay oldugu belirtilse de yogun olarak analitik stratejilerle
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yapilan egitim, baz1 6grencilerin tercihlerinin gérmezden gelinmesine neden olacak, bazi dgrencilerin de
kavramlar1 farkli agilardan kesfetmesine engel olacaktir. Bu nedenle, iiniversite 6grencilerinin analiz dersi
integral konusu kapsaminda problem c¢ozerken kullandiklar1 gorsel stratejilerdeki performanslarini
etkileyen faktorleri incelemek bu ¢aligmanin hedeflerinden biridir.

Farkli muhakeme tiirlerini bir arada kullanmanin matematiksel anlamaya olan katkisi ¢esitli
arastirmalarda vurgulanmaktadir. Bu ¢aligmanin hedeflerinden biri de integral konusundaki problem
¢ozme stirecinde gorsel ve analitik diislinmenin birbirine olan etkilerini incelemektir. Zaskis, Dubinsky ve
Dautermann (1996) gorsel diisiinmenin karsisinda analitik diisiinmenin (analiz) yer aldigm - ikisi arasinda
baska bir diisiinme tiriiniin var olup olmadigr sorusunu agik birakarak- ifade etmis ve sdyle
tanimlamiglardir: Analitik diisiinme, nesne veya siireglerin, sembollerin yardimiyla veya yardimi olmadan
zihinsel manipiilasyonudur. Daha sonra gorsellestirme ve analitik diisiinmenin bir sentezi olarak
matematiksel diisiinme i¢in G/A modelini (Gorsellestirme /Analiz Modeli) ortaya koymuslardir. Bu
modelde diisiinme, gorsellestirme eylemiyle baslar; G;. Bu asama, bilgisayar ekranina veya her hangi bir
resme bakmayi igerir ve zihinsel bir slire¢ veya nesne olusturulur; ya da digsal bir arag¢ olusturma da bu
asamada gorsellestirme olarak ifade edilir. Sonraki adim analiz agamasidir; A;. G; basamaginda
olusturulan nesne ve siireglerin bazi koordinasyonlarini igerir. Bu analiz agamasi yeni yapilarin olugmasina
neden olur. Ikinci alt asama olan G,’de &grenci G,’de olusturdugu sekle tekrar doner, fakat A, basamagi
sonucunda bir takim degisiklikler olmustur. Zaskis ve arkadaslar1 bu asamalarm G;, A;, Gz, Az, Gs...
seklinde birbirini takip edecegini One siirmiisler ve bu siireci liggensel bir sekille ifade etmislerdir.
Uggenin en altinda yer alan G, ve A, basamaklar1 bireye ayr1 iki basamak gibi goriinebilirken, tekrar eden
asamalar boyunca diislinmenin bu iki boyutu birbirine daha ¢ok yaklagmakta, G/A ii¢geninin tepesinde
birey tarafindan birbiriyle daha iligkili gérlinmeye baglamakta ve matematiksel anlama zenginlesmektedir.

Bu caligmanin amaci, iiniversite Ogrencilerinin integral konusu kapsamindaki problem ¢6zme
stirecinde gorsel ve analitik diisiinme stratejileri arasindaki baglantiyr nasil sagladiklarini arastirmak;
gorsel stratejiyi daha etkili ve analitik siireclerle baglant1 kurarak kullanmalarim saglamak i¢in
gerceklestirilen Ogretim  deneyinin Ogrencilerin gorsel tercihlerinde meydana getirdigi degisikligi
incelemektir.

2. YONTEM

2.1. Veri Toplama Siireci ve Katihmcilar

Calismada, bir nitel arastirma yontemi olan &gretim deneyi kullanilmustir. Ogretim deneyinin
amaclardan biri Ogretim deneyi boyunca katilimcilarin gelisimini anlamaktir. Bu nedenle 6gretim
deneyinin daha sonra geriye doniik olarak gozden gecirilmesi i¢in her bir 6gretim boliimiiniin ve klinik
goriigmelerin goriintii ve ses kayitlart alinmigtir.

Caligmanin katilimcilarint Ankara’daki bir iiniversitenin matematik 6gretmenligi boliimiinde
ogrenim goren alt1 dgrenci olusturmaktadir. Ogrencilerin belirlenmesinde Presmeg (1985) tarafindan
gelistirilen Matematiksel Siireg Aract (MSA) kullanilmistir. MSA, rutin olmayan matematiksel problem
durumlarinda, 6grencilerin gorsel tercihlerini belirlemek {izere gelistirilmistir. Gorsel tercih, 6grencilerin
problem ¢dzme girisiminde, gorsel veya gorsel olmayan yontemleri kullanmalar1 olarak acgiklanmaktadir
(Presmeg, 1986). ki asamali bir ara¢ olan MSA, ii¢c béliimden olusmaktadir. Bu calismada, daha énce
iiniversite 6grencileri i¢in kullanilmis olan B bolimii kullanilmistir. Test, gerekli izinler alindiktan sonra
Tiirkge’ye adapte edilmis ve giivenirlik caligmasi test-tekrar test yontemi kullanilarak yapilmustir.
Olgiimler sonucunda elde edilen veriler arasinda pozitif ve anlamli bir iliski (r=0.803, p<0.01)
bulunmustur.

MSA’dan alinan puanlara gore tercihleri gorsel yonde olmayan alt1 6grenciyle (Elif, Hale, Seyda,
Giilay, Zehra, Funda) integral konusu kapsaminda birer klinik goriisme yapilmistir. Calismada kullanilan
katilimer isimleri, arastirmanin yazarlari tarafindan verilmis takma isimlerdir. On klinik g@riismelerin
amaci, Ogrencilerin MSA’na gore belirlenen gorsel tercihlerini integral konusu kapsaminda yeniden
gozlemlemek, gorsel olmayan tercihlerinin nedenleri hakkinda bilgi sahibi olmak ve ¢aligmanin ikinci
asamas1 olan dgretim deneyi igin 6n veri elde etmektir. On klinik goériismelerde 6grencilere integral
konusu kapsaminda alti soru sorulmustur. Bu sorulardan ikisi gorsel muhakeme kullanilarak
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¢oziilebilirken dort tanesi gorsel ve analitik muhakemeler bir arada kullanilarak ¢oziilebilmektedir. On
klinik goériigsmelerde kullanilan sorulara ii¢ drnek asagida verilmistir:

O1.f siirekli ve artan bir fonksiyon olmak iizere f0)=1, f2)=9 ve j f(x)dx = 8 veriliyor. if"(x)dx i

hesaplayniz. (Alexopoulos & Barb, 2001)
02. ,f sin’ (x)ax 10tegralini hesaplayimz.

03., -3~ egrisinin (-1,3) arah@ginda x-ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olusan cismin hacmini
bulunuz?

On klinik goériismelerin ardindan, katilimcilarin gérsel tercihlerinde degisiklik meydana getirmek
amactyla dort hafta siireyle dgretim deneyi diizenlenmistir. Ogretim deneyinde kullanilan sorularin
seciminde, bazi sorularin hem gorsel hem de analitik stratejiler kullanilarak ¢oziilebilir olmasina, bazi
sorularmn ise gorsel muhakemenin agirlikli olarak veya tek basina kullanilmasini gerektirmesine dikkat
edilmistir. Dort haftalik 6gretim deneyi boyunca incelenen konular1 gdsteren tablo asagida verilmistir
(Tablo 1).

Tablo 1: Ogretim Deneyi Konularimin Haftalara Gore Dagilim

Haftalar Ogretim Deneyi Konular

Birinci Hafta e Egri altinda kalan alan

o Integral degeri ile egri altinda kalan alan degeri arasindaki iligki

e Fonksiyonun tersinin grafigi ile kendisinin grafiginin egri altinda kalan alan yOniinden
incelenmesi

Ikinci Haft . . o . . s T
et Halta e Tek (f (-x)= -f (x)) ve ¢ift (f (-x)=1 (x)) fonksiyonlarin, belirli integrallerinin ( J' F(x)dx )
incelenmesi
e Mutlak deger fonksiyonlarinin belirli integrallerinin incelenmesi
Ugtincti Hafta e Integralin ! < J' ldz < i, (x> 0) Ozelligi icin geometrik bir kamt* olusturma
x+1 Lt X

e Yukanidaki ézelligi kullanarak 1 _ |, (1 . i) <L (4> o) esitsizligini dogrulama

x+1 X X
o Belirsiz integraldeki “c” sabitinin grafiksel anlamini inceleme

Dordiincii Hafta | e Fonksiyonun tiirevi, kendisi ve integralinin grafikleri arasindaki iligki

*Buradaki geometrik kanit, gorsel kanit anlaminda kullanilmistir.

Ogretim deneyinin ardindan gerceklestirilen son klinik gériismelerde, &n klinik gdriismelerdeki
sorulara paralel ya da o6gretim deneyinde kullanilan soru tiirlerine benzer bes soru kullanilmigtir. Son
klinik goriigsmelerde kullanilan sorulardan bazilar1 sdyledir:

V x . . .. . ..
————— —x" cosx]dx integrallerinin degerlerini bulunuz.

S1. F(x)= [tan"(t)dw (x>0) ve '[,[(1+x :

S2. Asagidaki grafik y=f(x) fonksiyonuna aittir. olmak iizere;

e = | e
a) g(0), g(2), g(4), g(6), g(8) ve g(10)’un degerlerini bulunuz.
b) Hangi araliklarda g(x) artmakta, hangi araliklarda azalmaktadir.

¢) (0,10) araliginda g(x)’in maksimum ve minimum noktalarini bulunuz.
d) y=g(x)’in olas1 grafiklerinden birini ¢iziniz.

2.2. Verilerin Analizi

Aragtirmanin veri toplama siirecini olusturan 6n ve son klinik gdriigmeler ile 6gretim deneyinin ses
kayitlar1 aragtirmacilar tarafindan yazili metne ¢evrilmistir. Yazili metne gevrilen klinik goriismeler, igerik
analizine gore acik kodlama kullanilarak analiz edilmistir. Ogrencilerin arastirma problemlerini ¢ozerken
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verdikleri yanitlardan elde edilen kodlar, daha 6nce kodlayicilar arasi giivenirligin hesaplanmasi igin
tanimlanmigtir. Tamimlanan bu kodlar egitim arastirmalar1 ve nitel arastirmalar konusunda deneyimli
bagka bir uzman tarafindan tekrar kodlanmustir. Iki kodlayici arasindaki uyum SPSS 13.0 program
kullanilarak analiz edilmis ve Cohen’s-kappa katsayis1 hesaplanmistir. Patton’a (2002) goére kodlayicilar
arasindaki 0,80 ve listii korelasyon yiiksek giivenirlik olarak kabul edilir. Bu ¢aligmada kodlayicilar arasi
korelasyon on klinik goriigsmeler i¢in 0,853; son klinik goriismeler igin 0,906 (p=0.00<0.05) bulunmustur.
Farkliligin ortaya ciktig1 kodlar ise kodlayicilar tarafindan tekrar incelenmis ve arastirmacilar tarafindan
tekrar degerlendirilmistir.

Calismanin ikinci agsamasini olusturan 6gretim deneyi siiresince goriintii ve ses kaydi alinmis; ii¢
hafta boyunca da bir gozlemci ¢alismaya katilnustir. Ogretim deneyi siiresince elde edilen gériintii ve ses
kayitlari, arastirmaci notlar1 ve katilimcilardan elde edilen notlar Ggretim deneyinin verilerini
olusturmaktadir. Video kayitlar1 Lesh ve Lehrer (2000) tarafindan 6gretim deneyi i¢in Onerilen yontem
(telescoping analysis) dikkate alinarak analiz edilmistir. Buna gore 6gretim deneyi boyunca toplanan
verilerin analiz agsamalar1 su bolimlerden olugsmustur: Goézlem notlarinin ve kaybolabilecek bilgilerin
toplanmasi, video kayitlarinin sonraki boliim igin arastirmacilar tarafindan tekrar incelemesi, her bir
boliimiin (haftanin) yazili metne ¢evrilmesi ve bu boliimlerin 6zetlenmesi, bir problem ¢ézme agamasinin
birden fazla grupta ve bir grubun birden fazla problem ¢dzme asamasindaki davraniglarinin 6zetinin
cikarilmasi, sonraki arastirmalar i¢in ilging ve umut verici boliimlerin, gruplarin veya problemlerin ek
analizlerinin yapilmasi. Arastirmanin akis semasi ise Sekil 1°deki gibidir.

Matematiksel Siire¢ - . Ogretim — Verilerin
Arac’nin Uygulanmast [ C?..H..Khmlk 'y  Bolimleri L (S}OH .Khnllk I
ve Katihimcilarin Segimi orusmerer (Dért Hafta) orugmeler

Sekil 1: Arastirmamn Akis Plam

3. BULGULAR
3.1. On Klinik Gériismeler

Ogrenciler 6n klinik goriismelerde en ¢ok analitik muhakeme kullanmuslardir. MSA’na gore
tercihleri gdrsel yonde olmayan katilimeilar icin bu beklenen bir durumdur. Ogrenciler, sorular1 ¢dzerken
cogunlukla daha 6nceden kullandiklar1 yontemleri kullanma egilimi gdstermislerdir. Bu bazi durumlarda
ders veren ogreticinin kullandig1 yontemken bazi durumlarda ezberlenen bir formiil olmustur.

A: Ne diisiiniiyorsun?

H: Sey doniisiimii yapiyorduk ya. Tan veya sin doniisiimii yapiyorduk. Hani ondan hangisini elde edebilirim, beni
neye gotiirlir ona bakiyorum. Gergi o doniisiimii yaparken... Burada da ¢ikmis olur. Deneyim bakayim belki sonuca
gotiiriir. Once belirsiz integralini ¢ozmek daha ¢ok isime gelir.

Analitik yontemler disinda Ogrenciler, gorsel yontemler ve bazi durumlarda diigiinmelerini
kolaylastiran gorsel destek de kullanmislardir. Ancak &grencilerin —tercihleri gorsel yonde olmamasina
ragmen- zaman zaman gorsel muhakemeye de bagvurmalari, 6n klinik goériismelerdeki soru tarzlarinin

gorsel muhakemeyi 6ne ¢ikaran yapida olmalarindan kaynaklandigimi diistindiirmiistiir.
H: Ben 6nce sekil verildiyse ¢izmeyi yeglerim.
A: Sekil verildiyse derken?
H: Mesela y:x2-3x—10 egrisi dendiginde formiilden 6nce bir sekille (grafikle) gormeyi yegliyorum. Belki o an soruya
bir katkist olmuyor ama gérmeyi istiyorum. Sekli (grafigi) goriince daha bdyle bir sey oluyor. Kafamda daha iyi
canlaniyor. Aslinda benim i¢in biraz zaman kaybi oluyor ama sorularda lizumlu ya da lizumsuz bir sekil
cizebiliyorsam ¢izerim. Belki o an isime yaramiyordur. Ama &yle psikolojik bir sey... Oyle sey yapiyorum
(¢oziiyorum) sorulart. ..

Daha onceki arastirmalarda oldugu gibi bu arastirmada da ortaya ¢ikan bir diger sonug, 6grencilerin
integrale iliskin en ¢ok benimsedikleri anlamlardan birinin belirli integral-alan iligkisi oldugudur.
Ogrenciler tiim galigma boyunca bu anlami siklilikla kullanmuslardir. Her ne kadar belirli integral-alan
iligkisi 0grenciler tarafindan en ¢ok benimsenen ve en ¢ok kullanilan iligki olsa da 6grencilerin bu konuda
da kavramsal eksikliklerinin ve yanilgilarinm bulundugu gézlenmistir. Ornegin 6n klinik goriismelerdeki
altinct soruda Ogrencilere, bir f{x) fonksiyonunun bir belirsiz integralinin grafigi verilmis ve bu
fonksiyonunun bagska bir belirsiz integralinin grafigini ¢izmeleri istenmistir. Fakat 6grencilerden bir kismi1
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(Zehra, Seyda ve Giilay) bu grafigi belirli integral grafigi olarak yorumlamms ve soruyu bu sekilde
¢ozmeye caligmiglardir.

A: Bir fonksiyonun belirsiz integrali ne demek?

Z: Normal bir fonksiyonun grafiginin altinda kalan alan.

A: Belirsiz integral ne demek?

Z: Smurlar yok!

A: Siurlar yoksa alandan bahsedebilir miyiz?

Z: Alana gecemeyiz. Integralini alirsak neyi bulacagiz o zaman

Integral-alan iliskisinin &grencilerin en gok benimsedigi anlam oldugu diisiiniiliirse bu konuda

kavramsal eksikliklerinin bulunmas1 oldukga sasirticidir. On klinik gériisme sorularinda, 6grencilerin alan
hesaplamalarinda negatif-pozitif alan konusunda yasadiklar1 sikinti, belirli integralin grafiksel anlami ile
ilgili sorun yasamalari, bu alanda da yeterince deneyimleri olmadigin1 ve kavramsal eksikliklerinin
bulundugunu gdstermektedir.

Ogrencilerin 6n klinik goriismelerde yasadiklar1 bir diger problem de gérsel ifadeye bagh bilissel
karmasadir. Gorsel ifadeye bagli biligsel karmasa, arastirmada kullanilan bir gorselin (¢ogunlukla bir
grafik) neden oldugu biligsel karmasa olarak tanimlanmistir. Aspinwall, Shaw ve Presmeg (1997)
calismalarinda kontrol edilemeyen goérsel imajlarin bazen matematiksel kavramlar i¢in anlam olusturma
siirecini engelleyebilecegini, bu konuda Ogrencilerin karsilagabilecegi zorluklara dikkat edilmesi
gerektigini belirtmektedirler. On klinik goriismelerde dgrencilerin hatali olarak olusturdugu grafikler bazi
durumlarda sorularm ¢dziimiinde karmasa yasamalarma neden olmustur. Bu durumu en iyi 6rnekleyen

13

soru, on klinik goriisme sorularindan iigiincli sorudur. Funda bu soruyu ¢ozmek icin “,-+/3-» ise
“ ” islemini yapmis ve . _, ifadesinin grafigini ¢izmistir. Bu islemi yapmasindaki amag,

}"2:37)( - X

, - vi— ifadesine gore grafigi daha kolay olan ifadesinin grafigini ¢cizmektir. Boylece bir egrinin

y>=3-x

x-ekseni etrafinda dondiiriilmesi sonucunda ortaya ¢ikan cismin hacmi hesaplanirken kullanilan formiilde
karigtirdig1 bazi noktalar1 (integral almas1 gereken degiskeni) belirleyebilecektir. Fakat . _,  ifadesinin
grafigi, zihninde olusturdugu donme islemiyle tutarhilik gostermemektedir. Funda, 360°’lik bir dénme
beklerken ¢izdigi grafik icin 180°’lik bir donme de yeterli olmaktadir (Sekil 2). Bu durum Funda’nin
diistinme siirecinde bir karmasa yaratms ve hatanin nerden kaynaklandigini1 aramasina neden olmustur.

Sekil 2: Funda’nin , . ;— Egrisi I¢in [-1,3] Arahginda Cizdigi Grafik

F: Bu sekli gormem zor oldugu i¢in x’i ¢gektim buradan [, . _;— ise x=3-y"]. Normalde bildigimiz y*=x vardi. Ama
ben tam bir dénme diisiinmiistiim. Yani bunu yarim déndiirsem de yine ayn sekil olacak.

A: Peki ben sana bir sey sorabilir miyim? . _,_, ile  _ - arasinda fark var m?

F: Hmm... Evet, burada pozitif tarafi1 almam gerekiyor sadece. Su kismini yani (¢izdigi paraboliin iist kismini
gosteriyor). Evet, simdi oldu sanirim.

Funda, Matematiksel Siire¢ Araci’ndan aldigi puana goére gorsel olmayan tercihe sahiptir.
Dolayisiyla ¢izdigi grafik aslinda Funda’nin ¢6ziim siirecinin bir pargasi olusturmamaktadir. Grafigi
degiskenlerin sinirlarmi belirlemek icin kullanmaktadir. Ancak Funda’nin yapacag islem Zaskis,
Dubinsky ve Dautermann’in (1996) ortaya koydugu G/A Model’in G; asamasindan A;’e gegmesinde
sorun yaratmaktadir. G,’deki grafigin olusturulma siirecinde yaptig1 analitik islemler (A;) bu karmasanin
yasanmasina neden olmustur. Ciinkii kullandigi esitlik icin ¢izdigi grafik ve yaptigr islemler dogrudur.
Ancak G; asamasinda olusturulan grafigin yasattigi biligsel karmasa, —baglangigta ¢izilen gorselden
kaynaklaniyor gibi goriinse de- siirecte meydana gelen hatanin ortaya ¢ikmasin saglamugtir (Sekil 3).
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Analitik siiregte meydana gelen hata ve bu hatanin gorsel siirece yansimasi

v

Gorsellestirmenin kullanilmasi ile analitik stirecteki
hatanin fark edilmesi

v

Gorsel ve analitik siire¢ arasinda kurulan baglant: ile
sorunun ¢oziilmesi

Sekil 3. Analitik Siirecte Meydana Gelen Bilissel Karmasanin Coziim Siireci

3.2. Ogretim Deneyi

Katilimcilarla gerceklestirilen dort haftalik 6gretim deneyinde her hafta bir ¢alisma kagidi (CK)
kullanilmigtir. CK’larindaki sorularm seciminde bazi sorularin sadece gorsel, bazilarminsa hem gorsel ve
hem de analitik stratejiler kullanilarak ¢oziilebilir olmasina dikkat edilmistir.

Ogretim deneyinin birinci haftasinda daha ¢ok belirli integralin egri altinda kalan alan anlami
iizerinde durulmustur. Belirli integralin en ¢ok benimsenen ve kullanilan anlamm olmasina ragmen &n
klinik goriismelerde 6grencilerin bu konuda da bazi sikintilar yasadiklari, 6zellikle integral degeri ile
belirli integralin egri altinda kalan alan anlamini1 kullanmakta zorlandiklar1 gézlemlenmistir. Bu nedenle
Ogretim deneyinin birinci haftasinda bu konu iizerinde durulmustur. Birinci hafta kullanilan CK-1’de yer
alan sorular, diger haftalarla karsilastirildiginda 6grenciler i¢in daha kolaydir.

Ogretim deneyinin ikinci haftasinda, bir fonksiyonun grafiginin sahip oldugu o6zelliklerin, belirli
integral hesabinda kullaniminin 6ne ¢iktig1 tiirden Orneklere yer verilmistir. Bu amacla 6zel tanmimli
fonksiyonlarin ya da tek-¢ift fonksiyonlarm belirli araliklardaki integrallerinin hesaplanmasinda,
fonksiyonun grafiginin géz oniinde bulundurulmasimin énemi anlatilmistir. CK-2’deki birinci soruda 6zel
tamimli bir fonksiyonun belirli integrali sorulmustur. Bu soru, verilen fonksiyonun integrali parcalanip,
integral hesaplama yontemleri kullanilarak yapilabilecegi gibi bu fonksiyonun verilen aralikta grafigi
cizilerek, grafik altinda kalan alanin hesaplanmasiyla da elde edilebilir. Katilimcilarin ¢ogu bu soruyu
integral hesaplama yontemi kullanarak ¢ézmiislerdir. Bu yontemi kullanmalarmin nedenlerini akillarma
gelen ilk yontem olmasi, integralinin kolay alimiyor olmasi, mutlak deger fonksiyonunun grafigini ¢izmeyi
sevmemeleri, integral ile ilgili sorularda ¢gogunlukla integral hesaplama yontemlerinin kullaniliyor olmas1
seklinde ifade etmiglerdir.

Ugiincii haftada katilimeilardan ilk olarak bir esitsizligin geometrik kaniti istenmistir. Bu kanit
integral almarak da yapilabilmektedir. Formal kamt 6grencilerin derste siklikla yaptigi ancak zor bir
aktiviteyken gorsel kanit, 6grencilerin daha dnce karsilagsmadiklar tiirden bir aktivitedir. Her ne kadar
gorsel kanitin, matematiksel kanit icinde gegerli bir yol oldugunu belirten aragtirmalar (Barwise and
Etchemendy, 1991, s.9) bulunsa da ¢ogumuza, i¢inde grafik veya diyagramlarm agirlikta bulundugu
kanitlara siiphe ile bakmak 6gretilmekte ve bu kiiglimseme 6grencilere de aktarilmaktadir (Arcavi, 2003).
Aslinda gorsellestirme, bir ¢dziimiin analitik boyutunu (semboller, sozel ifadeler vb.) tamamen digarida
tutma amacim giitmemekte, aksine analitik siirecin tamamlayicisi olmaktadir (Arcavi, 2003) ve daha 6nce
yapilan bazi caligmalarda (Harel & Dreyfus, 2009) o6grencilerin bu siirece olduk¢a acik oldugu
belirlenmistir.

Ogretim deneyinin dérdiincii haftas1 ise dgrencilerin, analitik olarak siklikla kullandiklar1 bir 6zellik
olan tiirev-fonksiyon-integral iligkisinin grafiksel yorumu konusuna ayrilmistir. Ogrenciler {igiincii
haftadan itibaren gorsel stratejileri daha ¢ok kullanmaya baslamislardir. Bu degisimin en acik gozlendigi
ogrencilerden biri Funda’dir. Ogretim deneyinin birinci haftasinda ¢dziimiin grafik iizerinden yapildig1 bir
soru i¢in “Bunun ¢oziimii grafikle yapmak midir yani?” diyerek gorsel ¢oziimlere yonelik giivensizligini
dile getiren Funda, sonraki haftalarda gorsel ¢oziimii daha sik ve etkili kullanmaya baglamistir.

Funda ve Hale: Biz yine tiirev mantigiyla gidelim dedik. f tiirevlenmis fonksiyon ya, F' de tiirevlenmis fonksiyonun
normale doniismiis hali. Simdi ben bu fonksiyona burada bir teget ¢iziyorum. Sifir. Bu noktanin diger grafikte karsilik
geldigi nokta sifir. Yani bu f'oluyor. Bu da f’nin integrallenmis hali (7).
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Benzer sekilde Zehra da gorsel strateji kullanma konusunda en isteksiz Ogrenciyken, &gretim
deneyinin son haftasinda gorsel strateji kullanmugstir. Ancak Zehra’nin gorsel tercihindeki bu degisim
fonksiyon ve tiirev arasindaki iligki kullanma konusunda diger katilimcilara oranla daha rahat olmasindan
kaynaklanmaktadir.

G: (Zehra ile) Ben bir mantik yiiriittiim aslinda. Biikiim noktalarin diisiin, bunda 3 bunda 2, bir x* fonksiyonunu
diisiin bir de 2x.

Z: Ben de $oyle diistindiim. x-eksenini kestigi noktalar. Biri x*’lii bir sey olsa, biri x*’1ii bir sey olacak ya, bunun iig
tane kokii olacak gibi.

G: Aaa, o daha mantikli... Aynm1 kapiya ¢ikar. g ‘de iki tane var, f“de ii¢. O zaman bu F oluyor. Yani bu integrali
oluyor, bu da kendisi oluyor.

3.3. Son Klinik Goriismeler
Son klinik goriismelerde, 6grencilerin gorsel muhakeme kullanma egiliminin 6n klinik gériismelere
gore arttign gozlenmistir. Ozellikle birinci soru ( Flx) = I tan " (1yas » iNtegral degerini hesaplaymiz)

katilimcilarm normalde sadece analitik muhakeme kullanarak ¢ozebilecegi bir soru iken, katilimeilardan
ikisi (Gtilay ve Hale) bu soruyu gorsel ve analitik muhakemeyi biitiinlestirerek ¢6zmdiisler; ikisi (Funda ve
Elif) gorsel muhakemeyi kullanmayi denemisler ya da bu yolla ¢oziilebilecegini diisiinmiislerdir. Iki
katilimei (Seyda ve Zehra) ise yalmzca analitik muhakeme kullanarak ¢zmiiglerdir.

G: Fonksiyonun tersinde y-eksenine gore sinirlari degistirip su alani alabiliyorduk. Yani aslinda benden su alani

1st1yor.

A: é alani bulmak i¢in ne yapman lazim?

G: tan’1n sinirlan sifirdan. .. Iste... 0°dan x’e (kadar) aslinda alamam. O zaman surayr almis olurum.

A: O alani bulabilir misin?

G: Bulabilirim galiba.

A: O alani bulduktan sonra obiir alam bulmak i¢in ne yapman gerekir?

G: 0’dan x’e (kadar) tan’mn integralini alir xt’den (Ogreci degiskenleri kendi belirledigi icin aslinda x.arctanx ten

bahsetmektedir) ¢ikartirim.

Katilimcilardan Zehra, bir problemi ¢6zerken o konuyla ilgili daha 6nce siklikla kullandig1 yontemi
kullanmayi tercih etmektedir. Ogretim deneyi ve son klinik goriismelerde, gorsel muhakemeden de
yararlanmasina ragmen analitik muhakeme Oncelikli tercihleri arasindadir. Bu anlamda Zehra’nin diger
Ogrencilerden daha fazla gérsel muhakeme tiiriiyle ilgili deneyim kazanmas1 gerektigi sdylenebilir.

Ogretim deneyi srrasmda tek ve c¢ift fonksiyonlarn grafiksel o6zellikleri verilirken analitik
ozellikleriyle (f{-x)=-f(x) ve f(-x)=f(x)) baglant1 kurularak anlatilmis ve sorular bu iki yontem kullanilarak
¢Oziilmiistiir. Ancak son klinik goriismeler sirasinda 6grencilerin tek ve ¢ift fonksiyon 6zelliklerini farkli
anlamlandirdiklar1 goézlenmistir. Baz1 6grenciler fonksiyonlarmn grafiksel 6zelliklerinden yararlanirken
bazilar1 —daha zor olmasina ragmen- analitik 6zellikleri kullanmayi tercih etmislerdir.

F: Buras1 tek fonksiyon. Carpimi da tek fonksiyon... Burasi ¢ift fonksiyon sanirim ama boliim oldugu i¢in yine tek
fonksiyon olacak. Smirlari da birbirinin ters isaretlisi oldugu icin sifir oluyordu.

A: Tek fonksiyonun 6zelligi neydi neden sifir oluyordu hatirliyyor musun?

F: Ciinkii sey oluyordu. Birbirinin zitt1 oldugu i¢in f{-x)’i -f(x) olarak. Oradan da onlarda birbirini gotiiriiyordu.

A: Nasil gotiiriiyordu?

F: Him.... A¢tifimizda bunun basina bir tane daha eksi geliyordu. Yani su fonksiyon tizerinden diistiniirsek —f{(x)
olarak cikacakti, yukaridaki. O da -(-f(x)) olacakt1. Yani birbirini gotiiriiyor integrali agtigimizda.

Son klinik goriismelerde gozlenen bir diger durum da gorsel strateji kullaniminin &grencilerin
gorsel tercihleri arasinda, &n klinik gériismelere oranla daha ¢ok yer bulmasidir. On klinik gériismelerde
katilimcilar, gorsel strateji kullanmama nedenleri arasinda analitik stratejilerin akillarina gelen ilk yontem
olmasini gostermislerdir. Oysa gretim deneyinden sonra bu durumun degistigi gozlenmistir. Ogretim
deneyi boyunca integral uygulamalar1 arasinda bulunan hacim hesaplamalarma deginilmemis olmasina
ragmen Seyda, on klinik goriigmelerde ¢dzemedigi ve uygulanan formiilden baska bir ¢6ziim
diistinemedigi soruyu son klinik goriismelerde gorsel strateji kullanarak ¢ézmiistiir.

S: x-ekseni etrafinda dondiirecegim, o zaman bdyle bir sekil olusur. Ben bu seklin hacmini hesaplayamam.
A: Neden hesaplayamazsin?
S: Ciinkii formiiliinii hatirlayamiyorum. Silindiri (silindir yontemi) hatirlamaya ¢alismistim ama hatirlamiyorum

gercekten!
A: Peki silindir yontemine neden silindir yontemi deniyor?
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S: Silinidir olusturuyoruz ¢iinki.

A: Nasil silindir olusturuyoruz?

S: Soyle. Silindiri déndiirtiyoruz. (Bir silindir olusturuyor)

A: Tamam. O silindirin yiiksekligi ne?

Sty

A:ydedigimiz sey ne?

S: Yani fonksiyonun aldig1 degerleri, yani f{x) oluyor. Burasina da A(x) diyorduk.

A: O zaman silindirin hacmi neydi?

S: nr’h

Ogretim deneyine baglamadan 6nce yapilan klinik gériismelerde ve 6gretim deneyi sirasinda Giilay

egri altinda kalan alan kavraminda negatif ve pozitif alan degerleriyle problem yasamistir, ancak son
klinik goriigsmelerde bu kavramla ilgili yasadig: giigliikleri astig1 gézlenmistir.

G: 0’dan 2’ye alan aldim. 0’dan 4’e alan aldim. 0’dan 6’ya alan adim. Ama bu alan negatif... Negatif pozitifi

gotiirecek. Sadece su alani aldim. 0’dan 8’e bu bunu gotiirdiigii i¢in bunu sadece su negatif alana ekledim. Hepsinin

alanini sordugunda bu, bunu gétiirecek dedim bu da bunu gétiirecek dedim. Geriye sadece bu alan kald1.

Katihmcilardan bazilarinda (Elif, Zehra ve Seyda) ortak olarak goézlenen bir diger Ozellik

Ogrencilerin integrali kavramsallagtirma siire¢lerindeki benzerliktir. Bu durumun en belirgin olarak
goriildiigii katilimci olan Elif’in integrale iliskin zihnindeki semalar, tiirev tizerine kuruludur. Dolayisiyla
grafikle ilgili bir soru c¢ozerken Once tlireve sonra integrale gecis yapmasi ona biligsel bir yiik
getirmektedir.

E: Ama hani simdi diisiiniiyoruz ya ger¢i tiirevde egimi sifir oluyor, mesela ben hep integrali tlirevden diigiiniiyorum
ya, o yiizden integrali alinca dnce tiireve gitmem gerekiyor, sonra tlirevden integrale geri ddonmem gerekiyor, o yiizden
grafiklerde ¢ok zorlaniyorum.

A: Bu aslinda bir strateji, arasindaki ters baglantiyr gormeye ¢alistyoruz. Ama nasil ki fonksiyonun kendisiyle tiirevi
arasinda bir iligki olusturmussan daha 6nceden, ayni iliskiyi integralle fonksiyon arasinda da olusturabilirsin.

E: Ama o baglantry1 kuramiyorum bir tiirlii!

Katilimcilarin tiimii, dncelikle fonksiyon ve tiirevi arasindaki iligkiyi 6grenmisler ve integral ile
ilgili olarak zihinsel semalarmi tiirevin tersi olarak sekillendirmiglerdir. Bu yiizden onlar igin
fonksiyondan integrale dogru kurulan iliski, fonksiyondan tiireve, tiirevden tekrar fonksiyona dogru
olusmaktadir (Sekil 4). Yani fonksiyon ve tiirevi arasinda kurulan iliski, fonksiyon ve integrali arasinda
kurulamamustir. Bu durum 6grencilere biligsel bir yiik getirmekte, hem goérsel hem analitik muhakemede
bu iliskiyi kurmakta zorlanmaktadirlar.

- Integral
i F(x)
<
—>

2

Sekil 4. Ogrencilerin Bir Fonksiyon, Tiirevi ve integrali Arasindaki iliskiyi Yapilandirma Siireci

4. TARTISMA ve SONUC

Arastirma sonuglarma gore baslangictaki tercihleri gorsel yonde olmayan katilimecilarin 6gretim
deneyi sonunda gorsel tercihlerinde meydana gelen degisimler farkli diizeylerdedir. Bazi katilimcilarda
(Hale, Giilay ve Funda) gorsel strateji kullanmaya iligkin pozitif ve yliksek diizeyde goriilen degisim, bazi
katilimcilarda (Seyda) pozitif ama diger katilimcilara oranla daha diisiik diizeyde ger¢eklesmistir. Diger
katilimcilarda ise (Elif ve Zehra) degisim gozlenmemistir. Buradan, degisimin diisiik ya da daha az
diizeyde gergeklestigi Ogrencilerde, gorsel stratejilere olan bakig agilarmin degismesi i¢in Ogretim
deneylerinin daha uzun siireli yapilmasi gerekecegi fikri ortaya ¢ikmaktadir. Integral kapsaminda
diisiiniildiigiinde 6grencilerin farkli bakis acilariyla diisiinmelerini saglamak, farkli stratejilere olan
isteksizliklerini de ortadan kaldiracaktir (Oberg, 2000). Dolayisiyla sadece iiniversite diizeyinde degil
matematik Ogretiminin her asamasinda gorsel stratejilerin, analitik stratejilerle etkilesimli olarak
kullanilmas1 daha dogru olacaktir. Ulkemizde, 2005 yilinda yeniden diizenlenen &gretim programinda da
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gorsellestirmenin 6nemine deginilmektedir. Sadece matematik Ggretiminde degil matematik 6gretmen
adaylarinin egitiminde de bu konuya 6nem verilmesi gerekmektedir.

Calismadan elde edilen bir diger sonug da 6grencilerin gorsel muhakeme siirecine iliskin kavramsal
eksiklikleri giderildikge, gorsel strateji kullamimlarinin artmasidir. Katilimcilar baslangigta, yeterli
deneyim sahibi olmadiklar1 bu siireci kullanma konusunda isteksizlik duymuslardir. Ornegin
katilimcilardan Giilay, calismada kullanilan problemlerden birinin ¢6ziim siirecinin baslangicinda, bir
fonksiyonun grafigini, daha once karsilagsmadig: i¢in ¢izmekten vazgegmistir. Daha 6nce Eisenberg ve
Dreyfus (1991) tarafindan belirtilen gorsellestirmeye karsi direncin altinda yatan nedenlere (6grenilmis bir
fenomen oldugu, bu bilissel siireci desteklemeyen bir 6gretimin sonucunda ortaya c¢ikmis olabilecegi),
Ogrencilerin bu siire¢ konusundaki deneyimsizlikleri de eklenebilir. Katilimcilar, integral konusu
kapsaminda, gorsel olarak daha az deneyim sahibi olduklar1 durumlarda gorsel strateji kullanmaktan
vazgegmekte, analitik stratejileri tercih etmektedirler. Ancak Ogrencilerin siirece iliskin kavramsal
eksiklikleri azaldikca gorsel stratejilere bagvurma sikligi da artmaktadir. Sadece gorsel siirecte degil,
analitik siiregte de var olan birtakim kavramsal eksikliklerin giderilmesi konusunda da gorsel stratejiler
yararl olmaktadir. Ogrencilerin analitik siirecinde var olan bir takim kavramsal eksiklikler bazen gorsel
stirecte ortaya ¢ikmakta ve ortaya c¢ikan gilicliigiin nedeni gorsel siiregten kaynaklantyor gibi
goriinebilmektedir. Aslinda bu iki siireci birbirini destekleyerek kullanmak hem &grenmenin etkililigi
artiracak hem de bu iki siirecten herhangi birinde meydana gelecek zorluklarm iistesinden gelinmesini
saglayacaktir. Boylece her iki strateji dgrencilerin kullanimina agilacaktir. Ayrica bu sonug, daha 6nce
alanyazinda gorsellestirmeden kaynakli olarak gosterilen zorluklarin temelinde yatan nedenlerin, analitik
stirecten mi kaynaklandig1 sorusunu da akla getirmektedir. Caligmamizin katilimeilar1 da gorsel olmayan
tercihlerine ek olarak, gorsel stratejiler konusunda deneyimlerinin artmasiyla bu iki stratejiyi daha
etkilesimli kullanabilmisler ve iki strateji arasindaki gecisleri daha kolay yapabilmislerdir.

Fonksiyon ve integrali arasindaki grafiksel iligki yine ¢caligmada katilimcilarin zorlandig1 bir konu
olarak ortaya ¢ikmustir. Katilimeilar fonksiyon ve integrali arasindaki iligkiyi, integralin anti-tiirev olmas1
ozelligini kullanarak olusturmaktadirlar. Bu durum daha once alanyazinda belirtilen, gorsellestirmenin
Ogrencilerin zihinlerinde olusturdugu biligsel yiikke 6rek olarak gosterilebilir. Ancak fonksiyon ve
integrali arasmdaki grafiksel iligskiye, fonksiyon ve tiirevi arasindaki iligskide oldugu gibi sinif ortaminda
dogrudan deginilmesi halinde bu biligsel ylik ortadan kalkacaktir. Bu iliskiyi, 6gretim deneyi sirasinda
inceleme firsat1 bulan katilimcilarindan Hale, Giilay ve Funda g¢aligma sonunda fonksiyon ve integrali
arasindaki iligkiyi dogrudan ve daha rahat kullanabilir duruma gelmislerdir. Goriildiigii gibi yasamlan
zorluklar konusunda onceden yaratilacak farkindaliklar, 6grencilerin her iki siirecte de daha basarili
olmasini saglamaktadir.

Ogrencilerin integral konusu kapsamindaki gorsellestirme siirecinde zorluk yasamalarinin en
o6nemli nedenlerinden biri de bazi iligkileri gorsel anlamda yeterice sorgulamamis olmalaridir. Bunun en
belirgin Ornegi belirsiz integralde kullanilan “c” sabitinin Ogrenciler tarafindan yeterince iyi
anlagilmadigidir. Bu sabitin 6grencilerin integralle ilgili olarak ilk O6grendikleri kavramlar arasinda
olmasina ragmen, onceki 6grenim hayatlarindan getirdikleri bir takim aligkanliklar bu tlir kavramlar1 daha
basit diizeyde 6grenmelerine yol agmaktadir. Ozellikle integral ile ilgili uygulamalarda gogu zaman soruya
iliskin formiil ezberleme yoluna gitmeleri, elde edilen formiile iliskin herhangi bir zihinsel yapilandirma
kullanmamalar1 bu duruma neden olmaktadir. Aslinda 6grencilerin integral uygulamalarinda formiil
ezberlemeye yonelik olan tutumlari, gérsel ifadelerin zihinsel kodlama asamasinda sagladig: avantajlar1 da
g6z ardi etmelerine neden olmaktadir. Bu nedenle integral 6gretiminde &grencileri, en temel ve basit
olarak goriinen kavramlar igin bile farkli bakis agilarina yonlendirmek daha yararli olacaktir.
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Extended Abstract

Visualization can be defined as the act of one’s making a strong connection between an internal
structure and the thing the connection to which is enabled by senses (Zaskis, Dubinsky & Dautermann,
1996). Analysis, on the other hand, is one of the cornerstones of mathematics, and is a gateway for
improving advanced mathematical thought skills. According to Zimmerman (1991, as cited in George,
1997), the first premise of visual thinking in analysis is to be able to deduce certain features of the
diagrams, and to know that algebra and geometry are alternative languages in understanding mathematical
ideas, and that comprehending the rules is related to mathematical graphics. The aim of this study is to
examine the factors that affect university students’ success in their use of visual strategies when solving
problems of integral.

This study was designed as a teaching experiment, conducted with six second grade university
students who were attending a mathematics teacher training program in Ankara and lasted for four weeks.
Before and after the teaching experiment, clinical interviews were conducted to determine the effects of
the teaching experiment on visual preferences of the participants. The visual preferences of participants
were determined by the means of Mathematical Processing Instrument. All participants had non-visual
preferences. Gathered data was analyzed through open coding and content analysis.

The students used analytical reasoning the most during the pre-clinic interviews. Apart from the
analytical methods, in some cases students also used visual aid which facilitated their thought process.
Another result of this study, as well as of previous studies is that one of the most frequently adopted
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meanings by students related to the integral is the relationship between the definite integral and the area.
However, it was observed that students had some conceptual deficiencies on this meaning of the definite
integral. Although the integral-area relationship is the most frequently adopted meaning by students, it is
interesting to see that students have conceptual deficiencies about this topic. On the other hand, several
conceptual deficiencies existing during the analytical process of students manifest during the visual
process, and the reason for the difficulty seems to be resulting from the visual process. Thus, using these
two processes in a way to support each other would both increase the efficiency of learning and enable
students to overcome the difficulties that may arise in either one. As such, both strategies would be open
to the use of students.

In the teaching experiment, which was realized with the participants during a four-week period, four
work sheets (WS) were used. In the selection of the questions in the WS, the questions were designed in
such a way that some of them could be solved only by using visual strategies whole some could be solved
by using both visual and analytical strategies. During the first week of the teaching experiment, the focus
was mostly the area under the curve; during the second week, the qualities of a function’s graphic were
given through examples which elicit the use of the calculation of definite integral; during the third week
the participants were first of all asked to provide the geometrical proof of an inequality, and the graphic
meaning of the “c” constant was emphasized; and on the fourth week, the focus was on the graphical
meaning of the derivative-function-integral relationship which is a frequently used quality by students.
Beginning with the third week, it was observed that students used visual strategies more frequently.

In the final clinic interviews, it was observed that the students’ inclination to use visual strategies
increased compared to that of the pre-clinic interviews. During the teaching experiment, the graphic
qualities of even and odd functions were taught by drawing connections with their analytical qualities, and
the questions were solved by using both methods. However, during the final clinic interviews, it was
observed that the students had not given meaning to the qualities of the single and double functions in the
same way. Some students made use of the graphic qualities of the functions while some preferred using
the analytical qualities (although it was more difficult).

Another common case observed in some of the participants is the similarity in the process students
conceptualize integral. For the students, the relationship established from the function to the internal is
constructed from the function to the derivative and from the derivative to the function again. In other
words, the relation established between the function and its derivative had not been established between
the function and its integral. This put a cognitive burden on the students, and in return, they had difficulty
in building this relation during visual reasoning.

As a result of the study, different reasons were identified for the preference of analytical strategies
over visual ones by the participants. One of these reasons for this preference is that analytical methods are
more commonly used in problem solving than visual methods and lecturers place emphasis mostly on
analytical strategies. Consequently, analytical features of some mathematical concepts are better known
than visual features of these concepts by the participants. The teaching experiment was observed to result
in different preference changes in the participants. This difference among the participants can be partially
explained by the difference of their mathematical beliefs gained through previous learning experiences
and combination of visual and analytic processes as in the teaching experiment will increase the
effectiveness of learning and enable to overcome the difficulties which may arise from any one of these
processes.



