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UNIVERSITEDE MATEMATIK OGRETIMINDE BiLGISAYAR CEBIiRi
SISTEMLERININ KULLANIMI: BiR OGRETIM DENEYi

USE OF COMPUTER ALGEBRA SYSTEMS IN MATHEMATICS TEACHING AT
UNIVERSITY: ATEACHING EXPERIMENT

Senol DOST", Yasemin SAGLAM™, Aysegiil Altay UGUR™

OZET: Bilgisayar ve beraberinde getirdigi teknolojilerin her gegen giin hayatimizda daha ok yer almasi, matematik
egitimini de etkilemis ve bu alana yonelik yazilimlarin gelistirilmesine neden olmustur. Bilgisayar Cebiri Sistemleri (BCS) de
bu yazilimlar arasinda énemli bir yer tutmaktadir. BCS’nin egitim ortam ile dikkatli sekilde butlnlestirilmesi, 6grenme
ortamlarina olumlu katkilar saglayacaktir. Ancak bu bitinlestirme sirasinda dikkat edilmesi gereken en 6nemli nokta,
ogrencilerden beklenen matematiksel becerilerin gelismesine katkida bulunmaktir. Bu beceriler, farkli arastirmacilar
tarafindan degisik simflandirma sistemleri ile ifade edilmistir. iki asama halinde gergeklestirilen bu ¢alismamn amac, analiz
dersi kapsamindaki Taylor polinomlar: konusunda bir calisma yaprag: hazirlayarak, bir matematik dgretmeni yetistirme
programinda 6grenim gormekte olan oOgrencilerin, bir 6gretim deneyi igerisinde BCS destekli ve -desteksiz simf
ortamlarindaki &grenci aktivitelerinde meydana gelen degisiklikleri belirlemektir. Bir BCS yazilimi olan Maple ile
bitlnlestirilen cahsma yapraginin hazirlanma siirecinde MATH siniflandirma dikkate ahnmigtir. Calismanin sonucunda BCS
destekli grupta yer alan ogrencilerin farkh gosterimleri daha ¢ok kullandiklar, elde ettikleri sonuglara daha elestirel
baktiklari, yorumlama ve genelleme becerilerinin 6n plana ¢iktigi gdzlenmistir.

Anahtar sozcukler: Universite &grencileri, bilgisayar cebiri sistemleri, MATH smiflandirma, calisma yapragi,
6gretim deneyi.

ABSTRACT: The ever-increasing presence of computers and other technologies that come along with them has
affected mathematics education, and it resulted in the development of software in this field. Computer Algebra Systems
(CAS) occupies a very important place among such softwares. A careful integration of CAS with the education environment
would contribute to any learning environment of any level. However, the most important point to focus during this
integration is to contribute to students’ development of expected mathematical skills. These skills have been expressed by
different researches under different classification systems. The aim of this study, which has been realized in two stages, is to
determine the changes in the activities of students, who have enrolled in a mathematics teacher training program, in a teacher
experiment design, in CAS-supported and without CAS-support class environments. To this end, a worksheet on Taylor
polynomials was prepared. In the preparation process of this worksheet, which was integrated with Maple, a CAS software,
MATH taxonomy was taken into consideration. As a result of the study it was observed that the participants in CAS-
supported environment frequently used different representations, had a critical point of view for gathered results and the
interpretation and generalization abilites came into prominence.

Keywords: university students, computer algebra systems, MATH taxonomy, worksheet, teaching experiment.

1. GIRIS

Bircok alanda oldugu gibi matematik egitiminde de meydana gelen gelismelerin en 6nemli
nedenlerinden biri, bilgisayar ve beraberinde getirdigi teknolojilerin her gecen giin hayatimizda daha
cok yer almasidir. Ozellikle matematik egitimi igin tasarlanmis olan bilgisayar yazilimlarinin 6grenme

ortamina getirdigi pozitif etkiler, bu alanda ¢alisan birgok arastirmacinin kabul ettigi bir gercektir
(Kabaca, 2006; Aktiimen, 2007; Bulut, 2009).

Bilgisayar Cebiri Sistemleri (BCS), bu yazilimlar arasinda 6nemli bir yer tutmaktadir. Sayisal
ve sembolik islemler yaninda, birka¢ degiskenli fonksiyonlarin ¢izimini de yapabilen BCS; Derive,
Mathematica, Mathplus, Maple gibi bilgisayar yazilimlarimin ortak adidir. Baslangigta matematiksel
hesaplamalar ve uygulamalar icin gelistirilmis olan BCS, zamanla matematik 6gretimi stirecinin de bir
parcasi haline gelmistir. Arastircimalar, BCS’nin 0grenme-0gretme sirecinde o6nemli bir arag
oldugunu ve uygun kullaniminin 6grencilerin kavramsal anlama ve problem ¢ézme gibi matematiksel
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becerilerini arttiracagin1 belirtmektedirler (Leinbach, Pountney ve Etchells, 2002). ilkogretim ve lise
dizeyinde siklikla motivasyon araci olan BCS (Hennessy ve dig., 2005; Ruthven & Hennessy, 2002,
akt. Lavicza, 2008) universite dizeyinde daha ¢ok kavramsal bilgi aktariminda kullanilmaktadir
(Lavicza, 2008).

Her ne kadar BCS kullanimi 6gretme ortamina, matematik egitimcileri igin yeni olanaklar sunsa
da bu tir yazilimlarin kullaniminin ortaya cikaracagi gugliikler konusunda egitimciler dikkatli
olmalidir (Klincsik, Sarvari, Perjési-Hamori, 2008). BCS’nin egitim ortam: ile dikkatli sekilde
bltunlestirilmesi, ortaya ¢ikabilecek olasi gugliiklerin dniine gecilmesini saglayacaktir. Bu baglamda
BCS; karmasik islemlere harcanan zaman kisaltacak, kavramsal anlama suregleri icin sinifa daha ¢ok
zamanin kalmasint saglayacaktir. Boylece 6gretmenler kavramlar: yorumlamak icin daha ¢ok zaman
ayiracak ve dgrencilerin bilgi gosterimleri arasindaki ag giderek yogunlasacaktir (Klincsik, Sarvaéri,
Perjési-Hamori, 2008).

Teknoloji kullanimi, Universite egitimi icinde de genis bir yere sahiptir. Lavicza (2007)
akademisyenlerin, okul 6gretmenlerine gére daha az mufredat baskis: altinda olduklarini, dolayisiyla
ogretimlerine teknoloji entegrasyonu konusunda, okul Ogretmenlerine gore daha ¢ok secenekleri
olabilecegini belirtmektedir. Ancak bu entegrasyon sirasinda dikkat edilecek en 6nemli nokta,
ogrencilerden beklenen zihinsel becerilerin gelismesine yardimci olmaktir. Bu beceriler, farkl:
arastirmacilar tarafindan degisik smiflandirma sistemleri (Bloom, 1956; Biggs, 1995; Smith ve
digerleri, 1996; Porter 2002) ile ifade edilmistir.

Bilindigi gibi ilk siniflandirma sistemi Bloom tarafindan 1956°da ortaya konmustur. Bloom’un
(1956) simiflandirmas: yapisal olarak iyi bir degerlendirme kaynagi olmakla birlikte matematiksel
beceriler agisindan bazi smirliliklart bulunmaktadir (Smith ve digerleri, 1996). Smith ve digerleri
(1996) tarafindan ortaya konan MATH (Mathematical Asessment Task Hierarchy) simflandirma,
Bloom Taksonomisi’nin gelistirilmesi ile olusturulmustur. Ogrencilerden beklenen matematiksel
becerileri de iceren MATH smiflandirma bu 6zelligi ile Bloom Taksononomisi’nin sinirliliklarimi da
ortadan kaldirmaktadir. Tablo 1°de goruldiugi gibi MATH siniflandirma becerileri, t¢ grup altindaki
sekiz basamak icinde degerlendirilmektedir.

Tablo 1. MATH simflandirma (Smith ve digerleri, 1996)

A Grubu B Grubu C Grubu
Gergek bilgi Bilgi transferi Dogrulama ve yorumlama
Kavrama Yeni durumlara uygulama Sonug ¢gikarma, varsayim ve karsilastirma
Sareclerin rutin kullanimi Degerlendirme

A grubunda kullanilan beceriler; 6grenilmis bir bilgiyi hatirlama, basit bir tanimin kosullarinin
saglanip saglanmadigimi anlama, formilde yerine koyma islemini yapma, 6rnek ve 6rnek olmayan
durumlar1 tamma becerilerdir. B grubunda kullanilan beceriler; bilgiyi bir formdan baska bir forma
donlsturme, kavramsal bir tanmimin kosullarinin saglanip saglanmadigina karar verme, bir formiliin ya
da yontemin farkli durumlara uygulanabilirligini fark etmedir. C grubu, matematiksel anlamda daha
ust dizey dusinme becerilerini icermektedir. Burada 6grenciye verilen ya da 6grencinin kendisi
tarafindan ortaya konan bir sonucu dogrulama, muhakeme strecindeki hatalari bulma becerileri yer
alir (Smith ve digerleri, 1996).

Bu c¢alismanin amaci, matematik 0Ogretiminde BCS’nin  kullanimina yoénelik, MATH
smiflandirmanin dikkate alindig: bir ¢calisma yaprag: hazirlamak ve bu calisma yapragmin uygulama
strecinde, BCS destekli ve -desteksiz simf ortamlarindaki 6grenci aktivitelerinde meydana gelen
degisiklikleri belirlemektir.

2. BCS VE MATEMATIKSEL BECERILER

Bu boélimde, MATH simiflandirma dikkate alinarak, tiirev kavrammin bir uygulamas: olan
Taylor polinomlarimin elde edilisine yonelik BCS’nin kullanildig1 bir ¢alisma yapragi sunulmustur.
Cahsma yapraginda her bir soru MATH smiflandirmaya gore tek tek incelenerek her diizeyden soru
bulunmasina dikkat edilmistir. Boylece bu smiflamada yer alan tiim zihinsel ve matematiksel
becerilerin 6grenciler tarafindan kullanilmasina olanak saglanmigtir.
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Tablo 2. Cahisma Yaprag:

Taylor Polinomlari

AMAGC: Matematikte, karmasik ifadeli fonksiyonlara, istenen hassashg: veren, calisilmas: daha kolay olan
fonksiyonlarla yaklasimda bulunulur. Bu g¢alisma yapraginin amaci, bu tir fonksiyonlardan olan Taylor
polinomlarini elde etmektir.

(1) FONKSIYON iLE ONUN GRAFIGINiN BiR NOKTASINDAKI TEGETi ARASINDAKI ILiSKi

(a) y=f(x)=x?+5 fonksiyonu ile x=1 noktasindaki yr=g(x)=2x+4 teget dogrusunun grafiklerini ayn: diizlemde
giziniz.

(b) Asagidaki tabloyu doldurunuz. x degerleri 1 noktasina yaklastikca |f(x)-g(x)| degerlerinin nasil degistigini
hem tabloda hem de (a)’da ¢izdiginiz grafikte gézleyiniz.

X 0[05]07]09]0999[1]1.001[1.01[11[13[15]2
f(x)
9(x)

[f09)-g(3)]

(c) [0.5, 1.5], [0.8, 1.2] ve [0.99, 1.01] araliklarinda f(x) ile g(x) fonksiyonlarmin grafiklerini ayn1 diizlemde
ciziniz. Grafiklerde meydana gelen degisimi degerlendiriniz.

(d) [1.8, 2.1], [1.9, 2.01], [1.99, 2.001], araliklarinda f(x) ile g(x) fonksiyonlarmin grafiklerini ayn1 diizlemde
yeniden ciziniz. (c) sikkinda cizdiginiz grafikler ile olan farklilig: a¢iklayiniz.

(e) Bir egri ile bir noktasindaki teget dogrusuna iliskin, (c) ve (d)’ de yapilan calismalara bagh olarak, nasil
bir yargida bulunursunuz?

(2) FONKSIYONUN BiR NOKTADA DOGRUSALLASTIRILMASI

aell Noktasinda tiirevienebilen y=f(x) fonksiyonunun x=a noktasindaki y—-f(a) f4a)(x-a) teget

dogrusunun denklemini géz 6niine alalim. Burada L(x)=f(a)+f '(a)(x-a) olarak tanimlanan L(x) fonksiyonuna,
f “nin a noktasinda (standart --) dogrusallastirilmasi denir ve f(x)~L(x) sembolii ile gosterilir.

(@) f(x)=+vx+2 fonksiyonunun a=7 noktasinda L(x) dogrusallastiriimasini kullanarak asagidaki tabloyu
doldurunuz.

X 5 6 6.5 7 75 9 10
f(x)
L(x)
[fC)-L(X)|

(b) f(8)=J1—0 degerini kolayca hesaplayamayiz. 10 degerini 6nce Maple’de bulunuz. f(x)’e yaklasik

degerler veren L(x) dogrusallastirmasini kullanarak bulacagmiz J10 degerini ilk buldugunuz sonug ile
karsilastiriniz.

(c) +/5 degerini Maple kullanarak bulunuz ve L(x) dogrusallastirmasinin verdigi deger ile karsilastirniz.

(d) Yukarida yapilan karsilastirmalart f(x) ile L(x) fonksiyonlarinin ayni diizlemde cizilen grafikleriyle
iliskilendiriniz.

(e) Sizce, hangi durumlarda, f(x) yerine L(x) yaklasim fonksiyonu ile galisilabilir? L(x) yerine, baska
dogrusal fonksiyonlar ile calisildiginda durum ne olur?

HATA ANALIZI

L(x) fonksiyonu, a noktas: yakinlarinda f(x)’e yaklasik degerler verir. Ustteki tabloda, 7 noktasina yakin x
degerleri igin f(x)=L(x) yaklasimmin, kiigiik sayilabilecek hata pay: ile dogru oldugunu goézlemissinizdir.
Yapilan bir yaklasimda hata, “hata=gercek deger-yaklas:k deger” olarak tanimlanir. f fonksiyonunun x=a
noktasindaki dogrusallastirmasi L(x) ise bu yaklasimda E(x) hatasi “E(x)=f(x)-L(x) = f(x)-f '(a)(x-a)”
biciminde tanimlanir.

(f) Her t €[a, x] icin f'(t) degerleri var olsun. Buna gore, E(t)=f(t)-f(a)-f '(a)(t-a) ile (t-a)* fonksiyonlarina

Genellestirilmis Ortalama Teoremini uygulayarak, E(x) hatasinin E(X):@(X_a)z, ce(a, x), biciminde

oldugunu gosteriniz.
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Tablo 2’nin devam

(3) f(x) FONKSIYONUNA YAKLASIK DEGERLER VEREN POLINOMLAR

ael] noktasinda tlrevlenebilen y=f(x) fonksiyonunun x=a noktasindaki dogrusallastirmasi igin L(x)=P1(X)
tammlamasini yapalim. Dikkat edilirse, P,(a)=f(a) ve P/(a)=f'(a)dur.

(@ a=0 noktasinda 2. mertebeden tiirevlenebilen f(x) =e* fonksiyonu ile ikinci dereceden
Pz(x)=P1(x)+i2a)(x—a)2 polinomunu g6z 6niine alalim. Buna gore P,(a) ile f(a), P, ile f '(a) ve P",(a) ile

'(a) arasindaki iliskiyi belirleyiniz.
(b) f(1) = e =2.718 oldugunu dikkate alarak, bu sayiy1 P1(1) ve P,(1) degerleri ile karsilastiriniz.
(c) e fonksiyonu a=0 noktasinda 3. mertebeden tirevlenebilirdir. Simdi, 3. dereceden

Py(x) = Pz(x)+f éa)(x —a)3 polinom fonksiyonu ile f(x) arasindaki iliskiyi (a) sikkinda oldugu gibi yeniden

belirleyiniz.

(d) Py(1) ve P5(1) ve P3(1) degerlerini f(1) ile karsilagtiriniz.

(e) f(x)= e*ile i=1, 2, 3 olmak Uzere, P;(1) polinom fonksiyonlarmin grafiklerini, Maple yardmmyla, [-1, 1]
araliginda aym diizlemde ¢iziniz. Buna gére, i=1, 2, 3 icin Py(x) polinom fonksiyonlarindan hangisi 0
noktast komsulugunda f(x)’e daha iyi bir yaklasgimdir?

(f) Sizde, i=1, 2, 3 olmak uzere, P;(x) polinom fonksiyonlar: disinda, f(x)’e daha iyi bir yaklasim veren bir
fonksiyon bulunuz ve bunu dogrulayiniz?

(4) TAYLOR POLINOMLARI
(x-a) teriminin kuvvetlerine gére dizilmis olan P,(x) =c, +¢,(x—a)+c,(x—a)’ +...+¢, (x-a)" ch (x-a)"

polinomunu géz 6nine alalm. Simdi, ¢, Cy, ..., C, katsayilarinin P,(x) polinomunun tirevleri tiriinden nasil
ifade edildigini gorelim.
(a) i=1, 2, 3,..., nicin P,(x) tiirev fonksiyonlarin: bulunuz. Maple’de yazilan asagidaki déngii, n=4 olmak
lizere, i=1, 2, 3, 4 igin isteneni verir.

> P_n:=sum(c[k]*(x-a)"k,k=0..4);

> for i from 1 to do Diff(*"P_n"" x$i)=(diff(P_n,x$i)); end do;

(b) kel igin ¢ - _h k( ) oldugunu dikkate alarak, P,(x) polinomunu yeniden yazmiz.

i £k
(c) (3). Bolimde gecen polinom fonksiyonlarin, i=1, 2, 3 olmak uzere, Pi(x):z%(x—a)k biciminde
k=0 -

olduguna dikkat ediniz. Sizde, ¢ fonksiyonu icin, i=4, 5, 6 olmak tzere P;(x) polinomlarin1 bulduran bir
Maple dongusi yazarak, elde edilen fonksiyonlarin grafiklerini Maple’de ¢iziniz.

(d) Sizce, bir f(x) fonksiyonu, (c) alistirmasinda oldugu gibi, secilen bir ac0 sayisi igin x-a terimlerinin
kuvvetlerine gore dizilen bir polinom fonksiyonu olarak ifade edilebilir mi? Bunun i¢in gerekli sart(lar) ne
olmalidir?

Tamm: Bir ae0d noktasmin komsulugunda (n+1). dereceden tirevi surekli olan f(x) fonksiyonu verilmis
olsun. (x-a)’min kuvvetlerine gore dizilmis olan

3 £™(a)

" )
¥ ) {a)(:{—a} + ...+ f" (a)

(x—a)+ (x—a) + Sl {X—a)n= 1-} |[:x;—a]|14
polinomuna f(x)’in x=a noktasinda n.dereceden Taylor polinomu adi verilir. Tanima gore, f(x) fonksiyonu

n .dereceden polinom ise f(x)=P,(x) oldugu aciktir. Genel durumda, f(x)-P,(x)=0 olup bu fark, E,(x) ile
gosterilen hatay: verir.

(e) " fonksiyonu icin, i=1, 2,..., 5, 6 olmak lzere, (c) ahstirmasinda buldugunuz P;(x) Taylor polinomlarina
gore, E,(x) hata fonksiyonlarimin grafiklerini Maple’de ciziniz. Sifir noktasi yakinlarinda, grafiklerin
davranmigini degerlendiriniz?

£(a)
21

P, (x)=f(a)+ f(:')

il

n!

(f) Ex(X) hatasmi, (2-f) de oldugu gibi, yeniden formiile ediniz ve bunu ispatlayiniz.
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2.1. Cahsma Yapraginda MATH Smmflandirmaya Gore Kullamlan Beceriler

Taylor polinomlarinin elde edilisine yonelik hazirlanan ¢ahisma yapraginda, MATH
smiflandirmaya gore 6grenciler tarafindan kullamilan zihinsel aktiviteler ve beceriler ile BCS
aktiviteleri asagida verilmigtir. Calisma yapragi A grubu beceriler ile baglamis ve daha Gst grup
becerilere dogru gelisim gostermistir. BCS’nin ise sayisal, sembolik ve grafik ¢izebilme 6zellikleri
kullanilmastir.

Tablo 3. A Grubu Beceriler

Soru No Zihinsel aktivite ve beceriler BCS aktivitesi
la I1. dereceden bir fonksiyonun grafigini ¢cizme, Teget bilgisi | Grafik ¢izme
2a, 3a, 3b, | Verilen bir formilde yerine koyma islemini yapma ve/veya | Bir fonksiyonun degerini
3d sonuglari- belli bir kritere gore- karsilastirma hesaplama, cebirsel islem
4a Turev alma kurallar bilgisi Turev bulma, dongi icindeki
degiskenleri yerine yazma
4b Polinom katsayilarinin yeni ifadesine gére polinomu Yerine koyma
yeniden yazma
Tablo 4. B Grubu Beceriler
Soru No Zihinsel aktivite ve beceriler BCS aktivitesi
1b, 2d Cebirsel islem sonuglarm grafik tizerinde yorumlama Bir fonksiyonun degerini hesaplama,
grafik ¢cizme
1c Tegetin degme noktas: yakinlarinda egri ile tegetinin Grafik cizme
grafikleri arasindaki iliskiyi anlama
1d Tegetin degme noktasmi igermeyen araliklarda egriile | Grafik ¢izme
tegetinin grafikleri arasindaki iligkiyi anlama
le Ozel durumlari, daha genel durumlar: agiklamak icin --
kullanma
2b, 2c, 3c | Yerine koyma slrecini anlama Bir fonksiyonun degerini hesaplama,
cebirsel islem
2f Uygun algoritmik surecleri kullanarak verilenlerden --
sonug gikarma
3e, 4e Cebirsel bilgiyi, grafiksel bilgiye cevirme ve grafiksel Sembolik cebirsel islem yapma,
bilgiyi yorumlama grafik ¢cizme
Tablo 5. C Grubu Beceriler
Soru No Zihinsel aktivite ve beceriler BCS aktivitesi
2e, 3f Onceki sonuglardan yeni sonuglar ¢ikarma ve bu Cebirsel sonuglari grafik ¢izme
sonucu dogrulama yoluyla belirleme
4c Verilen bir sonucu dogrulama ve bir fonksiyona Cebirsel islem, déngii yazma, grafik
dogrusallastirmas: disinda daha iyi yaklagimlar cizme
oldugunu gozleme
4d Elde edilen sonuclar kullanarak yeni sonuclar elde --
etme ve bu sonuglar igin gerekli sartlar: fark etme
4f Elde edilen sonuglari matematiksel olarak modelleme --
ve ispat etme
3. YONTEM

Cahsma yapragi, arastirmacilar tarafindan MATH smiflandirmamn tim basamaklar: dikkate
alinarak hazirlandiktan sonra, BCS destekli (1. Grup) ve BCS desteksiz (2. Grup) ortamlarda, 6grenci
aktivitelerinde meydana gelen degisimleri gozlemek amaciyla Taylor polinomlarmnin anlatildig: bir
ogretim deneyi diizenlenmistir. Ogretim deneyi, arastirmacinin aktivitelerini organize ettigi, temel
olarak kesfedici 0zellik gosteren kavramsal bir aractir ve 6grencilerin matematiksel bilgilerini cesitli
yollarla ve araglarla etkileme amacindadir (Steffe&Thomson, 2000). Dolayisiyla 6gretim deneyi,
oncelikle 6grencilerin matematiksel aktivitelerini anlamak ve kesfetmek icin ortaya konulmus canli bir
yontemdir.
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Bu caligmadaki 6gretim deneyi, katiimcilarin 6gretim programlar: disinda gerceklestirilmistir.
Ogretim boltimleri, calismanin arastirmacilar: (arastirmaci-6gretmen) tarafindan yirutilmuastir. Her
bir 6gretim boliminde bulunan gézlemci notlar tutarak, sonraki 6gretim béltimlerinde degismesi
gereken durumlar igin veri saglamistir. Calisma, 1. Grupta toplamda dort saatte ve ¢ haftada
tamamlanirken 2. Grupta yaklasik olarak iki buguk saatte ve iki haftada tamamlanmigtir.

BCS destekli 1. Grupta ¢calisma yapragi, 0gretim bolumleri dncesinde 6grencilere dagitilmigtir.
Katilimcilar arastirmact 6gretmenin yonlendirmeleriyle ayni soru tizerinde ¢alismiglar, anlamadiklar:
ve takildiklari durumlarda 6gretmen destegini almiglardir. Her bir sorunun ¢6zimi tim katilimcilar
tarafindan tamamlandiktan sonra sonuclar tartismaya agilmistir. Ogrencilerin farkl ¢oziimlere yonelik
olusturduklar: hipotezleri denemelerine izin verilmistir. Ogretim boélumlerinden sonra Ggrencilerin
tuttugu notlar toplanmig ve arastirmacilar tarafindan incelenmistir.

Cahsma yapragi, cogunlukla BCS kullanmay: gerektiren aktiviteler icerdigi icin 2. Grupta
dogrudan kullanilmamistir. Bunun yerine, ¢alisma yapraginda yer alan aktivitelerden uygun olanlar
kullanilmig ve uygun olmayanlar igin paralel aktiviteler diizenlenmigtir. 2. Grupta konunun anlatim
sirast ve MATH smiflandirma kullanilarak hazirlanan bazi aktiviteler séyledir.

¢ Bir fonksiyonun bir noktadaki tegeti ile olan iligkisi ve dogrusallastirma kavrami,

o Jx fonksiyonunun x=25 noktasindaki dogrusallastirilmas: ve V26 "nin yaklasik bir degerinin
bulunmasi,

¢ Dogrusallastirma yoluyla egriye yapilan yaklasimda ortaya ¢ikan hata kavrama,

e +/26 "min bir yaklasik degeri bulunurken yapilan hata icin bir st sinir belirleme,

o Bir fonksiyona dogrusallastirma disinda yapilan yaklagimlar; Taylor polinomlars,

o f(x)=€* fonksiyonunun a=0 noktasimin bir komsulugunda i=1, 2, 3 i¢in P;i(x) Taylor
polinomlarmin elde edilmesi ve f(1)=e sayist ile P1(1), P2(1), Ps(1), degerlerinin karsilastiriimast,

o f(x) fonksiyonuna n.dereceden P,(x) Taylor polinomu ile yapilan yaklasimda yapilan E,(x)
hatasinin elde edilisi,

e ¢* fonksiyonuna a=0 noktasinda i=1, 2, 3 igin P;(x) Taylor polinomlari ile yapilan yaklasimlara
iliskin E;j(x), hata fonksiyonlarimin grafiklerinin ayn: diizlemde gésterimi.

Bu grupta da Ogretmen tarafindan yonlendirilen sorulari ¢dzmeleri igin katihimcilara sure
tamnmugtir. Katilimcilarin verdigi ortak cevaplardan biri tahtada incelenmis, farkli cevaplar ise
tartismaya acilmistir. Bunun yani sira katilimcilar, elde edilen sonuglara iliskin genelleme yapmalar
ve yorumda bulunmalari i¢in 6gretmenleri tarafindan tesvik edilmiglerdir.

Cahsma yapragi ve 2. Gruptaki aktiviteler incelendiginde 6grencilerin, Taylor polinomlar
konusuna sezgisel olarak yaklasmalari hedeflenmistir. Her iki grupta, gerekli oldugu durumlarda
ogrenciler grup ¢alismasina yonlendirilmistir.

3.1. Katihmcilar

Cahsmada amagli odrneklem kullanidmistir.  Cahismanin  katilimcilari, Ankara’daki bir
tniversitenin matematik egitimi programinda 6grenim gdrmekte olan 14 (5 erkek, 9 kiz) t¢linct sinif
ogrencisinden olugsmaktadir. Katilimcilarin sinif diizeyi belirlenirken, 6gretim programlarinda yer alan
ve Maple yazilminin anlatildigi Bilgisayar Programlama I-11 dersini almis ve ¢alisma kagidindaki
matematiksel bilgiyi kullanabilecekleri matematik derslerini basari ile tamamlamis olmalari g6z
Oniinde bulundurulmustur.

3.2. Verilerin Analizi

Ogretim bolumleri sirasinda kaydedilen gortntiler, 6grenciler tarafindan tutulan ders notlars,
ogrencilerin Maple calisma sayfalar: ile gézlemci notlari, Cobb ve Whitenack (1996) tarafindan
Onerilen yontem kullanilarak geriye doniik olarak analiz edilmigstir. Birinci asamada her bir dgretim
bolumi, sirayla izlenmis, ses kayitlari yazili metne cevrilmis ve analiz edilmigtir. Daha sonra elde
edilen veriler toplu olarak tekrar gdozden gecirilmistir. Verilerin analizi sirasinda 6grencilerin BCS
destekli ve desteksiz ortamdaki aktiviteleri arasinda gorilen farklara yogunlasilmigtir. Calisma



146 S. DOST-Y.SAGLAM-A.AUGUR / H. U. Egitim Fakiltesi Dergisi (H. U. Journal of Education), 40 (2011), 140-151

gruplarinda ortak olarak veya yalnizca bir grupta ortaya ¢ikan aktivitelerin (sorulari gorsellestirme,
grafik ¢izme, farkli gosterimler kullanma, elde edilen sonucun dogrulugunu kontrol etme, hipotezler
olusturma, denemeler yapma) kullanim sekli, 6grenci-6grenci etkilesimi, 6grenci-ogretmen etkilesimi,
6grenci motivasyonu basliklari altinda temalar olusturulmustur.

4. BULGULAR

BCS destekli siniflarda 6grenciler, bu yazilimin en ¢ok grafik ¢gizme 6zelligini kullanmiglardir.
Ornegin, kagit ve kalem kullanarak cizdikleri grafiklerin dogrulugunu denetlemek icin bilgisayar
ortaminda yeniden olusturmuslardir (Sekil 1).

> plot{{x*2+5,2%x+4} ,x=-2..2);

Sekil 1: 1a sorusuna iliskin 6grenci grafik ¢cizimleri

Diger yandan 1b, 2a problemlerinde oldugu gibi Maple’yi hesap makinesi olarak kullanmanin
Otesine gecerek, yazdiklar1 dongulerle (Dongu 1), sayisal islemleri yaparken zaman kazandiklari
goralmustr.

> L:=[0,0.5,.0.7,0.92,0.929,1,1.001,1.01,1.1,1.3,1.5]:
fri=x-x"2+5:
for i in L do subs{x=i,f{x)):end do

Dongl 1: 1b sorusuna iliskin 6grenci tarafindan olusturulan déngi

Grup 1°de o&grenciler Taylor polinomunda gecen terimlerin katsayilarmin elde edilmesi
strecinde, cesitli hipotezler ortaya atmiglar ve bunlari BCS destegi ile dogrulamaya caligmuglardir
(Transkript 1).

Transkript 1;

Z: Paydasinda faktoriyel olmali. Clinki tirevini aldigimizda geri donebiliyoruz.

G: Amacimiz yaklasim. En fazla yaklasabilecegimiz durumda oras:t birbirini gétirmeli.
Dolayisiyla faktoriyel olmals.

H: Neden faktoriyel oldugunu ben anlamadim. Neden geri geri [integralden-tiireve gegis] turevini
vermesi gerekiyor?

S: Mesela x*/24 [4!] yerine [paydada] bir 18 bir de 30 aldim. Bu iki deger de grafigin ya biraz isti
ya da biraz alt: ¢ikiyor. x*/24 kadar yaklasmiyor.

H: Hocam x*/24 yerine x*/23 olsayd: bir sonrakinden daha mi biiyiik bir deger alacakti. Tamam,
tirevleri ahindiginda sadelesmesi gerekiyormus da neden gerekiyormus?

(Diger dgrenciler nedenini aciklamaya calistyor).

Ogretmen: Peki 0 zaman hangisi daha iyi bir yaklasim veriyorsa onu alabiliriz.

H: Ama yinede 23 ile 24 arasinda ¢ok biyiik bir fark yoktur. Hatta ikisi arasinda bir say: bile
olabilir.

3e sorusunda, €* fonksiyonuna x=0 noktasinin bir komsulugunda P;, P,, Ps polinom tipindeki
fonksiyonlardan en iyi yaklasimin P; olduguna karar veren Grup 1 6grencilerinden bazilari, P;
polinomunun katsayilarim degistirerek cizdikleri grafiklerle e* fonksiyonuna tglincii dereceden
polinom fonksiyonlar1 iginde en iyi yaklasimin P3 oldugu yargisinda bulunmuslardr.

Grup 2’de de hipotezler ortaya atilmasina ragmen, dgrencilerin bu hipotezlerini Grup 1’de
oldugu gibi kolayca deneme firsati olmamistir. Aym zamanda tim grup tarafindan kabul edilen bir
sonuca, transkript 1’de gorildugi gibi israrci bir itirazda bulunan da olmamigtir (Transkript 2). Bu
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grupta 6grenciler, sadece P, ve P, fonksiyonlarmin grafiklerini ¢izmis P,’ye alternatif olabilecek higbir
denemede bulunmamiglardir.
Transkript 2:
Ogretmen: € ile yaklasim polinomlarmin grafiklerini ayni duzlemde cizelim. Sizce €*
fonksiyonuna 0 noktasinda, ikinci dereceden polinomlar iginde, en iyi yaklasim P,(x) midir?
[Bir 6grenci tahtada grafikleri cizmeye calistyor fakat zorlaniyor. Ogretmen yardim ediyor.]
Ogretmen: Cizilen grafiklerden, en iyi yaklasimin P,(x) oldugu gorultyor degil mi? Sizce, ikinci
dereceden polinomlar iginde, en iyi yaklasim Py(x) midir?
[Ogrenciler herhangi bir denemede veya yorumda bulunmuyorlar, sessizlik...]
A: P,(x)’in elde edilisine bakildiginda bence dyledir. Simdi baska ikinci dereceden fonksiyonlarin
grafiklerini ¢cizmek igin bir stri islem gerekir.
Ogretmen: Nasil emin olabiliyorsun? [Sessizlik...] Peki, tamam, en iyisi P, polinomudur. Daha
yiiksek dereceden polinomlarin grafikleri cizildiginde gortlecektir ki, giderek e*’e yaklasmaktadhr.

X

Grup 1’de Ogrenciler cesitli problemlerin ¢6ziimlerinde Maple komutlarini kullanarak farkl
durumlar1 gozleme etkinliklerinde bulunmuslardir. Bu suregte 6gretmenden bagimsiz olarak yaptiklar
denemeleri siif ortaminda paylasnuslardir. Ornegin, C grubu sorular igerisinde yer alan 3f’de,
ogrencilerden bazilari, e* fonksiyonuna x=0 noktasindaki Py, P,, P3 disinda daha iyi yaklasimlar veren
polinom tipinde fonksiyonlar bulabilmek icin P polinom fonksiyonuna x*1ii terimi ekleyerek grafik
uzerindeki degisimleri g6zlemiglerdir.

> plot({exp(x), Lcr1/24x"2+1/6%x"3, 1+x+1/2%x"2+1/6*x 3+x 1), x=-3. .3,y=-5..5, > plot{{exp(x}, L+x+1/2%x"2+1/6*x"3, 1+x+1/2%x"2+1/6*x"3+1/5%x 4} ,x=-3..3 ,y=-5.
color=[red, brown, blue]  thickness=2) ; .5,color=[red, brown, blue] ,thickness=1) ;
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Sekil 2: 3f sorusuna iliskin 6grenci tarafindan olusturulan grafikler

Grup 2’de 6grencilerin bu soruya iliskin yaptiklari uzun cebirsel islemler ve buna baglh olarak f(1)=e
sayisiin yaklasik degerini bulmak icin kullandiklar: polinom fonksiyonlarinda yerine koyma sureci
sayisal islemlerin ¢oklugu nedeniyle hem zaman almigtir hem de 6grenci motivasyonunu distrdigi
gozlenmistir.
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Sekil 3: Grup 2, 6grenci aktivitesi

Ogrenciler, grup ¢ahsmas1 yoluyla, 4a’da verilen dongtiyu diizenleyerek, 4d sorusunda gegen €*
fonksiyonunun n. basamaktan Taylor polinomlarin1 veren bir Maple komutu yazarak (Ddngl 2),
problemin ¢ézimini genellestirmiglerdir.

> taylorpol:=proc(f n})
T{x) :=sum(eval f {subs{x=0, diff({f,x5%)}) Mk! *{x) "k, k=0. .n) ;
end;

> taylorpol {exp(x) .5} ;

']

.....................

Dongl 2: 4c sorusu icin 6grenci tarafindan olusturulan Maple komutu
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4e sorusunda oldugu gibi, Taylor polinomlarinin derecesi arttikca hata fonksiyonlarina iliskin
karsilagilan cebirsel denklemlerin ¢oziilememesi grafiklerin gizimini zorlastirir. Grup 2’de 6grenciler
yalmzca E;(x)= e* —x+1 fonksiyonunun grafigini cizmeye calismuglardir ve diger hata fonksiyonlarmin
grafiklerinin nasil olabilecegi konusunda, sayisal hesaplamalara bagl, sezgisel varsayimlarda
bulunmusglardir. Grup 1’ de ise, Ogrenciler yazdiklari dongl yardimiyla hata fonksiyonlarinin
grafiginin nasil degistigini kolayca elde etmislerdir (Sekil 4).

> £9M1; 4 m 6 do E[i]:=wm(x)—P[i]; %do;
> plot({E[1],E[2] ,E[3],E[4] E[5],E[6]},x=5,.5,y=10..10);

\ 1

Sekil 4: 4e sorusuna iliskin 6grenci tarafindan olusturulan déngu

5. TARTISMA VE ONERILER

BCS, matematik dgretiminde 6grencilerin 6grenme surecine aktif olarak katilmalarinda énemli
bir ara¢ olmasina ragmen bu tir yazihimlarin, matematik egitimi ile butlnlestirilmesinde dogru
yontemin ne oldugu, halen yamt bekleyen bir sorudur. Bu c¢alismanin amaci s6zi gegen
‘butlinlestirme’ konusunda bir yaklasimda bulunmaktir. Cahsmanin ilk asamasinda, Taylor
polinomlar: konusunda, bu bitunlestirmeye 6rnek olabilecek BCS destekli bir calisma yaprag
hazirlanmistir. Ikinci asamada ise bu calisma yapragmmin BCS destekli sinifta ve paralel aktivitelerin
BCS desteksiz smifta uygulanmasi sirasinda, 6grenci aktivitelerinde ortaya ¢ikan farklar gézlenmistir.

Yukarida belirtildigi gibi BCS destekli smifta, caligma yapragi kullanilarak Taylor
polinomlarmin anlatilmas: daha uzun sirmistir. Bu durumun en biyilik nedenlerinden biri
ogrencilerin bilgisayar komutlarinda yasadiklar1 bazi zorluklardir (komutlarin kurallara uygun yazilimi
vb). Her 6grencinin bilgisayarda ¢alisma hizinin ayni olmadig: diistinuldiigiinde aslinda bu beklenen
bir durumdur. Ayrica teknoloji kullanmamn yarattigi cesitli sikintilar (bilgisayarin kilitlenmesi vb) bu
nedenler arasina eklenebilir.

BCS destekli sinifta caligmanin daha uzun sirmesinin bir diger nedeni de 6grencilerin ¢alisma
yapragindan bagimsiz denemeler yapma firsatt bulabilmeleridir. Arastirma sirasinda, Ogrencilerin
caligma yapragindaki aktivitelerden yola ¢ikarak cesitli hipotezler ortaya attiklari gdzlenmistir. Bu
hipotezler, kimi zaman smifta tartigmaya acgilmig ve Ogrencilerin hipotezlerini dogrulayacak ya da
curtitecek denemeler yapmalarina izin verilmistir. Hatta bazi: durumlarda ¢aligma grubunun ¢cogunlugu
ve Ogretmen tarafindan kabul edilen bir sonug, katilimcilarin bazilar igin yeterli olmamis ve kendi
denemelerini yapmak istemislerdir. Ornegin bu grupta yer alan 6grencilerden biri, Taylor polinomunu
olusturan kesrin paydasinin faktoriyel olmayabilecegini iddia etmistir ve bunu sayisal Orneklerle
dogrulamaya calismustir. Ancak yaptigi denemeler sonucunda hipotezinin dogru olmadigini anlamastir.
Bu durumun, iki ¢aligma grubunu (BCS destekli ve —desteksiz) birbirinden ayiran en temel fark
oldugu soylenebilir. BCS desteksiz simfta, calisma yapragina benzer aktiviteler kullanilmig ve
sonuglar tartismaya acilmig olmasina ragmen ogrenciler, cogunlukla 6gretmenin sodylediklerini kabul
etme egilimi gostermekte ve ulasilan sonuglara iliskin herhangi bir itirazda bulunmamaktadir. 2.
Grupta BCS’nin olmamasi1 6grencilerin dersten kopmadan, 06gretmenin yonergeleri disinda,
distinddiklerini hizli bir sekilde gerceklestirme olanagimi ortadan kaldirmistir. Bu anlamda BCS’nin
ogrencilerin 0zgir dustinebilme ve olaylara elestirel bakabilme becerilerini gelistirdigi soylenebilir.
Matematik gibi elestirel dusiinmenin 6nemli oldugu bir bilim dalinda, dgrencilere bu tir beceriler
kazandiracak ortamlar sunan BCS gibi yazilimlarin uygun kullanimi énemli bir konu olarak ortaya
cikmaktadr.

Ogrencilerin BCS destekli ortamda cahsiyor olmalari daha ¢ok grafik kullanmalarina, bu
grafiklerdeki goruntuleri, gozlemek istedikleri duruma gére manipule etmelerine ve farkli gosterimler
arasinda hareket etmelerine (cebirsel, sayisal ve grafiksel) olanak saglamistir. BCS desteksiz sinifta ise
bu tlr gosterimler kullanmak ya ¢ok basit diizeydeki fonksiyon ve grafikleriyle sinirli kalmakta ya da
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bu grafikler hi¢c kullanilmadan 6grencilerin sezgisel olarak sonucu fark etmeleri beklenmektedir.
Clnkd yuksek dereceli polinom fonksiyonlarin kéklerinin bulunup grafiklerinin cizimi, sadece kagit
kalem kullanan 6grenciler icin oldukca zor (bazi durumlarda imkansiz) olmakta ve bu tir caligmalar
icin simfta yeterince zaman ayrilamamaktadir.

BCS, her ne kadar bagimsiz denemeler ve 0Ogrencilerin bilgisayardaki c¢ahsma hizi
farkliliklarindan sinif ortamindaki ¢aligma stiresini arttirsa da dgrencilerin, uzun matematiksel igslemler
yaparken kaybettikleri zamani kisaltarak genelleme ve yorum yapma gibi st dizey disinme
becerilerinin gelismesine katkida bulunmaktadir. Son yillarda 6grencilerin matematik dersleri igindeki
kavramsal anlama becerilerinin sadece matematiksel islem yapma olarak algilanmasinin yanhshg,
alan uzmanlar: tarafindan sik sik ortaya konmaktadir. Ilkokuldan Universiteye hemen hemen her
ogretim basamaginda, 6gretmenlerin 6grencilerine, (¢ogu zaman farkinda olmayarak) yalnizca bilgi,
kavrama ya da en fazla sireclerin rutin kullanimi1 basamagina yonelik sorular yoneltmeleri ve sonug
olarak 6grenmelerini bu tir sorularla sinamalari, 6grencilerin daha st diizey distinme becerileri
kazanmalarin1 engellemektedir. Oysa calisma yapraginin hazirlanma siirecinde dikkate alinan MATH
smiflandirma, 6grencilerden beklenen Ust diizey diisinme becerilerinin gelistirilmesi i¢in énemli bir
referans kaynagi olmustur. Cahsma yapragmin her bir boluminde, asamali olarak MATH
smiflandirmadaki tim duzeylerden sorulara yer verilmesi ve sorularin BCS ile bitunlestirilmesi sonug
¢ikarma, hipotezler ortaya atip bunlarin dogrulugunu sinama, genelleme ve yorum yapma gibi st
diizey disiinme becerilerinin belirteclerinin ortaya ¢ikmasini saglamustir.

BCS gibi yazilimlarin sagladigi zengin matematiksel deneyimler ve problem c¢éziimlerinde yeni
yaklasimlar kullanmay: destekleyen ortamlar, niversite dgrencilerine hem lisans egitimlerinde hem de
lisans sonrasi meslek hayatlarinda kullanabilecekleri dnemli beceriler kazandirmaktadir. Sadece
tniversite degil, her dizeydeki 6gretim etkinlikleri icin bu tir yazihimlarin sagladigi olanaklar
ogrencilerin kullanimina sunulmalidir. Ancak istenilen hedeflere ulasilabilmesi igin bu surec, dikkatli
bir sekilde planlanmali ve uygulanmali; teknolojinin bu anlamda bir ama¢ degil ara¢ oldugu
unutulmamaldir.
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Extended Abstract

Computer Algebra Systems (CAS), which was initially developed for mathematical calculations
and applications,is the common name of computer software such as Derive, Mathematica, Mathplus,
and Maple. Such software is highly important in mathematics and mathematics education. A careful
integration of CAS with the education environment would enhance the contribution of such software
in the learning processes of students. One of the most important points in this process is the necessity
of developing students’ mathematical skills.

In the related literature, the intellectual skills of students are dealt with under various
classification systems. The construction of these classification systems are usually based on Bloom
Taxonomy. One of these is the MATH Taxonomy which was developed by Smith et al in 1996.
Different from the previous ones, MATH Taxonomy includes mathematical skills expected from
students as well. Structurally, MATH Taxonomy consists of 3 groups of skills, and 8 sub-levels that
are placed under these groups.

The aim of this study, which has been realized in two stages, is to determine the changes in the
learning environment and the activities of students, who are attending a teacher training program, in
CAS-supported and without CAS-support class environments. To this end, the worksheet was
integrated with Maple, which is a CAS software, and each question used here was examined according
to MATH Taxonomy, and a special attention was paid to having questions about each 3 of the skills.

After the worksheet was developed, in order to observe the changes in the student activities in
CAS- supported (Group 1) and without-CAS support (Group 2) environments, a teaching experiment,
in which Taylor polynomials were taught, was prepared. Because the worksheet predominantly
includes activities that require the use of CAS, it was not used directly in Group 2; instead, suitable
ones in the worksheet were used, and parallel activities were prepared in lieu of the unsuitable ones.
During the applications, students were encouraged for group study, and the answers of the students
were opened to discussion. In Group 1, where CAS was used, the study was completed in four hours
over a three-week time. And, in Group 2, it was completed approximately in two and a half hours over
a three-week time. Both of the studies with groups were video and audio recorded, and in each
application, there was an observer, and the recordings were the basis for the obtained data. Each study
group consists of 7 students who have been enrolled in mathematics teacher training program at a
university in Ankara, thus, a total of 14 students were in the study. Moreover, the participants have the
necessary command and mathematical knowledge that is within the scope of the study. The class notes
composed by the students during the study, the Maple worksheets of students, the notes of the
observer and the recorded data were all analyzed retrospectively by using the method proposed by
Cobb and Whitenack (1996). According to this, in the first stage, each teaching part was observed and
analyzed. Then, the obtained data was collectively revised once more. During the analyses, the
differences observed in the activities of students in CAS-supported and without CAS support
environments were focused upon.

In the CAS-supported class, the teaching of Taylor polynomials by using the worksheet took
longer. One of the main reason for this is the difficulties students faced in some of the computer
commands. As not every student has the same pace when using the computer, this is, in fact, an
anticipated situation. Another reason for the lengthiness of the study in the CAS-supported class is that
students had the chance to make experiments independent of the worksheet. In this respect, it can be
said that CAS develops students’ ability to think independently and to be critical. In a field like
mathematics in which critical thinking is crucial, the importance of appropriate use of software such as
CAS is evident since they provide the environment with the acquisition of such skills.

The fact that students work in a CAS-supported environment enabled them to have more use of
graphics and to manipulate the images in these graphics as well as to move between different
illustrations (algebraic, numerical, and graphical). This result is consistent with the findings of
Schneider (2000) and Weigand, Weller (2001), which contends that students who work with CAS
frequently switches between various illustration types. On the other hand, in classes without CAS
support, use of such illustrations is either limited to very basic functions or their graphics (function
graphics of the first, second, and maybe of third degree), or the students are expected to realize the
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result intuitively because, finding the square roots of high level functions and drawing their graphics is
rather difficult, if not impossible, for students who use pen and paper, and the teachers cannot spare
enough time for such activities in class.

Although CAS increases the study time in class environment due to the differences in the paces
of students with a computer, because it shortens the time students spend on long mathematical
operations, it helps the development of advanced thinking abilities such as generalization and
interpretation. At this stage, MATH Taxonomy which was taken into consideration when preparing
the worksheet was a very important reference point for the development of advanced thinking abilities
expected of students.

The rich mathematical experience which software such as CAS provides and the environments
which support the use of new approaches in problem solving, bestow university students with very
important skills which they can use both in their undergraduate studies and after graduation, in their
professional lives. The opportunities provided by such software should be made available not only for
universities but also for any type of educative activity in all levels. However, in order to achieve the
intended objectives, this process should be planned and applied carefully; and one should not forget
that technology, in this respect, is just a means not an end.



