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ÜN VERS TEDE MATEMAT K Ö RET NDE B LG SAYAR CEB
STEMLER N KULLANIMI: B R Ö RET M DENEY

USE OF COMPUTER ALGEBRA SYSTEMS IN MATHEMATICS TEACHING AT
UNIVERSITY: A TEACHING EXPERIMENT

enol DOST*, Yasemin SA LAM**, Ay egül Altay U UR***

ÖZET: Bilgisayar ve beraberinde getirdi i teknolojilerin her geçen gün hayat zda daha çok yer almas , matematik
itimini de etkilemi  ve bu alana yönelik yaz mlar n geli tirilmesine neden olmu tur. Bilgisayar Cebiri Sistemleri (BCS) de

bu yaz mlar aras nda önemli bir yer tutmaktad r. BCS’nin e itim ortam  ile dikkatli ekilde bütünle tirilmesi, ö renme
ortamlar na olumlu katk lar sa layacakt r. Ancak bu bütünle tirme s ras nda dikkat edilmesi gereken en önemli nokta,

rencilerden beklenen matematiksel becerilerin geli mesine katk da bulunmakt r. Bu beceriler, farkl  ara rmac lar
taraf ndan de ik s fland rma sistemleri ile ifade edilmi tir. ki a ama halinde gerçekle tirilen bu çal man n amac , analiz
dersi kapsam ndaki Taylor polinomlar  konusunda bir çal ma yapra  haz rlayarak, bir matematik ö retmeni yeti tirme
program nda ö renim görmekte olan ö rencilerin, bir ö retim deneyi içerisinde BCS destekli ve -desteksiz s f
ortamlar ndaki ö renci aktivitelerinde meydana gelen de iklikleri belirlemektir. Bir BCS yaz  olan Maple ile
bütünle tirilen çal ma yapra n haz rlanma sürecinde MATH s fland rma dikkate al nm r. Çal man n sonucunda BCS
destekli grupta yer alan ö rencilerin farkl  gösterimleri daha çok kulland klar , elde ettikleri sonuçlara daha ele tirel
bakt klar , yorumlama ve genelleme becerilerinin ön plana ç kt  gözlenmi tir.

Anahtar sözcükler: üniversite ö rencileri, bilgisayar cebiri sistemleri, MATH s fland rma, çal ma yapra ,
retim deneyi.

ABSTRACT: The ever-increasing presence of computers and other technologies that come along with them has
affected mathematics education, and it resulted in the development of software in this field. Computer Algebra Systems
(CAS) occupies a very important place among such softwares. A careful integration of CAS with the education environment
would contribute to any learning environment of any level. However, the most important point to focus during this
integration is to contribute to students’ development of expected mathematical skills. These skills have been expressed by
different researches under different classification systems. The aim of this study, which has been realized in two stages, is to
determine the changes in the activities of students, who have enrolled in a mathematics teacher training program, in a teacher
experiment design, in CAS-supported and without CAS-support class environments. To this end, a worksheet on Taylor
polynomials was prepared. In the preparation process of this worksheet, which was integrated with Maple, a CAS software,
MATH taxonomy was taken into consideration. As a result of the study it was observed that the participants in CAS-
supported environment frequently used different representations, had a critical point of view for gathered results and the
interpretation and generalization abilites came into prominence.

Keywords: university students, computer algebra systems, MATH taxonomy, worksheet, teaching experiment.

1. G

Birçok alanda oldu u gibi matematik e itiminde de meydana gelen geli melerin en önemli
nedenlerinden biri, bilgisayar ve beraberinde getirdi i teknolojilerin her geçen gün hayat zda daha
çok yer almas r. Özellikle matematik e itimi için tasarlanm  olan bilgisayar yaz mlar n ö renme
ortam na getirdi i pozitif etkiler, bu alanda çal an birçok ara rmac n kabul etti i bir gerçektir
(Kabaca, 2006; Aktümen, 2007; Bulut, 2009).

Bilgisayar Cebiri Sistemleri (BCS), bu yaz mlar aras nda önemli bir yer tutmaktad r. Say sal
ve sembolik i lemler yan nda, birkaç de kenli fonksiyonlar n çizimini de yapabilen BCS; Derive,
Mathematica, Mathplus, Maple gibi bilgisayar yaz mlar n ortak ad r. Ba lang çta matematiksel
hesaplamalar ve uygulamalar için geli tirilmi  olan BCS, zamanla matematik ö retimi sürecinin de bir
parças  haline gelmi tir. Ara rc malar, BCS’nin ö renme-ö retme sürecinde önemli bir araç
oldu unu ve uygun kullan n ö rencilerin kavramsal anlama ve problem çözme gibi matematiksel
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becerilerini artt raca  belirtmektedirler (Leinbach, Pountney ve Etchells, 2002). lkö retim ve lise
düzeyinde s kl kla motivasyon arac  olan BCS (Hennessy ve di ., 2005; Ruthven & Hennessy, 2002,
akt. Lavicza, 2008) üniversite düzeyinde daha çok kavramsal bilgi aktar nda kullan lmaktad r
(Lavicza, 2008).

Her ne kadar BCS kullan  ö retme ortam na, matematik e itimcileri için yeni olanaklar sunsa
da bu tür yaz mlar n kullan n ortaya ç karaca  güçlükler konusunda e itimciler dikkatli
olmal r (Klincsik,  Sárvári, Perjési-Hámori, 2008). BCS’nin e itim ortam  ile dikkatli ekilde
bütünle tirilmesi, ortaya ç kabilecek olas  güçlüklerin önüne geçilmesini sa layacakt r. Bu ba lamda
BCS; karma k i lemlere harcanan zaman  k saltacak, kavramsal anlama süreçleri için s fa daha çok
zaman n kalmas  sa layacakt r. Böylece ö retmenler kavramlar  yorumlamak için daha çok zaman
ay racak ve ö rencilerin bilgi gösterimleri aras ndaki a  giderek yo unla acakt r (Klincsik, Sárvári,
Perjési-Hámori, 2008).

Teknoloji kullan , üniversite e itimi içinde de geni  bir yere sahiptir. Lavicza (2007)
akademisyenlerin, okul ö retmenlerine göre daha az müfredat bask  alt nda olduklar , dolay yla

retimlerine teknoloji entegrasyonu konusunda, okul ö retmenlerine göre daha çok seçenekleri
olabilece ini belirtmektedir. Ancak bu entegrasyon s ras nda dikkat edilecek en önemli nokta,

rencilerden beklenen zihinsel becerilerin geli mesine yard mc  olmakt r. Bu beceriler, farkl
ara rmac lar taraf ndan de ik s fland rma sistemleri (Bloom, 1956; Biggs, 1995; Smith ve
di erleri, 1996; Porter 2002) ile ifade edilmi tir.

Bilindi i gibi ilk s fland rma sistemi Bloom taraf ndan 1956’da ortaya konmu tur. Bloom’un
(1956) s fland rmas  yap sal olarak iyi bir de erlendirme kayna  olmakla birlikte matematiksel
beceriler aç ndan baz  s rl klar  bulunmaktad r (Smith ve di erleri, 1996). Smith ve di erleri
(1996) taraf ndan ortaya konan MATH (Mathematical Asessment Task Hierarchy) s fland rma,
Bloom Taksonomisi’nin geli tirilmesi ile olu turulmu tur. Ö rencilerden beklenen matematiksel
becerileri de içeren MATH s fland rma bu özelli i ile Bloom Taksononomisi’nin s rl klar  da
ortadan kald rmaktad r. Tablo 1’de görüldü ü gibi MATH s fland rma becerileri, üç grup alt ndaki
sekiz basamak içinde de erlendirilmektedir.
Tablo 1. MATH s fland rma (Smith ve di erleri, 1996)

A Grubu B Grubu C Grubu
Gerçek bilgi Bilgi transferi Do rulama ve yorumlama
Kavrama Yeni durumlara uygulama Sonuç ç karma, varsay m ve kar la rma
Süreçlerin rutin kullan De erlendirme

A grubunda kullan lan beceriler; ö renilmi  bir bilgiyi hat rlama, basit bir tan n ko ullar n
sa lan p sa lanmad  anlama, formülde yerine koyma i lemini yapma, örnek ve örnek olmayan
durumlar  tan ma becerilerdir. B grubunda kullan lan beceriler; bilgiyi bir formdan ba ka bir forma
dönü türme, kavramsal bir tan n ko ullar n sa lan p sa lanmad na karar verme, bir formülün ya
da yöntemin farkl  durumlara uygulanabilirli ini fark etmedir. C grubu, matematiksel anlamda daha
üst düzey dü ünme becerilerini içermektedir. Burada ö renciye verilen ya da ö rencinin kendisi
taraf ndan ortaya konan bir sonucu do rulama, muhakeme sürecindeki hatalar  bulma becerileri yer
al r (Smith ve di erleri, 1996).

Bu çal man n amac , matematik ö retiminde BCS’nin kullan na yönelik, MATH
fland rman n dikkate al nd  bir çal ma yapra  haz rlamak ve bu çal ma yapra n uygulama

sürecinde, BCS destekli ve -desteksiz s f ortamlar ndaki ö renci aktivitelerinde meydana gelen
de iklikleri belirlemektir.

2. BCS VE MATEMAT KSEL BECER LER
Bu bölümde, MATH s fland rma dikkate al narak, türev kavram n bir uygulamas  olan

Taylor polinomlar n elde edili ine yönelik BCS’nin kullan ld  bir çal ma yapra  sunulmu tur.
Çal ma yapra nda her bir soru MATH s fland rmaya göre tek tek incelenerek her düzeyden soru
bulunmas na dikkat edilmi tir. Böylece bu s flamada yer alan tüm zihinsel ve matematiksel
becerilerin ö renciler taraf ndan kullan lmas na olanak sa lanm r.
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Tablo 2. Çal ma Yapra
Taylor Polinomlar

AMAÇ: Matematikte, karma k ifadeli fonksiyonlara, istenen hassasl  veren, çal lmas  daha kolay olan
fonksiyonlarla yakla mda bulunulur. Bu çal ma yapra n amac , bu tür fonksiyonlardan olan Taylor
polinomlar  elde etmektir.

(1) FONKS YON LE ONUN GRAF N B R NOKTASINDAK  TE ET  ARASINDAK

(a) y=f(x)=x2+5 fonksiyonu ile x=1 noktas ndaki yT=g(x)=2x+4 te et do rusunun grafiklerini ayn  düzlemde
çiziniz.
(b) A daki tabloyu doldurunuz. x de erleri 1 noktas na yakla kça |f(x)-g(x)| de erlerinin nas l de ti ini
hem tabloda hem de (a)’da çizdi iniz grafikte gözleyiniz.

(c) [0.5, 1.5], [0.8, 1.2] ve [0.99, 1.01] aral klar nda f(x) ile  g(x) fonksiyonlar n grafiklerini ayn  düzlemde
çiziniz. Grafiklerde meydana gelen de imi de erlendiriniz.
(d) [1.8, 2.1], [1.9, 2.01], [1.99, 2.001], aral klar nda f(x) ile g(x) fonksiyonlar n grafiklerini ayn  düzlemde
yeniden çiziniz. (c) kk nda çizdi iniz grafikler ile olan farkl  aç klay z.
(e) Bir e ri ile bir noktas ndaki te et do rusuna ili kin, (c) ve (d)’ de yap lan çal malara ba  olarak, nas l
bir yarg da bulunursunuz?

(2) FONKS YONUN B R NOKTADA DO RUSALLA TIRILMASI

a  Noktas nda türevlenebilen y=f(x) fonksiyonunun x=a noktas ndaki y f a f a x a  te et
do rusunun denklemini göz önüne alal m. Burada L(x)=f(a)+f '(a)(x-a) olarak tan mlanan L(x) fonksiyonuna,
f ’nin a  noktas nda (standart --) do rusalla lmas  denir ve f x L x  sembolü ile gösterilir.

(a) f x x 2  fonksiyonunun a=7 noktas nda L(x) do rusalla lmas  kullanarak a daki tabloyu
doldurunuz.

X 5 6 6.5 7 7.5 9 10
f(x)
L(x)
|f(x)-L(x)|

(b) f 8 10  de erini kolayca hesaplayamay z. 10  de erini önce Maple’de bulunuz. f(x)’e yakla k

de erler veren  L(x) do rusalla rmas  kullanarak bulaca z 10  de erini ilk buldu unuz sonuç ile
kar la z.
(c) 5  de erini Maple kullanarak bulunuz ve L(x) do rusalla rmas n verdi i de er ile kar la z.
(d) Yukar da yap lan kar la rmalar  f(x) ile L(x) fonksiyonlar n ayn  düzlemde çizilen grafikleriyle
ili kilendiriniz.
(e)  Sizce, hangi durumlarda, f(x) yerine L(x) yakla m fonksiyonu ile çal labilir? L(x) yerine, ba ka
do rusal fonksiyonlar ile çal ld nda durum ne olur?

HATA ANAL

L(x) fonksiyonu, a  noktas  yak nlar nda f(x)’e yakla k de erler verir. Üstteki tabloda, 7 noktas na yak n x
de erleri için f(x) L(x) yakla n, küçük say labilecek hata pay  ile do ru oldu unu gözlemi sinizdir.
Yap lan bir yakla mda hata,  “hata=gerçek de er-yakla k de er” olarak tan mlan r. f fonksiyonunun x=a
noktas ndaki do rusalla rmas   L(x) ise bu yakla mda  E(x) hatas  “E(x)=f(x)-L(x) = f(x)-f '(a)(x-a)”
biçiminde tan mlan r.
 (f) Her t [a, x] için f (t) de erleri var olsun. Buna göre, E(t)=f(t)-f(a)-f '(a)(t-a) ile (t-a)2 fonksiyonlar na

Genelle tirilmi  Ortalama Teoremini uygulayarak, E(x) hatas n 2f c
E x x a

2
,   c (a, x), biçiminde

oldu unu gösteriniz.

x 0 0.5 0.7 0.9 0.999 1 1.001 1.01 1.1 1.3 1.5 2
f(x)
g(x)

|f(x)-g(x)|
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Tablo 2’nin devam

 (3) f(x) FONKS YONUNA YAKLA IK DE ERLER VEREN POL NOMLAR

a  noktas nda türevlenebilen y=f(x) fonksiyonunun x=a noktas ndaki do rusalla rmas  için L(x)=P1(x)
tan mlamas  yapal m. Dikkat edilirse, 1P a f a  ve 1P a f a ’d r.

  (a) a 0  noktas nda 2. mertebeden türevlenebilen xf (x) e  fonksiyonu ile ikinci dereceden
2

2 1

f a
P x P x x a

2
polinomunu göz önüne alal m. Buna göre P2(a)  ile  f(a),  P'2 ile  f  '(a)  ve  P''2(a) ile

f''(a) aras ndaki ili kiyi belirleyiniz.
   (b) f(1) = e 2.718 oldu unu dikkate alarak, bu say  P1(1) ve P2(1) de erleri ile kar la z.
  (c) ex fonksiyonu a=0 noktas nda 3. mertebeden türevlenebilirdir. imdi, 3. dereceden

3
3 2

f a
P x P x x a

6
 polinom fonksiyonu ile f(x) aras ndaki ili kiyi (a) kk nda oldu u gibi yeniden

belirleyiniz.
  (d) P1(1) ve P2(1)  ve P3(1)   de erlerini f(1) ile kar la z.
  (e) f(x)= ex ile i=1, 2, 3 olmak üzere, Pi(1)  polinom fonksiyonlar n grafiklerini, Maple yard yla, [-1, 1]

aral nda  ayn  düzlemde  çiziniz.  Buna  göre,  i=1,  2,  3   için  Pi(x)   polinom fonksiyonlar ndan hangisi 0
noktas  kom ulu unda f(x)’e daha iyi bir yakla md r?

  (f) Sizde, i=1, 2, 3 olmak üzere, Pi(x) polinom fonksiyonlar  d nda, f(x)’e daha iyi bir yakla m veren bir
fonksiyon bulunuz ve bunu do rulay z?

  (4)  TAYLOR POL NOMLARI

  (x-a) teriminin kuvvetlerine göre dizilmi  olan
n

2 n k
n 0 1 2 n k

k 0

P (x) c c x a c x a ... c x a c x a

  polinomunu göz önüne alal m.  imdi, c0, c1,…, cn katsay lar n Pn(x) polinomunun türevleri türünden nas l
  ifade edildi ini görelim.
  (a) i=1, 2, 3,…, n için Pn

(i)(x) türev fonksiyonlar  bulunuz. Maple’de yaz lan a daki döngü, n=4 olmak
üzere, i=1, 2, 3, 4  için isteneni verir.

              > P_n:=sum(c[k]*(x-a)^k,k=0..4);
              > for i from 1 to do Diff("P_n",x$i)=(diff(P_n,x$i)); end do;
  (b) k  için

k
n

k

P a
c

k!
 oldu unu dikkate alarak, Pn(x)  polinomunu yeniden yaz z.

  (c) (3). Bölümde geçen polinom fonksiyonlar n, i=1, 2, 3  olmak üzere,
ki

k
i

k 0

f (a)P x x a
k!

 biçiminde

oldu una dikkat ediniz. Sizde, ex fonksiyonu  için,  i=4,  5,  6  olmak  üzere  Pi(x) polinomlar  bulduran bir
Maple döngüsü yazarak, elde edilen fonksiyonlar n grafiklerini Maple’de çiziniz.

  (d) Sizce, bir f(x) fonksiyonu,  (c) al rmas nda oldu u gibi, seçilen bir a  say  için x-a terimlerinin
kuvvetlerine göre dizilen bir polinom fonksiyonu olarak ifade edilebilir mi? Bunun için gerekli art(lar)  ne
olmal r?

  Tan m: Bir a  noktas n kom ulu unda (n+1). dereceden türevi sürekli olan f(x) fonksiyonu verilmi
olsun. (x-a)’n n kuvvetlerine göre dizilmi  olan

  polinomuna f(x)’in x=a noktas nda n. dereceden Taylor polinomu ad  verilir.  Tan ma göre, f(x) fonksiyonu
n .dereceden polinom ise f(x)=Pn(x) oldu u aç kt r. Genel durumda, f(x)-Pn(x) 0 olup bu fark, En(x) ile
gösterilen hatay  verir.

  (e) ex fonksiyonu için, i=1, 2,…, 5, 6 olmak üzere, (c) al rmas nda buldu unuz  Pi(x) Taylor polinomlar na
göre,  En(x) hata fonksiyonlar n grafiklerini Maple’de çiziniz. S r noktas  yak nlar nda, grafiklerin
davran  de erlendiriniz?

  (f) En(x)  hatas , (2-f) de oldu u gibi, yeniden formüle ediniz ve bunu ispatlay z.
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2.1. Çal ma Yapra nda MATH S fland rmaya Göre Kullan lan Beceriler

Taylor polinomlar n elde edili ine yönelik haz rlanan çal ma yapra nda, MATH
fland rmaya göre ö renciler taraf ndan kullan lan zihinsel aktiviteler ve beceriler ile BCS

aktiviteleri a da verilmi tir. Çal ma yapra  A grubu beceriler ile ba lam  ve daha üst grup
becerilere do ru geli im göstermi tir.  BCS’nin ise say sal, sembolik ve grafik çizebilme özellikleri
kullan lm r.

Tablo 3. A Grubu Beceriler
Soru No Zihinsel aktivite ve beceriler BCS aktivitesi
1a II. dereceden bir fonksiyonun grafi ini çizme, Te et bilgisi Grafik çizme
2a, 3a, 3b,
3d

Verilen bir formülde yerine koyma i lemini yapma ve/veya
sonuçlar - belli bir kritere göre- kar la rma

Bir fonksiyonun de erini
hesaplama, cebirsel i lem

4a Türev alma kurallar  bilgisi Türev bulma, döngü içindeki
de kenleri yerine yazma

4b Polinom katsay lar n yeni ifadesine göre polinomu
yeniden yazma

Yerine koyma

Tablo 4. B Grubu Beceriler
Soru No Zihinsel aktivite ve beceriler BCS aktivitesi
1b, 2d Cebirsel i lem sonuçlar  grafik üzerinde yorumlama Bir fonksiyonun de erini hesaplama,

grafik çizme
1c Te etin de me noktas  yak nlar nda e ri ile te etinin

grafikleri aras ndaki ili kiyi anlama
Grafik çizme

1d Te etin de me noktas  içermeyen aral klarda e ri ile
te etinin grafikleri aras ndaki ili kiyi anlama

Grafik çizme

1e Özel durumlar , daha genel durumlar  aç klamak için
kullanma

--

2b, 2c, 3c Yerine koyma sürecini anlama Bir fonksiyonun de erini hesaplama,
cebirsel i lem

2f Uygun algoritmik süreçleri kullanarak verilenlerden
sonuç ç karma

--

3e, 4e Cebirsel bilgiyi, grafiksel bilgiye çevirme ve grafiksel
bilgiyi yorumlama

Sembolik cebirsel i lem yapma,
grafik çizme

Tablo 5. C Grubu Beceriler
Soru No Zihinsel aktivite ve beceriler BCS aktivitesi
2e, 3f Önceki sonuçlardan yeni sonuçlar ç karma ve bu

sonucu do rulama
Cebirsel sonuçlar  grafik çizme
yoluyla belirleme

4c Verilen bir sonucu do rulama ve bir fonksiyona
do rusalla rmas  d nda daha iyi yakla mlar
oldu unu gözleme

Cebirsel i lem, döngü yazma, grafik
çizme

4d Elde edilen sonuçlar  kullanarak yeni sonuçlar elde
etme ve bu sonuçlar için gerekli artlar  fark etme

--

4f Elde edilen sonuçlar  matematiksel olarak modelleme
ve ispat etme

--

3. YÖNTEM

Çal ma yapra , ara rmac lar taraf ndan MATH s fland rman n tüm basamaklar  dikkate
al narak haz rland ktan sonra, BCS destekli (1. Grup) ve BCS desteksiz (2. Grup) ortamlarda,  ö renci
aktivitelerinde meydana gelen de imleri gözlemek amac yla Taylor polinomlar n anlat ld  bir

retim deneyi düzenlenmi tir. Ö retim deneyi, ara rmac n aktivitelerini organize etti i, temel
olarak ke fedici özellik gösteren kavramsal bir araçt r ve ö rencilerin matematiksel bilgilerini çe itli
yollarla ve araçlarla etkileme amac ndad r (Steffe&Thomson, 2000). Dolay yla ö retim deneyi,
öncelikle ö rencilerin matematiksel aktivitelerini anlamak ve ke fetmek için ortaya konulmu  canl  bir
yöntemdir.
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Bu çal madaki ö retim deneyi, kat mc lar n ö retim programlar  d nda gerçekle tirilmi tir.
retim bölümleri, çal man n ara rmac lar  (ara rmac -ö retmen) taraf ndan yürütülmü tür. Her

bir ö retim bölümünde bulunan gözlemci notlar tutarak, sonraki ö retim bölümlerinde de mesi
gereken durumlar için veri sa lam r. Çal ma, 1. Grupta toplamda dört saatte ve üç haftada
tamamlan rken 2. Grupta yakla k olarak iki buçuk saatte ve iki haftada tamamlanm r.

BCS destekli 1. Grupta çal ma yapra , ö retim bölümleri öncesinde ö rencilere da lm r.
Kat mc lar ara rmac  ö retmenin yönlendirmeleriyle ayn  soru üzerinde çal lar, anlamad klar
ve tak ld klar  durumlarda ö retmen deste ini alm lard r. Her bir sorunun çözümü tüm kat mc lar
taraf ndan tamamland ktan sonra sonuçlar tart maya aç lm r. Ö rencilerin farkl  çözümlere yönelik
olu turduklar  hipotezleri denemelerine izin verilmi tir. Ö retim bölümlerinden sonra ö rencilerin
tuttu u notlar toplanm  ve ara rmac lar taraf ndan incelenmi tir.

 Çal ma yapra , ço unlukla BCS kullanmay  gerektiren aktiviteler içerdi i için 2. Grupta
do rudan kullan lmam r. Bunun yerine, çal ma yapra nda yer alan aktivitelerden uygun olanlar
kullan lm  ve uygun olmayanlar için paralel aktiviteler düzenlenmi tir. 2. Grupta konunun anlat m

ras  ve MATH s fland rma kullan larak haz rlanan baz  aktiviteler öyledir.
Bir fonksiyonun bir noktadaki te eti ile olan ili kisi ve do rusalla rma kavram ,
x  fonksiyonunun x=25 noktas ndaki do rusalla lmas  ve 26 ’n n yakla k bir de erinin

bulunmas ,
Do rusalla rma yoluyla e riye yap lan yakla mda ortaya ç kan hata kavram ,

26 ’n n bir yakla k de eri bulunurken yap lan hata için bir üst s r belirleme,
Bir fonksiyona do rusalla rma d nda yap lan yakla mlar; Taylor polinomlar ,
f(x)=ex fonksiyonunun a=0 noktas n bir kom ulu unda i=1, 2, 3 için Pi(x) Taylor

polinomlar n elde edilmesi ve f(1)=e say  ile P1(1), P2(1),  P3(1),   de erlerinin kar la lmas ,
f(x) fonksiyonuna n.dereceden Pn(x) Taylor polinomu ile yap lan yakla mda yap lan En(x)

hatas n elde edili i,
ex fonksiyonuna a=0 noktas nda i=1, 2, 3 için Pi(x) Taylor polinomlar  ile yap lan yakla mlara

ili kin Ei(x), hata fonksiyonlar n grafiklerinin ayn  düzlemde gösterimi.
Bu grupta da ö retmen taraf ndan yönlendirilen sorular  çözmeleri için kat mc lara süre

tan nm r. Kat mc lar n verdi i ortak cevaplardan biri tahtada incelenmi , farkl  cevaplar ise
tart maya aç lm r. Bunun yan  s ra kat mc lar, elde edilen sonuçlara ili kin genelleme yapmalar
ve yorumda bulunmalar  için ö retmenleri taraf ndan te vik edilmi lerdir.

Çal ma yapra  ve 2. Gruptaki aktiviteler incelendi inde ö rencilerin, Taylor polinomlar
konusuna sezgisel olarak yakla malar  hedeflenmi tir. Her iki grupta, gerekli oldu u durumlarda

renciler grup çal mas na yönlendirilmi tir.

3.1. Kat mc lar
Çal mada amaçl  örneklem kullan lm r. Çal man n kat mc lar , Ankara’daki bir

üniversitenin matematik e itimi program nda ö renim görmekte olan 14 (5 erkek, 9 k z) üçüncü s f
rencisinden olu maktad r. Kat mc lar n s f düzeyi belirlenirken, ö retim programlar nda yer alan

ve Maple yaz n anlat ld  Bilgisayar Programlama I-II dersini alm  ve çal ma ka ndaki
matematiksel bilgiyi kullanabilecekleri matematik derslerini ba ar  ile tamamlam  olmalar  göz
önünde bulundurulmu tur.

3.2. Verilerin Analizi
retim bölümleri s ras nda kaydedilen görüntüler, ö renciler taraf ndan tutulan ders notlar ,

rencilerin Maple çal ma sayfalar  ile gözlemci notlar , Cobb ve Whitenack (1996) taraf ndan
önerilen yöntem kullan larak geriye dönük olarak analiz edilmi tir. Birinci a amada her bir ö retim
bölümü, s rayla izlenmi , ses kay tlar  yaz  metne çevrilmi  ve analiz edilmi tir. Daha sonra elde
edilen veriler toplu olarak tekrar gözden geçirilmi tir. Verilerin analizi s ras nda ö rencilerin BCS
destekli ve desteksiz ortamdaki aktiviteleri aras nda görülen farklara yo unla lm r. Çal ma
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gruplar nda ortak olarak veya yaln zca bir grupta ortaya ç kan aktivitelerin (sorular  görselle tirme,
grafik çizme, farkl  gösterimler kullanma, elde edilen sonucun do rulu unu kontrol etme, hipotezler
olu turma, denemeler yapma) kullan m ekli, ö renci-ö renci etkile imi, ö renci-ö retmen etkile imi,

renci motivasyonu ba klar  alt nda temalar olu turulmu tur.

4. BULGULAR
BCS destekli s flarda ö renciler, bu yaz n en çok grafik çizme özelli ini kullanm lard r.

Örne in, ka t ve kalem kullanarak çizdikleri grafiklerin do rulu unu denetlemek için bilgisayar
ortam nda yeniden olu turmu lard r ( ekil 1).

ekil 1: 1a sorusuna ili kin ö renci grafik çizimleri
Di er yandan 1b, 2a problemlerinde oldu u gibi Maple’yi hesap makinesi olarak kullanman n

ötesine geçerek, yazd klar  döngülerle (Döngü 1), say sal i lemleri yaparken zaman kazand klar
görülmü tür.

Döngü 1: 1b sorusuna ili kin ö renci taraf ndan olu turulan döngü

Grup 1’de ö renciler Taylor polinomunda geçen terimlerin katsay lar n elde edilmesi
sürecinde, çe itli hipotezler ortaya atm lar ve bunlar  BCS deste i ile do rulamaya çal lard r
(Transkript 1).

Transkript 1:
Z: Paydas nda faktöriyel olmal . Çünkü türevini ald zda geri dönebiliyoruz.
G: Amac z yakla m. En fazla yakla abilece imiz durumda oras  birbirini götürmeli.
Dolay yla faktöriyel olmal .
H: Neden faktöriyel oldu unu ben anlamad m. Neden geri geri [integralden-türeve geçi ] türevini
vermesi gerekiyor?
S: Mesela x4/24 [4!] yerine [paydada] bir 18 bir de 30 ald m. Bu iki de er de grafi in ya biraz üstü
ya da biraz alt  ç yor. x4/24 kadar yakla yor.
H: Hocam x4/24 yerine x4/23 olsayd  bir sonrakinden daha m  büyük bir de er alacakt .  Tamam,
türevleri al nd nda sadele mesi gerekiyormu  da neden gerekiyormu ?
(Di er ö renciler nedenini aç klamaya çal yor).

retmen: Peki o zaman hangisi daha iyi bir yakla m veriyorsa onu alabiliriz.
H: Ama yinede 23 ile 24 aras nda çok büyük bir fark yoktur. Hatta ikisi aras nda bir say  bile
olabilir.

3e sorusunda, ex fonksiyonuna x=0 noktas n bir kom ulu unda P1, ,P2,  P3 polinom tipindeki
fonksiyonlardan en iyi yakla n P3 oldu una karar veren Grup 1 ö rencilerinden baz lar , P3
polinomunun katsay lar  de tirerek çizdikleri grafiklerle ex fonksiyonuna üçüncü dereceden
polinom fonksiyonlar  içinde en iyi yakla n P3 oldu u yarg nda bulunmu lard r.

Grup 2’de de hipotezler ortaya at lmas na ra men, ö rencilerin bu hipotezlerini Grup 1’de
oldu u gibi kolayca deneme f rsat  olmam r. Ayn  zamanda tüm grup taraf ndan kabul edilen bir
sonuca,  transkript 1’de görüldü ü gibi srarc  bir itirazda bulunan da olmam r (Transkript 2).  Bu
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grupta ö renciler, sadece P1 ve P2 fonksiyonlar n grafiklerini çizmi  P2’ye alternatif olabilecek hiçbir
denemede bulunmam lard r.

Transkript 2:
retmen: ex ile yakla m polinomlar n grafiklerini ayn  düzlemde çizelim. Sizce ex

fonksiyonuna 0 noktas nda, ikinci dereceden polinomlar içinde, en iyi yakla m P2(x) midir?
[Bir ö renci tahtada grafikleri çizmeye çal yor fakat zorlan yor. Ö retmen yard m ediyor.]

retmen: Çizilen grafiklerden, en iyi yakla n P2(x) oldu u görülüyor de il mi? Sizce, ikinci
dereceden polinomlar içinde, en iyi yakla m P2(x)  midir?
[Ö renciler herhangi bir denemede veya yorumda bulunmuyorlar, sessizlik…]
A: P2(x)’in elde edili ine bak ld nda bence öyledir. imdi ba ka ikinci dereceden fonksiyonlar n
grafiklerini çizmek için bir sürü i lem gerekir.

retmen: Nas l emin olabiliyorsun? [Sessizlik…] Peki, tamam, en iyisi 2P  polinomudur. Daha
yüksek dereceden polinomlar n grafikleri çizildi inde görülecektir ki, giderek ex’e yakla maktad r.

Grup 1’de ö renciler çe itli problemlerin çözümlerinde Maple komutlar  kullanarak farkl
durumlar  gözleme etkinliklerinde bulunmu lard r. Bu süreçte ö retmenden ba ms z olarak yapt klar
denemeleri s f ortam nda payla lard r. Örne in, C grubu sorular içerisinde yer alan 3f’de,

rencilerden baz lar , ex fonksiyonuna x=0 noktas ndaki P1, ,P2, P3 d nda daha iyi yakla mlar veren
polinom tipinde fonksiyonlar bulabilmek için P3 polinom fonksiyonuna x4’lü terimi ekleyerek grafik
üzerindeki de imleri gözlemi lerdir.

ekil 2: 3f sorusuna ili kin ö renci taraf ndan olu turulan grafikler

Grup 2’de ö rencilerin bu soruya ili kin yapt klar  uzun cebirsel i lemler ve buna ba  olarak f(1)=e
say n yakla k de erini bulmak için kulland klar  polinom fonksiyonlar nda yerine koyma süreci
say sal i lemlerin çoklu u nedeniyle hem zaman alm r hem de ö renci motivasyonunu dü ürdü ü
gözlenmi tir.

ekil 3: Grup 2, ö renci aktivitesi

renciler, grup çal mas  yoluyla, 4a’da verilen döngüyü düzenleyerek, 4d sorusunda geçen ex

fonksiyonunun n. basamaktan Taylor polinomlar  veren bir Maple komutu yazarak (Döngü 2),
problemin çözümünü genelle tirmi lerdir.

Döngü 2: 4c sorusu için ö renci taraf ndan olu turulan Maple komutu
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4e sorusunda oldu u gibi, Taylor polinomlar n derecesi artt kça hata fonksiyonlar na ili kin
kar la lan cebirsel denklemlerin çözülememesi grafiklerin çizimini zorla r. Grup 2’de ö renciler
yaln zca E1(x)= ex –x+1 fonksiyonunun grafi ini çizmeye çal lard r ve di er hata fonksiyonlar n
grafiklerinin nas l olabilece i konusunda, say sal hesaplamalara ba , sezgisel varsay mlarda
bulunmu lard r. Grup 1’ de ise, ö renciler yazd klar  döngü yard yla hata fonksiyonlar n
grafi inin nas l de ti ini kolayca elde etmi lerdir ( ekil 4).

ekil 4: 4e sorusuna ili kin ö renci taraf ndan olu turulan döngü

5. TARTI MA VE ÖNER LER
BCS, matematik ö retiminde ö rencilerin ö renme sürecine aktif olarak kat lmalar nda önemli

bir araç olmas na ra men bu tür yaz mlar n, matematik e itimi ile bütünle tirilmesinde do ru
yöntemin ne oldu u, halen yan t bekleyen bir sorudur. Bu çal man n amac  sözü geçen
‘bütünle tirme’ konusunda bir yakla mda bulunmakt r. Çal man n ilk a amas nda, Taylor
polinomlar  konusunda, bu bütünle tirmeye örnek olabilecek BCS destekli bir çal ma yapra
haz rlanm r. kinci a amada ise bu çal ma yapra n BCS destekli s fta ve paralel aktivitelerin
BCS desteksiz s fta uygulanmas  s ras nda, ö renci aktivitelerinde ortaya ç kan farklar gözlenmi tir.

Yukar da belirtildi i gibi BCS destekli s fta, çal ma yapra  kullan larak Taylor
polinomlar n anlat lmas  daha uzun sürmü tür. Bu durumun en büyük nedenlerinden biri

rencilerin bilgisayar komutlar nda ya ad klar  baz  zorluklard r (komutlar n kurallara uygun yaz
vb). Her ö rencinin bilgisayarda çal ma h n ayn  olmad  dü ünüldü ünde asl nda bu beklenen
bir durumdur. Ayr ca teknoloji kullanman n yaratt  çe itli s nt lar (bilgisayar n kilitlenmesi vb) bu
nedenler aras na eklenebilir.

BCS destekli s fta çal man n daha uzun sürmesinin bir di er nedeni de ö rencilerin çal ma
yapra ndan ba ms z denemeler yapma f rsat  bulabilmeleridir. Ara rma s ras nda, ö rencilerin
çal ma yapra ndaki aktivitelerden yola ç karak çe itli hipotezler ortaya att klar  gözlenmi tir. Bu
hipotezler, kimi zaman s fta tart maya aç lm  ve ö rencilerin hipotezlerini do rulayacak ya da
çürütecek denemeler yapmalar na izin verilmi tir. Hatta baz  durumlarda çal ma grubunun ço unlu u
ve ö retmen taraf ndan kabul edilen bir sonuç, kat mc lar n baz lar  için yeterli olmam  ve kendi
denemelerini yapmak istemi lerdir. Örne in bu grupta yer alan ö rencilerden biri, Taylor polinomunu
olu turan kesrin paydas n faktöriyel olmayabilece ini iddia etmi tir ve bunu say sal örneklerle
do rulamaya çal r. Ancak yapt  denemeler sonucunda hipotezinin do ru olmad  anlam r.
Bu durumun, iki çal ma grubunu (BCS destekli ve –desteksiz) birbirinden ay ran en temel fark
oldu u söylenebilir. BCS desteksiz s fta, çal ma yapra na benzer aktiviteler kullan lm  ve
sonuçlar tart maya aç lm  olmas na ra men ö renciler, ço unlukla ö retmenin söylediklerini kabul
etme e ilimi göstermekte ve ula lan sonuçlara ili kin herhangi bir itirazda bulunmamaktad r. 2.
Grupta BCS’nin olmamas  ö rencilerin dersten kopmadan, ö retmenin yönergeleri d nda,
dü ündüklerini h zl  bir ekilde gerçekle tirme olana  ortadan kald rm r. Bu anlamda BCS’nin

rencilerin özgür dü ünebilme ve olaylara ele tirel bakabilme becerilerini geli tirdi i söylenebilir.
Matematik gibi ele tirel dü ünmenin önemli oldu u bir bilim dal nda, ö rencilere bu tür beceriler
kazand racak ortamlar sunan BCS gibi yaz mlar n uygun kullan  önemli bir konu olarak ortaya

kmaktad r.
rencilerin BCS destekli ortamda çal yor olmalar  daha çok grafik kullanmalar na, bu

grafiklerdeki görüntüleri, gözlemek istedikleri duruma göre manipüle etmelerine ve farkl  gösterimler
aras nda hareket etmelerine (cebirsel, say sal ve grafiksel) olanak sa lam r. BCS desteksiz s fta ise
bu tür gösterimler kullanmak ya çok basit düzeydeki fonksiyon ve grafikleriyle s rl  kalmakta ya da



. DOST-Y.SA LAM-A.A.U UR / H. Ü. E itim Fakültesi Dergisi (H. U. Journal of Education), 40 (2011), 140-151 149

bu grafikler hiç kullan lmadan ö rencilerin sezgisel olarak sonucu fark etmeleri beklenmektedir.
Çünkü yüksek dereceli polinom fonksiyonlar n köklerinin bulunup grafiklerinin çizimi, sadece ka t
kalem kullanan ö renciler için oldukça zor (baz  durumlarda imkans z) olmakta ve bu tür çal malar
için s fta yeterince zaman ayr lamamaktad r.

BCS, her ne kadar ba ms z denemeler ve ö rencilerin bilgisayardaki çal ma h
farkl klar ndan s f ortam ndaki çal ma süresini artt rsa da ö rencilerin, uzun matematiksel i lemler
yaparken kaybettikleri zaman  k saltarak genelleme ve yorum yapma gibi üst düzey dü ünme
becerilerinin geli mesine katk da bulunmaktad r. Son y llarda ö rencilerin matematik dersleri içindeki
kavramsal anlama becerilerinin sadece matematiksel i lem yapma olarak alg lanmas n yanl ,
alan uzmanlar  taraf ndan s k s k ortaya konmaktad r. lkokuldan üniversiteye hemen hemen her

retim basama nda, ö retmenlerin ö rencilerine, (ço u zaman fark nda olmayarak) yaln zca bilgi,
kavrama ya da en fazla süreçlerin rutin kullan  basama na yönelik sorular yöneltmeleri ve sonuç
olarak ö renmelerini bu tür sorularla s namalar , ö rencilerin daha üst düzey dü ünme becerileri
kazanmalar  engellemektedir. Oysa çal ma yapra n haz rlanma sürecinde dikkate al nan MATH

fland rma, ö rencilerden beklenen üst düzey dü ünme becerilerinin geli tirilmesi için önemli bir
referans kayna  olmu tur. Çal ma yapra n her bir bölümünde, a amal  olarak MATH

fland rmadaki tüm düzeylerden sorulara yer verilmesi ve sorular n BCS ile bütünle tirilmesi sonuç
karma, hipotezler ortaya at p bunlar n do rulu unu s nama, genelleme ve yorum yapma gibi üst

düzey dü ünme becerilerinin belirteçlerinin ortaya ç kmas  sa lam r.
BCS gibi yaz mlar n sa lad  zengin matematiksel deneyimler ve problem çözümlerinde yeni

yakla mlar kullanmay  destekleyen ortamlar, üniversite ö rencilerine hem lisans e itimlerinde hem de
lisans sonras  meslek hayatlar nda kullanabilecekleri önemli beceriler kazand rmaktad r. Sadece
üniversite de il, her düzeydeki ö retim etkinlikleri için bu tür yaz mlar n sa lad  olanaklar

rencilerin kullan na sunulmal r. Ancak istenilen hedeflere ula labilmesi için bu süreç, dikkatli
bir ekilde planlanmal  ve uygulanmal ; teknolojinin bu anlamda bir amaç de il araç oldu u
unutulmamal r.
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Extended Abstract
Computer Algebra Systems (CAS), which was initially developed for mathematical calculations

and applications,is the common name of computer software such as Derive, Mathematica, Mathplus,
and Maple. Such software is highly important in mathematics and mathematics education. A careful
integration of CAS with the education environment would enhance the contribution of such software
in the learning processes of students. One of the most important points in this process is the necessity
of developing students’ mathematical skills.

In the related literature, the intellectual skills of students are dealt with under various
classification systems. The construction of these classification systems are usually based on Bloom
Taxonomy. One of these is the MATH Taxonomy which was developed by Smith et al in 1996.
Different from the previous ones, MATH Taxonomy includes mathematical skills expected from
students as well. Structurally, MATH Taxonomy consists of 3 groups of skills, and 8 sub-levels that
are placed under these groups.

The aim of this study, which has been realized in two stages, is to determine the changes in the
learning environment and the activities of students, who are attending a teacher training program, in
CAS-supported and without CAS-support class environments. To this end, the worksheet was
integrated with Maple, which is a CAS software, and each question used here was examined according
to MATH Taxonomy, and a special attention was paid to having questions about each 3 of the skills.

After the worksheet was developed, in order to observe the changes in the student activities in
CAS- supported (Group 1) and without-CAS support (Group 2) environments, a teaching experiment,
in which Taylor polynomials were taught, was prepared. Because the worksheet predominantly
includes activities  that  require  the use of  CAS, it  was not  used directly in  Group 2;  instead,  suitable
ones in the worksheet were used, and parallel activities were prepared in lieu of the unsuitable ones.
During the applications, students were encouraged for group study, and the answers of the students
were opened to discussion. In Group 1, where CAS was used, the study was completed in four hours
over a three-week time. And, in Group 2, it was completed approximately in two and a half hours over
a three-week time. Both of the studies with groups were video and audio recorded, and in each
application, there was an observer, and the recordings were the basis for the obtained data. Each study
group consists of 7 students who have been enrolled in mathematics teacher training program at a
university in Ankara, thus, a total of 14 students were in the study. Moreover, the participants have the
necessary command and mathematical knowledge that is within the scope of the study. The class notes
composed by the students during the study, the Maple worksheets of students, the notes of the
observer and the recorded data were all analyzed retrospectively by using the method proposed by
Cobb and Whitenack (1996). According to this, in the first stage, each teaching part was observed and
analyzed. Then, the obtained data was collectively revised once more. During the analyses, the
differences observed in the activities of students in CAS-supported and without CAS support
environments were focused upon.

In the CAS-supported class, the teaching of Taylor polynomials by using the worksheet took
longer. One of the main reason for this is the difficulties students faced in some of the computer
commands. As not every student has the same pace when using the computer, this is, in fact, an
anticipated situation. Another reason for the lengthiness of the study in the CAS-supported class is that
students had the chance to make experiments independent of the worksheet. In this respect, it can be
said that CAS develops students’ ability to think independently and to be critical. In a field like
mathematics in which critical thinking is crucial, the importance of appropriate use of software such as
CAS is evident since they provide the environment with the acquisition of such skills.

The fact that students work in a CAS-supported environment enabled them to have more use of
graphics and to manipulate the images in these graphics as well as to move between different
illustrations (algebraic, numerical, and graphical). This result is consistent with the findings of
Schneider (2000) and Weigand, Weller (2001), which contends that students who work with CAS
frequently switches between various illustration types. On the other hand, in classes without CAS
support, use of such illustrations is either limited to very basic functions or their graphics (function
graphics of the first, second, and maybe of third degree), or the students are expected to realize the
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result intuitively because, finding the square roots of high level functions and drawing their graphics is
rather difficult, if not impossible, for students who use pen and paper, and the teachers cannot spare
enough time for such activities in class.

Although CAS increases the study time in class environment due to the differences in the paces
of students with a computer, because it shortens the time students spend on long mathematical
operations, it helps the development of advanced thinking abilities such as generalization and
interpretation. At this stage, MATH Taxonomy which was taken into consideration when preparing
the worksheet was a very important reference point for the development of advanced thinking abilities
expected of students.

The rich mathematical experience which software such as CAS provides and the environments
which support the use of new approaches in problem solving, bestow university students with very
important skills which they can use both in their undergraduate studies and after graduation, in their
professional lives. The opportunities provided by such software should be made available not only for
universities but also for any type of educative activity in all levels. However, in order to achieve the
intended objectives, this process should be planned and applied carefully; and one should not forget
that technology, in this respect, is just a means not an end.


