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Anahtar Kelimeler Ozet: Bu calismada, Eg yar1-Oklid uzayinin indeksi 2 olan biharmonik hiperyiizeyleri,
Biharmonik hiperyiizeyler, VH gradyenti 1g1ksal olan H ortalama egriliine sahip olmalari, yani (VH,VH) =0 ve
Yar1-Oklid uzay, VH # 0 kosullarmin saglanmasi varsayimi altinda incelenmistir. Tlk iki boliimde problem
Yari-Riemannsal tanitilmig ve calismanin diger boliimiinde kullanilacak bazi temel tanim ve formiiller
altmanifoldlar,

hatirlatilmigtir. Ayrica, 2 indeksli bir hiperyiizeyin sekil operatorlerinin tim miimkiin
kanonik formlar1 elde edilmistir. Calismanin ii¢tincii bolimiinde, bu durumlarin her biri
icin hiperyiizeylerin baz1 geometrik 6zellikleri arastirilmuistir. Ozellikle, VH gradyenti
1s1ksal olan biharmonik hiperyiizeyin gekil operatoriiniin 2 olast kanonik formu oldugu
elde edilmistir. Hemen ardindan, Eg yar1-Oklid uzayinda indeksli 2 ve ortalama egriliginin
gradyenti 1g1ksal olan bir biharmonik hiperyiizeyin olmadig1 ispatlanmistir. Son boliimde
ise, caligmadan elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve tartigma boliimii verilmistir.

Sekil operatorii

Biharmonic Hypersurfaces in the Pseudo-Euclidean Space Eg

Keywords Abstract: In this work, biharmonic hypersurfaces of index 2 in pseudo-Euclidean space
Biharmonic hypersurfaces, E3 are studied under the assumption of having mean curvature H whose gradient VH
Pseudo-Euclidean space, is light-like, i.e. (VH,VH) =0 and VH # 0. In the first two sections, the problem is
Semi-Riemannian introduced and some basic definitions and formulas that we will use in other part of
submanifolds,

the paper are recalled. Moreover, all possible canonical forms of the shape operator of
a hypersurface of index 2 are obtained. In the third section of this work, for each of
these cases, some of geometrical properties of hypersurfaces is investigated. In particular,
there are 2 possible canonical forms of the shape operator for a biharmonic hypersurface
such that whose gradient VH is light-like are obtained. After that, the non-existance of
biharmonic hypersurface of index 2 in pseudo-Euclidean space Eg with the light-like VH
is proved. In the last section, the results from this work is summarized and the discussion
part is given.

Shape operator

1. Giris icin gerek ve yeter kogul Ax = 0 olmasi, yani, M altmani-
foldunun koordinat fonksiyonlarinin harmonik olmasidir.

E5' ile metrik tensori M altmanifoldunun harmonik ortalama egrilik vektoriine

s m , sahip ise,
g=(,)=-Ydl+ Y dx; AH=0 (2
i=1 Jj=s+1

.. gl 1) denkleminden bu denklemi
seklinde olan m- boyutlu, s— indeksli yar1-Oklid uzay1 saglanir ve (1) denkleminden bu denklemin

gosterilsin. Ozel olarak s = 0 alinirsa Eff = E™ bir Oklid Ay — 0. 3)
uzayi olur.

M, E™ yar1-Oklid uzayimin n-boyutlu yonlendirilmis bir
altmanifoldu olsun ve M altmanifoldunun yer vektorii, or-
talama egrilik vektorii ve Laplace operatori, sirasiyla, x,

denklemine denk oldugu goriiliir. Ayrica, x yer vektorii (3)
denklemini saglayan altmanifoldlara biharmonik altmani-
fold denilir, [1]. Biharmonik altmanifoldlarin 6zellikleri

H ve Aile gosterilsin. Bu durumda, ilk defa 1980li yillarda B.-Y. Chen tarafindan incelen-

Ax — —nH ) mistir. Chen, E* Oklid uzayinda biharmonik yiizeylerin

minimal oldugunu gostermistir. Bu sonug ve genellestir-

ile verilen Laplace-Beltrami formiilii saglanir. (1) den- ilmis hali Dimitri¢’in doktora tez ¢calismasinda verilmistir,
kleminden dolayi, M altmanifoldunun minimal olmasi [2].
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Biharmonik altmanifoldlarin geometrileri incelenirken,
baz1 geometriciler tarafindan, (3) denkleminin saglan-
masindan daha zayif bir kosul olan
(A*x)T =0. “)
denklemini saglayan altmanifoldlar goz Oniine alin-
mustir. Boyle altmanifoldlara ise bikonzorvatif altmanifold
denir. Oklid ve yar1-Oklid uzaylarindaki biharmonik ve
bikonzorvatif altmanifoldlar bircok geometrici tarafindan
calisilmugtir, (6rn. [3-8].
Diger taraftan, (1) ile verilen Laplace-Beltrami denkle-
minden dolay1, M altmanifoldu minimal ise biharmoniktir.
1991 yilinda, B.-Y. Chen, Oklid uzayinda bunun tersinin
de dogru oldugunu, yani Oklid uzayinin her biharmonik
altmanifoldunun minimal oldugunu iddia etmistir, [6]. Bu
hipotez, Chen’in Biharmonik Sanisi olarak isimlendirilir.
Giintimiize kadar, bu san1 ¢esitli geometrik kisitlamalar
altinda dogrulanmistir, [5—8]. Bununla birlikte, Chen’in
Biharmonik Sanisinin dogrulugu giiniimiizde halen acik
bir problemdir.
Diger taraftan, E” yar1-Oklid uzayinda minimal olmayan
biharmonik altmanifoldlar vardir [9]. Diger bir deyisle,
cevreleyen uzayin bir yar1-Oklid uzay1 olmasi durumunda,
biharmonik sanis1 gecerli degildir. Bu durumdan dolay1,
ozellikle, IE‘I‘ Minkowski uzayinda ve Eé yar1-Oklid uza-
yinda biharmonik altmanifoldlar ile ilgili bircok ¢alisma
yapilmustir, ([10-12]). Ornegin, Turgay tarafindan [12]
calismasinda 5— boyutlu Minkowski uzayindaki bihar-
monik hiperyiizeyler incelenmis ve bazi siiflandirma
sonuclar1 elde edilmisgtir.
Boliim 2°de anlatilacagi iizere, VH teget vektorii bir yari-
Oklid uzayinin bir M biharmonik hiperyiizeyinin esas
dogrultularindan biridir. Bu durumdan dolayzi, teget uza-
yinin metrik tensoriiniin pozitif tanimli olmamas1 duru-
munda, VH teget vektoriiniin 1siksal oldugu alt durumun
ayrica incelenmesi gerektigi Turgay tarafindan [13] calis-
masinda vurgulanmigtir. Bu ¢aligmada, IE’I”I Minkowski
uzaymdaki ortalama egriliginin gradyenti 1siksal olan
ve en fazla 5 farkli asli egrilige sahip biharmonik bir
hiperyiizeyin olmadig1 gosterilmigtir.
Bu makalenin temel amac, indeksli 2 olan yari-Oklid uza-
ylarindaki ortalama egrilinin gradyenti 1siksal olan bihar-
monik hiperyiizeylerin varliklarinin incelenmesidir. Bu
dogrultudaki ilk adimlar Upadhyay ve Turgay tarafindan
[14] caligmasinda atilmistir. Bu makalede Eg yar1-Oklid
uzayinda 2 indeksli bikonzorvatif ve ortalama egriliginin
gradyenti 1s1ksal olmayan hiperytiizeylerin sekil operator-
lerini elde etmiglerdir. Ayrica, bikonzorvatif kosegen-
lestirilmis sekil operatoriine ve 3 farkli asli egrilige sahip
hiperyiizeyleri siniflandirmiglardir. Yakin zamanda ise
Upadhyay ]Eg yar1-Oklid uzayinda 2 indeksli bikonzor-
vatif hiperylizeylerin sekil operatorlerini incelemis ve
Minkowski uzaylarinda benzeri olmayan alt durumlar-
dan ikisi disindaki incelemeler tamamlanmustir, [15]. Bu
caligmada ise oncelikle, ]Eg yar1-Oklid uzayinda ortalama
egriliginin gradyenti 1s1ksal olan 2 indeksli biharmonik
hiperyiizelerin gekil operatorlerinin kanonik formlar1 elde
edilecektir. Ardindan, Eg yar1-Oklid uzayinda ortalama
egriliginin gradyenti 1siksal, 3 farkli asli egrilige sahip
biharmonik 2 indeksli bir hiperyiizeyin olmadig1 ispat-
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lanacaktir. Ayrica, Eg yar1-Oklid uzayinda ortalama egrilik
vektoriiniin gradyenti 1g1ksal, 2 farkli asli e8rilige sahip
biharmonik 2 indeksli bir hiperyiizeyin de olmadig1 elde
edilecektir.

2. On Hazirhk

Bu boliimde, ileride kullanilacak temel tanim ve notasy-
onlar verilecektir. Ayrica, temel teoremlerin ispatinda kul-
lanilacak olan onceki bulgulardan da bahsedilecektir.

2.1. Temel Tanimlar ve Formiiller

E™ yar1-Oklid uzayindaki sifirdan farkli bir v vektoriine,
eger (v,v) >0, (v,v) <0 ya da (v,v) = 0 ise, sirasiyla,
uzaysal, zamansal ya da 1giksal vektor denir.

M, E'*! uzaymim yonlendirilmis bir hiperyiizeyi olsun.
E"*! yar1-Oklid uzaymin ve M hiperyiizeylerinin Levi-
Civita konneksiyonlari sirastyla V ve V notasyonlari ile
gosterilsin. ]Eg”rl yar1-Oklid uzaynin M hiperyiizeyi igin
Gauss ve Weingarten formiilleri sirasiyla, her X,Y teget
vektor alani i¢in

VyY
VxN

VxY +h(X,Y)N,
—S(X)

&)
(6)

seklindedir. Burada N ile M hiperyiizeyinin birim nor-
mal vektor alan1 gosterilmistir ve A ile S ise, sirasiyla, M
hiperyliizeyinin ikinci esas formu ve sekil operatoriidiir ve

<SX7Y> - <h(X7Y)aN>

denklemi saglanir. M hiperyiizeyinin R egrilik tensorii her
X,Y,Z, W teget vektorii icin

(7
ile verilen Gauss denklemini saglar. Ayrica, Codazzi denk-
lemi

(Vxh) (Y,Z)

= (Vyh)(X,2) (8)

seklindedir. Burada, V- hiperyiizeyin normal konneksiy-
onu olmak tizere Vh ile

(Vxh)(Y,Z) = Vxh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (9)

seklinde tanimlanan ikinci temel formun kovaryant tiirevi
gosterilmisgtir.

2.2 Eg Yar1-Oklid Uzaymin Hiperyiizeyleri

Bu alt kisimda, Eg yarl—C)klid uzayinda 2 indeksli
hiperyiizeyler ile ilgili bazi temel tanimlar verilmistir.

IES yar1-Oklid uzayindaki indeksi 2 olan bir M hiperyiizeyi
g0z Oniine alinsin ve hiperyiizeyin metrik tensorii g ile
gosterilsin. Ayrica, {e1,ez,e3,e4} bu hiperyiizeyin teget
demetinin her i, j = 1,2,3,4 icin

gij = glei,ej) = (ei,ej) € {—1,0,1}

kosulunu saglayan bir (yerel) baz alan1 olsun. Bu baz
alanina karg1 gelen @;; konneksiyon formlar

wjj(ex) = (Veeeirej)
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denklemiyle tanimlanir ve
W;j = —0ji

olur.
Buna ek olarak, M hiperyiizeyinin H ortalama egrilik vek-
tori

1
H = JuhN (10)

ve H = HN seklinde tamimlansin. Burada H, M
hiperyiizeyinin ortalama egriligi (ortalama egrilik fonksiy-
onu) i¢in kullanilmigtir. M hiperyiizeyinin indirgenmis
metrige gore Laplace operatorii A

A= ei(Ve,.e,- — eiei)

1)

I

seklinde tanimlanir.
Ayrica, (8) Codazzi denklemi her i, j,k = 1,2,3,4 i¢in

(R(ei,ej)ex)™ =0 (12)

halini alir. Burada, R ile Eg yar1-Oklid uzaymin egrilik
tensOrii gosterilmigtir.

Boliim 17 de anlatildig: iizere, M hiperyiizeyinin bihar-
monik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3) denklemininin
saglanmasidir. Bu kogul ise

(AT =0 ve (A%x):=0

denklemlerinin saglanmasina denktir. Dogrudan hesap ile
bu iki denklemden

S(VH)
AH

—2HVH,
—HtrS?

13)
(14)

elde edilir. Sonug olarak M hiperyiizeyinin biharmonik
olmasi icin gerek ve yeter kosul (13) ve (14) ile verilen,
4. mertebeden, agir1 tammmli denklem sisteminin saglan-
masidir. Diger taraftan, M hiperyiizeyinin S sekil op-
eratorii sadece (13) denklemini sagliyorsa bu hiperyiiz-
eye bikonzorvatiftir denir. Bikonzorvatif hiperyiizeylerin
siniflandirilmasi ya da onlarin geometrilerinin irdelen-
mesi biharmonik hiperyiizeylerin teorisini anlamak icin
¢ok onemlidir. Ayrica, (13) denkleminden dolayr M
hiperyiizeyinin H ortalama egriligi sabit degil ise orta-
lama egriliginin VH gradyenti, M hiperyiizeyinin bir esas
dogrultusudur.

Simdi, uygun baz alanlar segilerek ]Eg yar1-Oklid uzayin-
daki 2 indeksli hiperyiizeylerin sekil operatorlerinin tiim
miimkiin kanonik formlar1 elde edilecektir. S sekil oper-
atoriiniin 6zdegerlerine M hiperyiizeyinin asli egrilikleri
denir. Pozitif tanimli bir vektor uzay: iizerinde simetrik bir
matris kdsegenlestirilebilir. Ancak, metrik pozitif taniml
degilse durum daha karmagik bir hal almaktadir. Petrov
[16] calismasinda pozitif tanimli olmayan bir vektor uzayi
tizerinde, simetrik bir matrisin olabilecegi formlari elde et-
migtir. Upadhyay, [15] ¢calismasinda Petrov’un makalesin-
den yararlanarak Eg yar1-Oklid uzayinda 2 indeksli bir
M hiperylizeyinin sekil operatoriiniin kanonik formlarinin
asagidaki sekillerde olabilecegini ifade etmistir.

M hiperyiizeyi i¢in uygun {e;, e, e3,e4} yari-ortanormal
cat1 alani secilirse, Eg yar1-Oklid uzayindaki 2 indeksli M
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hiperyliizeyinin S sekil operatorii agagidaki kanonik form-
lardan biri olur.

Durum I.
kk 0 0 0 10 0 0
| 0 k 0 0 o1 0 o |
5=1 0 0k o€ oo -1 o]
0 0 0 Kk 00 0 -1
Durum II.
kk 1 0 0 0 -1 0 0
g | 0 k0 0 -1 0 0o o |
o 0o ks o [T 0o o 1 o |
0 0 0 K 0 0 0 -1
Durum III.
kk 1 0 0 0 -1 0 0
o | 0 ko0 0 [ =1 0 0o o
o 0o Kk 1 |57 0 o o -1
0 0 0 kK 0 0 -1 0
Durum IV.
Kk 1 0 0 0 -1 0 0
g | 0k 0 0 [ -1 0 0 o
o 0o & B || 0o o 1 o0
0 0 —B ks 0 0 0 -1
Durum V.
kk 0 1 0 0 -1 0 0
s | 0 k0 o0 | -1 0 0o o |
1l o -1 &k o |57 0o o 1 o |
0 0 0 kK 0 0 0 —I
Durum VI.
kk B 0 0 1 0 0 0
s | B k0 0 o -1 0 o
= 0 0 Kk B |7 1o o 1 o0
0 0 —B ik 0 0 0 -1
Durum VII.
kk B 1 0 0 0 -1 0
| =B k01 | 0o 0o o0 1
S=1 o o & B [ =1 0 0 o
0 0 -Bi kK 0 1 0 0
Durum VIII.
kk 0 0 0 1 0 0 0
0 kh 0 0 0 -1 0 0
S= 8= ;
0 0 k P 0 0 1 0
0 0 —Bi ks 0 0 0 -1
Durum IX.
Kk 0O 1 0 01 0 0
g | 0 ko0 0 1000
0 0 &k 1 |87 o0 0 0 1
0 1 0 Kk 00 1 0

Burada, herbir durum igin g, M hiperyiizeyinin indirge-
nen metrik tensoriidiir, yani, g = (g;;)’dir.  Ayrica,
ki,kp, k3, kq, B1 ve B diizgiin fonksiyonlardir.
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3. Bulgular

Bu boliimde, ]Eg yar1-Oklid uzayindaki ortalama egril-
iginin gradyenti 1g1ksal olan, biharmonik hiperyiizeyler
incelenecektir. Oncelikle, Eg yar1-Oklid uzayinda ortalama
egriligiisiksal olan hiperyiizeylerin sekil operatorleri be-
lirlenecek; daha sonra ise, bu hiperyiizeylerin biharmonik
olma durumlari incelenecektir.

31. E}  Yan-Oklid
Hiperyiizeyler

Uzayindaki Biharmonik

x:M— Eg, 2 indeksli bir M hiperyiizeyinden IE2 yari-
Oklid uzayna izometrik bir daldirma olsun. M hiperyiizeyi
iizerinde {e},e;,e3,e4} yari-ortonormal gati alani

<eA,eB> =1— 043 (A,B = 1,2),
(e3,e3) =1, (e4,e4) = —1

seklinde tanimlansin. M hiperyiizeyinin konneksiyonlar1

5)

Veer = —on(ex)er + o13(ex)es — 014(ex)eq,
Ve e2 = —mi(ex)er + m3(er)es — ma(ex)es, (16)
V3 = —w3(ex)er — w31 (ex)ex — 34 (ey)es,
Veea = —yr(er)er — g1 (ex)er + w43 (ex e,

saglar. Burada, wj(e;) = (Ve ex) seklinde tanimlan-

mstir.

M, IE% yar1-Oklid uzayinda ortalama egriliginin gradyenti
VH 1siksal olan bir hiperyiizey olsun. Upadhyay, [15]
calismasinda bikonzorvatif bir M hiperyiizeyinin sekil op-
eratoriiniin kanonik formlarini elde etmigtir. [15] calis-
masindan yararlanarak biharmonik bir M hiperylizeyi icin
agsagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1. M, E; yari-Oklid uzayinda 2 indeksli ve or-
talama egriliginin gradyenti VH 1s1ksal olan biharmonik
bir hiperyiizey olsun. O halde, M hiperyiizeyinin sekil op-
eratoriiniin uygun segilmis bir baz alamina gore matris
temsili asagidaki formlardan birine egsittir.

—2H 1 0 0
0 —2H 0 0

Durum 1. S = 0 0 & 0 (17)
0 0 0 8H—k3
2 1 0 0
0 —2H 0 0
Durum II. S = 0 0 sHoB (18)
0 0 —B 4H

Iki durumuda da M hiperyiizeyinin indirgenmis metrik ten-
SO

0 -1 0 0
1 0 0 0

£l 0o o0 1 o0 (19)
0 0 0 -1

seklindedir. Ayrica, k3 ve Bi # 0 diizgiin fonksiyonlardur.

Not 3.2. M hiperyliizeyi sabit ortalama egrilik vektoriine
sahipse, (13) denklemi agikar olarak saglanir. Bu yiizden,
caligmada ortalama egriliginin gradyenti VH sifirdan farklt
kabul edilmistir. Bu durumda, M hiperyiizeyi {izerinde
X(H) # 0 olacak sekilde bir X vektor alani vardir.
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Oncelikle, Eg yar1-Oklid uzayinda 2 indeksli ve sekil op-
eratorii (17) kanonik formunda olan M hiperyiizeyi icin
asagidaki teorem verilsin.

Teorem 3.3. Eg yari-Oklid uzayinda ortalama egriliginin
gradyenti isiksal, 3 farkl asli egrilige sahip sekil operatorii
(17) seklinde olan 2 indeksli biharmonik bir hiperyiizey
yoktur.

Ispat. 3 farkli asli egrilife sahip, ortalama egriliginin
gradyenti 1s1ksal olan biharmonik bir M hiperyiizeyi goz
ontine alinsin ve M hiperyiizeyinin sekil operatoriiniin (17)
formunda oldugu; yani,

Sey = —2He|, Sey=e—2Hej,

Se4 = (SH —k3)e4 (20)

Se3 = kzes,
esitliklerinin saglandig1 varsayilsin. Bu durumda,
trS? = 8H? + k3> + (8H — k3)?

olur. M hiperylizeyi 3 farkl asli egrilige sahip oldugun-
dan, k3 — k4, ks +2H, 10H — k3 ve 8H — 2k3 fonksiyon-
larinin sifir olmadig1 bir & agik kiimesi vardir. Lokal
olarak M = € oldugu varsayilacaktir. (20) denkleminden
dolay1 M hiperyiizeyinin sifirdan farkli ikinci esas formu-
nun bilesenleri

h(6’1,€2) =
h(63763) =

2HN, h(ey,e2) =—N,

k3N, h(e4,e4) = (k3 — 8H)N (21)
olarak elde edilir. Burada N, M hiperytizeyinin birim nor-
mal vektoriidiir.

M hiperyiizeyi biharmonik oldugundan (13) denklemi
saglanir. Ayrica, ortalama egriliginin gradyenti 1siksal
oldugundan (VH,VH) =0 ve VH # 0 gerceklenir. Bu
durumda, e vektorii VH vektorii ile orantilidir ve

er(H)#0,e1(H)=e3(H)=es(H)=0 (22)
elde edilir.
Ayrica, (22) denklemi kullanilarak
le1,e3] (H) = [e1,e4] (H) = [e3,e4] (H) =0 (23)

bulunur ve (23) denkleminde (16) denklemleri kullanilarak

wi3(e1) = wia(e1) =0, wi3(es) = wia(ez)  (24)

esitlikleri bulunur. Diger taraftan, (12) Codazzi denklemi
(i,j,k) = (3,1,2) igin

3 (e1)(2H +k3) =0 (25)

esitlifini verir. O halde, @3(e;) = 0 ya da 2H +
k3 = 0 olur. Ancak, M hiperylizeyinin 3 farkli asli
egriligi oldugundan k3 # —2H olur.  Dolayisiyla,
wy3(e;) = 0 bulunur. Benzer sekilde, (i,j,k) deger-
leri {(3,2,1),(4,1,2),(4,2,1),(1,3,4),(1,4,3)} seklinde
sirali igliiler secilirse konneksiyonlar

43 (61) =0
(26)

@31(e2) = Ma(e1) = wia(e2) = w13(eq) =
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seklinde elde edilir. Ek olarak, (12) Codazzi denkleminden
(i,],k) degerleri (1,3,3) ve (1,4,4) i¢in sirastyla

e1(ks) = —wi3(e3) (ks +2H) 27

ve

e1(k3) = w14(eq) (k3 — 10H) (28)

bulunur. Diger taraftan, (7) Gauss denkleminde (26) den-
klemindeki konneksiyonlar kullanilarak

e1(wiz(e3)) = —of(e3) — wia(er) wi3(e3) (29)

bulunur. e; vektor alan1 (27) ve (28) denklemlerine
sirasiyla uygulanirsa

8161(k3) = —61((013(93))(](3 +2H) —|—(J)]23(€3)(k3 —|—2H),

(30)
6161(k3) =e ((1)14(64))(](3 — ]()H) + 60124(64)(](3 —10H)
(31)

olur. Ayrica, (7) Gauss denkleminden,
e1(@i4(es)) = OFy(es) — @12(e1) O14(es) (32)

elde edilir.
(30) ve (31) denklemlerinin esit oldugu gézoniine alinir ve
(29) ve (32) denklemleri yerine yazilirsa

( 208 (e3)

o13(e3)w12(eq)

—2m%(es) ) ( ki +2H > 0
®14(eq)o12(er) ki —10H
(33)
bulunur. (33) denkleminin gerceklenmesi igin

o12(e1)wr3(e3)w14(es) {@i3(e3) + @ra(es) } =0
olmalidir. O halde,
(1)12(61)(1)13(63)6014(64) =0yada (1)]3(63) + (1)]4(84) =0

olur. (12) Codazzi denkleminden (R(e;,e;)ex)t) =0
oldugundan (i, j, k) = (1,2,2) olarak alinirsa

(1)12(61) = ez(H) (34)

bulunur. (22) denkleminden e;(H) # 0 oldugundan
@12 (e1) # 0 olur. Bu durumda,

w13(e3)w1a(es) =0yada wi3(e3)+ wia(es) =0

gerceklenir.

Durum a. w3 <€3)(D14(e4) =0 olsun. O halde, w;3 (63) =0
veya @j4(eq) = 0’dir. @3(e3) = 0 ise (27) denkleminden
e1(k3) = 0 bulunur. M hiperyiizeyi 3 farkli asli egrlige
sahip oldugundan k3 — 10H sifirdan farklidir. Dolayisiyla,
(28) denkleminden @;4(e4) = 0 olur.

Diger taraftan, (11) denkleminden

AH = (6’162 —epe1 —ezes+egeq — Velez — ngel)(H)
(35)
elde edilir. (35) denkleminde, M hiperyiizeyinin (16)
kovaryant tiirevleri ve (22), (24), (26) denklemleri ve
013(e3) = @14(eq) = 0 oldugu kullanilarak

AH = (Vo e3—Vo,eq)(H) =0 (36)
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bulunur. Ayrica, M hiperyiizeyi biharmonik oldugundan
(14) ve (36) denklemlerinden

HtrS? =0 (37)

elde edilir. Dolayisiyla, H(8H? + k3 + (8H — k3)?) = 0;
yani, H = 0 ya da 8H> + k3 + (8H — k3)? = 0 olur. 8H> +
k3 + (8H — k3)? ifadesinin sifir olmast miimkiin degildir.
O halde, M hiperyltizeyinin H ortalama egrilik vektorii sifir
olur bu ise varsayimla geligir. @4(e4) = 0 olsun. Islemler
benzer sekilde devam ettirildiginde M hiperyiizeyinin H
ortalama egrilik vektorii sifir bulunur. Bu da varsayimla
celigir.

Durum b.  ®3(e3) + W4(eq) = 0 olsun. Dolayisiyla,
013(e3) = —wi4(eq) olur. Ayrica, M hiperyiizeyinin sekil
operatoriinden k3 + k4 = 8H ve (12) Codazzi denkle-
minden

— wi4(eq) (ki —ks) = wr3(e3) (k1 —k3) (38)

bulunur. (38) denkleminin ger¢eklenmesi i¢in k3 = k4 ol-
mak zorundadir. Bu ise M hiperyiizeyinin 3 farkli asli egril-
ige sahip olmast ile ¢eligir. O halde, @;3(e3) + w14(es) =0
olamaz. Bu da ispat1 tamamlar. [
Simdi, ]Eg yar1-Oklid uzayinda 2 indeksli ve sekil operatorii
(18) kanonik formunda olan M hiperyiizeyi i¢in agagidaki
teorem verilecektir.

Teorem 3.4. Eg yari-Oklid uzayinda ortalama egriliginin
gradyenti isiksal, sekil operatorii (18) kanonik formunda
olan 2 indeksli biharmonik bir hiperyiizey yoktur.

Ispat. Ortalama egriliginin gradyenti 1siksal olan bi-
harmonik bir M hiperytlizeyi goz Oniine alinsin ve M
hiperyiizeyinin sekil operatdriiniin (18) kanonik formunda
oldugu; yani,

Sey = —2He|, Sey=e;—2He;,

39
Ses =4He3 — Bies, Ses = Prez3+4Hey &

denklemlerinin saglandig1 varsayilsin. Bu durumda, M
hiperyiizeyinin sifirdan farkli ikinci esas formunun bilesen-
leri h(ej,e;j), (i,j=1,2,3,4) igin

h(ei,ez) =2HN, h(e1,e2) =2HN, h(ez,e2) = —N, 40)
h(e3,e3) =4HN, h(es,es) = BIN, h(es,es) = —4HN

bulunur. Burada N, M hiperyiizeyinin birim normal vek-
toriidiir. M hiperylizeyinin bir & acgik kiimesi iizerinde
H =0 ise ¢ tizerinde grad H = 0 olur ki bu durum grad H
vektoriiniin 151ksal olmasiyla celisir. Dolayistyla her p € M
H(p) # 0 oldugu varsayilacaktir.

M hiperyiizeyi biharmonik ve ortalama egriliginin
gradyenti 1s1ksal oldugundan Teorem 3.3 ispatina benzer
olarak e vektorii VH vektorii ile orantilidir ve

ez(H);éO, el(H)263(H)=€4(H)=O (41)
bulunur. (41) denklemi kullanilarak
le1,e3] (H) = [e1,e4] (H) = [e3,e4] (H) =0 (42)

elde edilir. (42) denkleminde (16) denklemleri kullanilarak

wi3(e1) = wia(e1) =0, wi3(es) = wia(ez)  (43)
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seklinde bulunur. Ayrica, (12) Codazzi denkle-
minden (R(e;,e;)ex)t) = 0 oldugundan (i, j,k) degerleri
{(3,1,2)(3,2,1),(4,1,2),(4,2,1)} swralt iicliileri segilirse
dogrudan iglemler sonucunda

w31(e2) = wn(e1) = wa1(e2) = wpp(e1) =0 (44)
bulunur. (12) Codazzi denkleminde (i,j,k) degerleri
{(1a3a4)a (1a473)7 (4737 1)7 (17373)7 (17474)} sirali u91u'
leri alindiginda sirasiyla

e1(B1) = —oi3(e3) 1 — 6H wy4(e3), (45)
e1(Br) = —wi3(e4)6H + Brwa(es), (46)
(@13(e3) + wi4(es)) 1 =0, (47)
2m34(e1)Bi = w31(e3)6H + wia(e3)fi,  (48)
2m34(e1)B1 = w31 (es) B1 — w14(es)6H (49)

denklemleri bulunur. (48) ve (49) denklemleri kullanilarak

B

6H (50)

m13(e3) = W14(e3)

olur. (45) ve (46) denklemlerine e; vektor alan1 uygu-
lanirsa, sirasiyla,

ei(e1(Br)) = —ei(mr3(e3))Bi + iz (e3) By

+6H0)|3(€3)6014(€3) —6He, (0)]4(83)) D

ve

ei(e1(Br)) =—ei(o13(es))6H + wiy(es) By

(52)
—6Hw3(es)014(es) + Prer(@i4(es))

denklemleri elde edilir. Diger taraftan, (7) Gauss denklemi
kullanilarak uzun hesaplamalar sonucunda

61((013(63)) =—- 20)34(61)0)13(6’4) - (D12(€1)(013(€3)
2 2 (53)
— 0i3(e3) + 0iy(e3)
el ((014(64)) =— 20)34(61)0)13(6’4) - w12(€1)w14(€4) (54)

— 073 (es) + 0y (e4)

olur. (47) denkleminde fB; # 0 oldugu kullanilirsa
(1)13(83) = —0)14(64), dolaylslyla,
e1(wi3(e3)) = —er(wi4(es)) (55)
gerceklenir. (53) ve (54) denklemleri (55) denkleminde
yerine yazilirsa ®13(e4)@34(e1) = 0 olur. Bu durumda
;3(es) =0 yada wz4(e;) = 0 bulunur.
Durum a. @13(eq) = 0 olsun. Bu durumda, @4(e3) =0
ve (50) denkleminden ®;3(e3) = 14(eq) = 0 olur. Ayrica,
(45) denkleminden e;(f;) = 0 bulunur. Ek olarak, (11)
denklemi kullamlarak AH = 0 olarak hesaplanir. M
hiperyiizeyi biharmonik oldugundan (14) denkleminden
—2HtS?> = —80H> =0 (56)
olur. Dolayisiyla, M hiperyiizeyinin H ortalama egrilik
vektorii sifir bulunur, bu ise celigkidir.
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Durum b. @34(e1) = 0 olsun. (12) Codazzi denkleminden
(1,3,4) siral tigliisii i¢in
@14(e3)(—6H) =0 (57)
bulunur. H ortalama egrilik vektorii sifirdan farkli oldugun-
dan w4(e3) = 0 olur. Dolayisiyla, m;3(es) = @3(e3) =
14(e4) =0 ve AH = 0 bulunur. Durum a’ya benzer olarak
devam ettirildiginde H ortalama egrilik vektorii sifir olur.
Bu ise bir celigkidir. Dolayisiyla, sekil operatorii (18)
kanonik formunda olan bir biharmonik M hiperyiizeyi yok-
tur. O

Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 gozoniine alinarak asagidaki
sonu¢ dogrudan elde edilebilir.

Sonug 3.5. Eg yari-Oklid uzaywnda indeksi 2 ve orta-
lama egriliginin gradyenti isiksal olan biharmonik bir
hiperyiizey yoktur.

4. Tartisma ve Sonug

B.-Y. Chen 1991 yilinda yaptig1 calismada, Oklid uza-
yinin her biharmonik altmanifoldunun minimal oldugunu
iddia etmistir. Bu samnin, Oklid uzayinda cesitli kisit-
lamalar altinda dogrulugu gosterilmistir. Ardindan, bu
saminin yar1-Oklid uzaylarinda gecerli olup olmadig1 geo-
metriciler tarafindan merak konusu olmustur. Cevreleyen
uzayn yar1-Oklid uzay1 olmasi durumunda biharmonik
altmanifoldlarin incelendigi ¢alismalar yapilmis ve halen
yapilmaktadir. Bu saninin yar1-Oklid uzaylarda gecerli
olmadigini gosteren ¢esitli caligmalar mevcuttur.

Diger taraftan, pozitif taniml bir vektor uzay: iizerinde
simetrik matris kogegenlestirilebilir. Ancak uzay pozitif
tanimli degilse problem daha karmasik bir hal almaktadir.
Petrov, pozitif tanimli olmayan bir vektor uzay: iizerinde,
simetrik bir matrisin olabilecegi formlari [16] makalesinde
gostermisgtir.

Upadhyay, [15] calismasinda Petrov’un makalesinden
yararlanarak Eg yar1-Oklid uzayinda 2 indeksli bir M
hiperyiizeyinin sekil operatoriiniin tiim olasi kanonik form-
larin1 elde etmistir. Ayrica, ayni caligmada IE% yari-
Oklid uzayinda 2 indeksli bikonzorvatif hiperyiizeyler
calisilmisgtir.

Bu c¢alismada, Eg yar1-Oklid uzayimnda 2 indeksli orta-
lama egriliginin gradyenti VH 1siksal olan biharmonik
hiperyiizeylerin varliklart arastirilmistir.

Oncelikle, Eg yar1-Oklid uzayinda 2 indeksli hiperyiizey-
lerin sekil operatdrlerinin tiim miimkiin kanonik formlarin-
dan bahsedilmistir. Ardindan, bu hiperyiizeylerden orta-
lama egriliginin gradyenti VH 1siksal olan hiperyiizey-
lerin biharmonik olmasi durumunda sekil operatorlerinin
kanonik formlari elde edilmistir. Ardindan, Eg uzayinda
ortalama egriliginin gradyenti 1siksal, 3 farkli asli egril-
ige sahip biharmonik 2 indeksli bir hiperyiizeyin olmadig1
ispatlanmistir. Ayrica, E; uzayinda ortalama egriliginin
gradyenti 11ksal, 2 farkli asli egrilige sahip biharmonik 2
indeksli bir hiperyiizeyin de olmadig: elde edilmigtir. Bu
teoremlerin sonucu olarak Eg uzayinda indeksi 2 ve or-
talama egriliginin gradyenti 1siksal olan biharmonik bir
hiperyiizeyin olamayacag1 dogrudan elde edilmistir.
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