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Özet: Bu çalışmada, E5
2 yarı-Öklid uzayının indeksi 2 olan biharmonik hiperyüzeyleri,

∇H gradyenti ışıksal olan H ortalama eğriliğine sahip olmaları, yani 〈∇H,∇H〉= 0 ve
∇H 6= 0 koşullarının sağlanması varsayımı altında incelenmiştir. İlk iki bölümde problem
tanıtılmış ve çalışmanın diğer bölümünde kullanılacak bazı temel tanım ve formüller
hatırlatılmıştır. Ayrıca, 2 indeksli bir hiperyüzeyin şekil operatörlerinin tüm mümkün
kanonik formları elde edilmiştir. Çalışmanın üçüncü bölümünde, bu durumların her biri
için hiperyüzeylerin bazı geometrik özellikleri araştırılmıştır. Özellikle, ∇H gradyenti
ışıksal olan biharmonik hiperyüzeyin şekil operatörünün 2 olası kanonik formu olduğu
elde edilmiştir. Hemen ardından, E5

2 yarı-Öklid uzayında indeksli 2 ve ortalama eğriliğinin
gradyenti ışıksal olan bir biharmonik hiperyüzeyin olmadığı ispatlanmıştır. Son bölümde
ise, çalışmadan elde edilen sonuçlar özetlenmiş ve tartışma bölümü verilmiştir.

Biharmonic Hypersurfaces in the Pseudo-Euclidean Space E5
2
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Abstract: In this work, biharmonic hypersurfaces of index 2 in pseudo-Euclidean space
E5

2 are studied under the assumption of having mean curvature H whose gradient ∇H
is light-like, i.e. 〈∇H,∇H〉 = 0 and ∇H 6= 0. In the first two sections, the problem is
introduced and some basic definitions and formulas that we will use in other part of
the paper are recalled. Moreover, all possible canonical forms of the shape operator of
a hypersurface of index 2 are obtained. In the third section of this work, for each of
these cases, some of geometrical properties of hypersurfaces is investigated. In particular,
there are 2 possible canonical forms of the shape operator for a biharmonic hypersurface
such that whose gradient ∇H is light-like are obtained. After that, the non-existance of
biharmonic hypersurface of index 2 in pseudo-Euclidean space E5

2 with the light-like ∇H
is proved. In the last section, the results from this work is summarized and the discussion
part is given.

1. Giriş

Em
s ile metrik tensörü

g̃ = 〈·, ·〉=−
s

∑
i=1

dx2
i +

m

∑
j=s+1

dx2
j

şeklinde olan m- boyutlu, s− indeksli yarı-Öklid uzayı
gösterilsin. Özel olarak s = 0 alınırsa Em

0 = Em bir Öklid
uzayı olur.
M, Em

s yarı-Öklid uzayının n-boyutlu yönlendirilmiş bir
altmanifoldu olsun ve M altmanifoldunun yer vektörü, or-
talama eğrilik vektörü ve Laplace operatörü, sırasıyla, x,
H ve ∆ ile gösterilsin. Bu durumda,

∆x =−nH (1)

ile verilen Laplace-Beltrami formülü sağlanır. (1) den-
kleminden dolayı, M altmanifoldunun minimal olması

için gerek ve yeter koşul ∆x = 0 olması, yani, M altmani-
foldunun koordinat fonksiyonlarının harmonik olmasıdır.
M altmanifoldunun harmonik ortalama eğrilik vektörüne
sahip ise,

∆H = 0 (2)

sağlanır ve (1) denkleminden bu denklemin

∆
2x = 0. (3)

denklemine denk olduğu görülür. Ayrıca, x yer vektörü (3)
denklemini sağlayan altmanifoldlara biharmonik altmani-
fold denilir, [1]. Biharmonik altmanifoldların özellikleri
ilk defa 1980’li yıllarda B.-Y. Chen tarafından incelen-
miştir. Chen, E3 Öklid uzayında biharmonik yüzeylerin
minimal olduğunu göstermiştir. Bu sonuç ve genelleştir-
ilmiş hali Dimitrić’in doktora tez çalışmasında verilmiştir,
[2].
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Biharmonik altmanifoldların geometrileri incelenirken,
bazı geometriciler tarafından, (3) denkleminin sağlan-
masından daha zayıf bir koşul olan

(∆2x)T = 0. (4)

denklemini sağlayan altmanifoldlar göz önüne alın-
mıştır. Böyle altmanifoldlara ise bikonzörvatif altmanifold
denir. Öklid ve yarı-Öklid uzaylarındaki biharmonik ve
bikonzörvatif altmanifoldlar birçok geometrici tarafından
çalışılmıştır, (örn. [3–8].
Diğer taraftan, (1) ile verilen Laplace-Beltrami denkle-
minden dolayı, M altmanifoldu minimal ise biharmoniktir.
1991 yılında, B.-Y. Chen, Öklid uzayında bunun tersinin
de doğru olduğunu, yani Öklid uzayının her biharmonik
altmanifoldunun minimal olduğunu iddia etmiştir, [6]. Bu
hipotez, Chen’in Biharmonik Sanısı olarak isimlendirilir.
Günümüze kadar, bu sanı çeşitli geometrik kısıtlamalar
altında doğrulanmıştır, [5–8]. Bununla birlikte, Chen’in
Biharmonik Sanısının doğruluğu günümüzde halen açık
bir problemdir.
Diğer taraftan, Em

s yarı-Öklid uzayında minimal olmayan
biharmonik altmanifoldlar vardır [9]. Diğer bir deyişle,
çevreleyen uzayın bir yarı-Öklid uzayı olması durumunda,
biharmonik sanısı geçerli değildir. Bu durumdan dolayı,
özellikle, E4

1 Minkowski uzayında ve E4
2 yarı-Öklid uza-

yında biharmonik altmanifoldlar ile ilgili birçok çalışma
yapılmıştır, ([10–12]). Örneğin, Turgay tarafından [12]
çalışmasında 5− boyutlu Minkowski uzayındaki bihar-
monik hiperyüzeyler incelenmiş ve bazı sınıflandırma
sonuçları elde edilmiştir.
Bölüm 2’de anlatılacağı üzere, ∇H teğet vektörü bir yarı-
Öklid uzayının bir M biharmonik hiperyüzeyinin esas
doğrultularından biridir. Bu durumdan dolayı, teğet uza-
yının metrik tensörünün pozitif tanımlı olmaması duru-
munda, ∇H teğet vektörünün ışıksal olduğu alt durumun
ayrıca incelenmesi gerektiği Turgay tarafından [13] çalış-
masında vurgulanmıştır. Bu çalışmada, En+1

1 Minkowski
uzayındaki ortalama eğriliğinin gradyenti ışıksal olan
ve en fazla 5 farklı asli eğriliğe sahip biharmonik bir
hiperyüzeyin olmadığı gösterilmiştir.
Bu makalenin temel amacı, indeksli 2 olan yarı-Öklid uza-
ylarındaki ortalama eğrilinin gradyenti ışıksal olan bihar-
monik hiperyüzeylerin varlıklarının incelenmesidir. Bu
doğrultudaki ilk adımlar Upadhyay ve Turgay tarafından
[14] çalışmasında atılmıştır. Bu makalede E5

2 yarı-Öklid
uzayında 2 indeksli bikonzörvatif ve ortalama eğriliğinin
gradyenti ışıksal olmayan hiperyüzeylerin şekil operatör-
lerini elde etmişlerdir. Ayrıca, bikonzörvatif köşegen-
leştirilmiş şekil operatörüne ve 3 farklı asli eğriliğe sahip
hiperyüzeyleri sınıflandırmışlardır. Yakın zamanda ise
Upadhyay E5

2 yarı-Öklid uzayında 2 indeksli bikonzör-
vatif hiperyüzeylerin şekil operatörlerini incelemiş ve
Minkowski uzaylarında benzeri olmayan alt durumlar-
dan ikisi dışındaki incelemeler tamamlanmıştır, [15]. Bu
çalışmada ise öncelikle, E5

2 yarı-Öklid uzayında ortalama
eğriliğinin gradyenti ışıksal olan 2 indeksli biharmonik
hiperyüzelerin şekil operatörlerinin kanonik formları elde
edilecektir. Ardından, E5

2 yarı-Öklid uzayında ortalama
eğriliğinin gradyenti ışıksal, 3 farklı asli eğriliğe sahip
biharmonik 2 indeksli bir hiperyüzeyin olmadığı ispat-

lanacaktır. Ayrıca, E5
2 yarı-Öklid uzayında ortalama eğrilik

vektörünün gradyenti ışıksal, 2 farklı asli eğriliğe sahip
biharmonik 2 indeksli bir hiperyüzeyin de olmadığı elde
edilecektir.

2. Ön Hazırlık

Bu bölümde, ileride kullanılacak temel tanım ve notasy-
onlar verilecektir. Ayrıca, temel teoremlerin ispatında kul-
lanılacak olan önceki bulgulardan da bahsedilecektir.

2.1. Temel Tanımlar ve Formüller

Em
s yarı-Öklid uzayındaki sıfırdan farklı bir v vektörüne,

eğer 〈v,v〉 > 0, 〈v,v〉 < 0 ya da 〈v,v〉 = 0 ise, sırasıyla,
uzaysal, zamansal ya da ışıksal vektör denir.
M, En+1

s uzayının yönlendirilmiş bir hiperyüzeyi olsun.
En+1

s yarı-Öklid uzayının ve M hiperyüzeylerinin Levi-
Civita konneksiyonları sırasıyla ∇̃ ve ∇ notasyonları ile
gösterilsin. En+1

s yarı-Öklid uzayının M hiperyüzeyi için
Gauss ve Weingarten formülleri sırasıyla, her X ,Y teğet
vektör alanı için

∇̃XY = ∇XY +h(X ,Y )N, (5)
∇̃X N = −S(X) (6)

şeklindedir. Burada N ile M hiperyüzeyinin birim nor-
mal vektör alanı gösterilmiştir ve h ile S ise, sırasıyla, M
hiperyüzeyinin ikinci esas formu ve şekil operatörüdür ve

〈SX ,Y 〉= 〈h(X ,Y ),N〉

denklemi sağlanır. M hiperyüzeyinin R eğrilik tensörü her
X ,Y,Z,W teğet vektörü için

〈R(X ,Y )Z,W 〉= 〈h(Y,Z),h(X ,W )〉−〈h(X ,Z),h(Y,W )〉
(7)

ile verilen Gauss denklemini sağlar. Ayrıca, Codazzi denk-
lemi (

∇̄X h
)
(Y,Z) =

(
∇̄Y h

)
(X ,Z) (8)

şeklindedir. Burada, ∇⊥ hiperyüzeyin normal konneksiy-
onu olmak üzere ∇̄h ile

(∇̄X h)(Y,Z) = ∇
⊥
X h(Y,Z)−h(∇XY,Z)−h(Y,∇X Z) (9)

şeklinde tanımlanan ikinci temel formun kovaryant türevi
gösterilmiştir.

2.2. E5
2 Yarı-Öklid Uzayının Hiperyüzeyleri

Bu alt kısımda, E5
2 yarı-Öklid uzayında 2 indeksli

hiperyüzeyler ile ilgili bazı temel tanımlar verilmiştir.
E5

2 yarı-Öklid uzayındaki indeksi 2 olan bir M hiperyüzeyi
göz önüne alınsın ve hiperyüzeyin metrik tensörü g ile
gösterilsin. Ayrıca, {e1,e2,e3,e4} bu hiperyüzeyin teğet
demetinin her i, j = 1,2,3,4 için

gi j := g(ei,e j) = 〈ei,e j〉 ∈ {−1,0,1}

koşulunu sağlayan bir (yerel) baz alanı olsun. Bu baz
alanına karşı gelen ωi j konneksiyon formları

ωi j(ek) = 〈∇ek ei,e j〉
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denklemiyle tanımlanır ve

ωi j =−ω ji

olur.
Buna ek olarak, M hiperyüzeyinin H ortalama eğrilik vek-
törü

H =
1
4

trhN (10)

ve H = HN şeklinde tanımlansın. Burada H, M
hiperyüzeyinin ortalama eğriliği (ortalama eğrilik fonksiy-
onu) için kullanılmıştır. M hiperyüzeyinin indirgenmiş
metriğe göre Laplace operatörü ∆

∆ =
4

∑
i=1

εi(∇eiei− eiei) (11)

şeklinde tanımlanır.
Ayrıca, (8) Codazzi denklemi her i, j,k = 1,2,3,4 için

(R̃(ei,e j)ek)
⊥ = 0 (12)

halini alır. Burada, R̃ ile E5
2 yarı-Öklid uzayının eğrilik

tensörü gösterilmiştir.
Bölüm 1’ de anlatıldığı üzere, M hiperyüzeyinin bihar-
monik olması için gerek ve yeter koşul (3) denklemininin
sağlanmasıdır. Bu koşul ise

(∆2x)T = 0 ve (∆2x)⊥ = 0

denklemlerinin sağlanmasına denktir. Doğrudan hesap ile
bu iki denklemden

S(∇H) = −2H∇H, (13)
∆H = −HtrS2 (14)

elde edilir. Sonuç olarak M hiperyüzeyinin biharmonik
olması için gerek ve yeter koşul (13) ve (14) ile verilen,
4. mertebeden, aşırı tanımlı denklem sisteminin sağlan-
masıdır. Diğer taraftan, M hiperyüzeyinin S şekil op-
eratörü sadece (13) denklemini sağlıyorsa bu hiperyüz-
eye bikonzörvatiftir denir. Bikonzörvatif hiperyüzeylerin
sınıflandırılması ya da onların geometrilerinin irdelen-
mesi biharmonik hiperyüzeylerin teorisini anlamak için
çok önemlidir. Ayrıca, (13) denkleminden dolayı M
hiperyüzeyinin H ortalama eğriliği sabit değil ise orta-
lama eğriliğinin ∇H gradyenti, M hiperyüzeyinin bir esas
doğrultusudur.
Şimdi, uygun baz alanları seçilerek E5

2 yarı-Öklid uzayın-
daki 2 indeksli hiperyüzeylerin şekil operatörlerinin tüm
mümkün kanonik formları elde edilecektir. S şekil oper-
atörünün özdeğerlerine M hiperyüzeyinin asli eğrilikleri
denir. Pozitif tanımlı bir vektör uzayı üzerinde simetrik bir
matris köşegenleştirilebilir. Ancak, metrik pozitif tanımlı
değilse durum daha karmaşık bir hal almaktadır. Petrov
[16] çalışmasında pozitif tanımlı olmayan bir vektör uzayı
üzerinde, simetrik bir matrisin olabileceği formları elde et-
miştir. Upadhyay, [15] çalışmasında Petrov’un makalesin-
den yararlanarak E5

2 yarı-Öklid uzayında 2 indeksli bir
M hiperyüzeyinin şekil operatörünün kanonik formlarının
aşağıdaki şekillerde olabileceğini ifade etmiştir.
M hiperyüzeyi için uygun {e1,e2,e3,e4} yarı-ortanormal
çatı alanı seçilirse, E5

2 yarı-Öklid uzayındaki 2 indeksli M

hiperyüzeyinin S şekil operatörü aşağıdaki kanonik form-
lardan biri olur.
Durum I.

S =

 k1 0 0 0
0 k2 0 0
0 0 k3 0
0 0 0 k4

 ,g =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

;

Durum II.

S =

 k1 1 0 0
0 k1 0 0
0 0 k3 0
0 0 0 k4

 ,g =

 0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

;

Durum III.

S =

 k1 1 0 0
0 k1 0 0
0 0 k3 1
0 0 0 k3

 ,g =

 0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

;

Durum IV.

S =

 k1 1 0 0
0 k1 0 0
0 0 k3 β1
0 0 −β1 k3

 ,g =

 0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

;

Durum V.

S =

 k1 0 1 0
0 k1 0 0
0 −1 k1 0
0 0 0 k4

 ,g =

 0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

;

Durum VI.

S =

 k1 β1 0 0
−β1 k1 0 0

0 0 k3 β2
0 0 −β2 k3

 ,g =

 1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

;

Durum VII.

S =

 k1 β1 1 0
−β1 k1 0 1

0 0 k1 β1
0 0 −β1 k1

 ,g =

 0 0 −1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 1 0 0

;

Durum VIII.

S =

 k1 0 0 0
0 k2 0 0
0 0 k3 β1
0 0 −β1 k3

 ,g =

 1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

;

Durum IX.

S =

 k1 0 1 0
0 k1 0 0
0 0 k1 1
0 1 0 k1

 ,g =

 0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


Burada, herbir durum için g, M hiperyüzeyinin indirge-
nen metrik tensörüdür, yani, g = (gi j)’dir. Ayrıca,
k1,k2,k3,k4,β1 ve β2 düzgün fonksiyonlardır.
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3. Bulgular

Bu bölümde, E5
2 yarı-Öklid uzayındaki ortalama eğril-

iğinin gradyenti ışıksal olan, biharmonik hiperyüzeyler
incelenecektir. Öncelikle, E5

2 yarı-Öklid uzayında ortalama
eğriliğiışıksal olan hiperyüzeylerin şekil operatörleri be-
lirlenecek; daha sonra ise, bu hiperyüzeylerin biharmonik
olma durumları incelenecektir.

3.1. E5
2 Yarı-Öklid Uzayındaki Biharmonik

Hiperyüzeyler

x : M → E5
2, 2 indeksli bir M hiperyüzeyinden E5

2 yarı-
Öklid uzayına izometrik bir daldırma olsun. M hiperyüzeyi
üzerinde {e1,e2,e3,e4} yarı-ortonormal çatı alanı

〈eA,eB〉= 1−δAB (A,B = 1,2),
〈e3,e3〉= 1,〈e4,e4〉=−1

(15)

şeklinde tanımlansın. M hiperyüzeyinin konneksiyonları

∇ek e1 =−ω12(ek)e1 +ω13(ek)e3−ω14(ek)e4,

∇ek e2 =−ω21(ek)e2 +ω23(ek)e3−ω24(ek)e4,

∇ek e3 =−ω32(ek)e1−ω31(ek)e2−ω34(ek)e4,

∇ek e4 =−ω42(ek)e1−ω41(ek)e2 +ω43(ek)e3,

(16)

sağlar. Burada, ω jk(ei) =
〈
∇eie j,ek

〉
şeklinde tanımlan-

mıştır.
M, E5

2 yarı-Öklid uzayında ortalama eğriliğinin gradyenti
∇H ışıksal olan bir hiperyüzey olsun. Upadhyay, [15]
çalışmasında bikonzörvatif bir M hiperyüzeyinin şekil op-
eratörünün kanonik formlarını elde etmiştir. [15] çalış-
masından yararlanarak biharmonik bir M hiperyüzeyi için
aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1. M, E5
2 yarı-Öklid uzayında 2 indeksli ve or-

talama eğriliğinin gradyenti ∇H ışıksal olan biharmonik
bir hiperyüzey olsun. O halde, M hiperyüzeyinin şekil op-
eratörünün uygun seçilmiş bir baz alanına göre matris
temsili aşağıdaki formlardan birine eşittir.

Durum I. S =


−2H 1 0 0

0 −2H 0 0
0 0 k3 0
0 0 0 8H− k3

 (17)

Durum II. S =


−2H 1 0 0

0 −2H 0 0
0 0 4H β1
0 0 −β1 4H

 (18)

İki durumuda da M hiperyüzeyinin indirgenmiş metrik ten-
sörü

g =


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 (19)

şeklindedir. Ayrıca, k3 ve β1 6= 0 düzgün fonksiyonlardır.

Not 3.2. M hiperyüzeyi sabit ortalama eğrilik vektörüne
sahipse, (13) denklemi aşikar olarak sağlanır. Bu yüzden,
çalışmada ortalama eğriliğinin gradyenti ∇H sıfırdan farklı
kabul edilmiştir. Bu durumda, M hiperyüzeyi üzerinde
X(H) 6= 0 olacak şekilde bir X vektör alanı vardır.

Öncelikle, E5
2 yarı-Öklid uzayında 2 indeksli ve şekil op-

eratörü (17) kanonik formunda olan M hiperyüzeyi için
aşağıdaki teorem verilsin.

Teorem 3.3. E5
2 yarı-Öklid uzayında ortalama eğriliğinin

gradyenti ışıksal, 3 farklı asli eğriliğe sahip şekil operatörü
(17) şeklinde olan 2 indeksli biharmonik bir hiperyüzey
yoktur.

İspat. 3 farklı asli eğriliğe sahip, ortalama eğriliğinin
gradyenti ışıksal olan biharmonik bir M hiperyüzeyi göz
önüne alınsın ve M hiperyüzeyinin şekil operatörünün (17)
formunda olduğu; yani,

Se1 =−2He1, Se2 = e1−2He2,

Se3 = k3e3, Se4 = (8H− k3)e4
(20)

eşitliklerinin sağlandığı varsayılsın. Bu durumda,

trS2 = 8H2 + k3
2 +(8H− k3)

2

olur. M hiperyüzeyi 3 farklı asli eğriliğe sahip olduğun-
dan, k3− k4, k3 + 2H, 10H− k3 ve 8H− 2k3 fonksiyon-
larının sıfır olmadığı bir O açık kümesi vardır. Lokal
olarak M = O olduğu varsayılacaktır. (20) denkleminden
dolayı M hiperyüzeyinin sıfırdan farklı ikinci esas formu-
nun bileşenleri

h(e1,e2) = 2HN, h(e2,e2) =−N,

h(e3,e3) = k3N, h(e4,e4) = (k3−8H)N
(21)

olarak elde edilir. Burada N, M hiperyüzeyinin birim nor-
mal vektörüdür.
M hiperyüzeyi biharmonik olduğundan (13) denklemi
sağlanır. Ayrıca, ortalama eğriliğinin gradyenti ışıksal
olduğundan 〈∇H,∇H〉 = 0 ve ∇H 6= 0 gerçeklenir. Bu
durumda, e1 vektörü ∇H vektörü ile orantılıdır ve

e2(H) 6= 0, e1(H) = e3(H) = e4(H) = 0 (22)

elde edilir.
Ayrıca, (22) denklemi kullanılarak

[e1,e3] (H) = [e1,e4] (H) = [e3,e4] (H) = 0 (23)

bulunur ve (23) denkleminde (16) denklemleri kullanılarak

ω13(e1) = ω14(e1) = 0, ω13(e4) = ω14(e3) (24)

eşitlikleri bulunur. Diğer taraftan, (12) Codazzi denklemi
(i, j,k) = (3,1,2) için

ω23(e1)(2H + k3) = 0 (25)

eşitliğini verir. O halde, ω23(e1) = 0 ya da 2H +
k3 = 0 olur. Ancak, M hiperyüzeyinin 3 farklı asli
eğriliği olduğundan k3 6= −2H olur. Dolayısıyla,
ω23(e1) = 0 bulunur. Benzer şekilde, (i, j,k) değer-
leri {(3,2,1),(4,1,2),(4,2,1),(1,3,4),(1,4,3)} şeklinde
sıralı üçlüler seçilirse konneksiyonlar

ω31(e2) = ω24(e1) = ω14(e2) = ω13(e4) = ω43(e1) = 0
(26)
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şeklinde elde edilir. Ek olarak, (12) Codazzi denkleminden
(i, j,k) değerleri (1,3,3) ve (1,4,4) için sırasıyla

e1(k3) =−ω13(e3)(k3 +2H) (27)

ve
e1(k3) = ω14(e4)(k3−10H) (28)

bulunur. Diğer taraftan, (7) Gauss denkleminde (26) den-
klemindeki konneksiyonlar kullanılarak

e1(ω13(e3)) =−ω
2
13(e3)−ω12(e1)ω13(e3) (29)

bulunur. e1 vektör alanı (27) ve (28) denklemlerine
sırasıyla uygulanırsa

e1e1(k3) =−e1(ω13(e3))(k3 +2H)+ω
2
13(e3)(k3 +2H),

(30)
e1e1(k3) = e1(ω14(e4))(k3−10H)+ω

2
14(e4)(k3−10H)

(31)
olur. Ayrıca, (7) Gauss denkleminden,

e1(ω14(e4)) = ω
2
14(e4)−ω12(e1)ω14(e4) (32)

elde edilir.
(30) ve (31) denklemlerinin eşit olduğu gözönüne alınır ve
(29) ve (32) denklemleri yerine yazılırsa(

2ω2
13(e3) −2ω2

14(e4)
ω13(e3)ω12(e1) ω14(e4)ω12(e1)

)(
k1 +2H
k1−10H

)
= 0

(33)
bulunur. (33) denkleminin gerçeklenmesi için

ω12(e1)ω13(e3)ω14(e4){ω13(e3)+ω14(e4)}= 0

olmalıdır. O halde,

ω12(e1)ω13(e3)ω14(e4) = 0 ya da ω13(e3)+ω14(e4) = 0

olur. (12) Codazzi denkleminden (R̃(ei,e j)ek)
⊥) = 0

olduğundan (i, j,k) = (1,2,2) olarak alınırsa

ω12(e1) = e2(H) (34)

bulunur. (22) denkleminden e2(H) 6= 0 olduğundan
ω12(e1) 6= 0 olur. Bu durumda,

ω13(e3)ω14(e4) = 0 ya da ω13(e3)+ω14(e4) = 0

gerçeklenir.
Durum a. ω13(e3)ω14(e4) = 0 olsun. O halde, ω13(e3) = 0
veya ω14(e4) = 0’dır. ω13(e3) = 0 ise (27) denkleminden
e1(k3) = 0 bulunur. M hiperyüzeyi 3 farklı asli eğrliğe
sahip olduğundan k3−10H sıfırdan farklıdır. Dolayısıyla,
(28) denkleminden ω14(e4) = 0 olur.
Diğer taraftan, (11) denkleminden

∆H = (e1e2− e2e1− e3e3 + e4e4−∇e1e2−∇e2e1)(H)
(35)

elde edilir. (35) denkleminde, M hiperyüzeyinin (16)
kovaryant türevleri ve (22), (24), (26) denklemleri ve
ω13(e3) = ω14(e4) = 0 olduğu kullanılarak

∆H = (∇e3e3−∇e4e4)(H) = 0 (36)

bulunur. Ayrıca, M hiperyüzeyi biharmonik olduğundan
(14) ve (36) denklemlerinden

HtrS2 = 0 (37)

elde edilir. Dolayısıyla, H(8H2 + k2
3 +(8H− k3)

2) = 0;
yani, H = 0 ya da 8H2 + k2

3 +(8H− k3)
2 = 0 olur. 8H2 +

k2
3 +(8H− k3)

2 ifadesinin sıfır olması mümkün değildir.
O halde, M hiperyüzeyinin H ortalama eğrilik vektörü sıfır
olur bu ise varsayımla çelişir. ω14(e4) = 0 olsun. İşlemler
benzer şekilde devam ettirildiğinde M hiperyüzeyinin H
ortalama eğrilik vektörü sıfır bulunur. Bu da varsayımla
çelişir.
Durum b. ω13(e3) + ω14(e4) = 0 olsun. Dolayısıyla,
ω13(e3) =−ω14(e4) olur. Ayrıca, M hiperyüzeyinin şekil
operatöründen k3 + k4 = 8H ve (12) Codazzi denkle-
minden

−ω14(e4)(k1− k4) = ω13(e3)(k1− k3) (38)

bulunur. (38) denkleminin gerçeklenmesi için k3 = k4 ol-
mak zorundadır. Bu ise M hiperyüzeyinin 3 farklı asli eğril-
iğe sahip olması ile çelişir. O halde, ω13(e3)+ω14(e4) = 0
olamaz. Bu da ispatı tamamlar.
Şimdi, E5

2 yarı-Öklid uzayında 2 indeksli ve şekil operatörü
(18) kanonik formunda olan M hiperyüzeyi için aşağıdaki
teorem verilecektir.

Teorem 3.4. E5
2 yarı-Öklid uzayında ortalama eğriliğinin

gradyenti ışıksal, şekil operatörü (18) kanonik formunda
olan 2 indeksli biharmonik bir hiperyüzey yoktur.

İspat. Ortalama eğriliğinin gradyenti ışıksal olan bi-
harmonik bir M hiperyüzeyi göz önüne alınsın ve M
hiperyüzeyinin şekil operatörünün (18) kanonik formunda
olduğu; yani,

Se1 =−2He1, Se2 = e1−2He2,

Se3 = 4He3−β1e4, Se4 = β1e3 +4He4
(39)

denklemlerinin sağlandığı varsayılsın. Bu durumda, M
hiperyüzeyinin sıfırdan farklı ikinci esas formunun bileşen-
leri h(ei,e j), (i, j = 1,2,3,4) için

h(e1,e2) = 2HN, h(e1,e2) = 2HN, h(e2,e2) =−N,

h(e3,e3) = 4HN, h(e3,e4) = β1N, h(e4,e4) =−4HN
(40)

bulunur. Burada N, M hiperyüzeyinin birim normal vek-
törüdür. M hiperyüzeyinin bir O açık kümesi üzerinde
H = 0 ise O üzerinde gradH = 0 olur ki bu durum gradH
vektörünün ışıksal olmasıyla çelişir. Dolayısıyla her p∈M
H(p) 6= 0 olduğu varsayılacaktır.
M hiperyüzeyi biharmonik ve ortalama eğriliğinin
gradyenti ışıksal olduğundan Teorem 3.3 ispatına benzer
olarak e1 vektörü ∇H vektörü ile orantılıdır ve

e2(H) 6= 0, e1(H) = e3(H) = e4(H) = 0 (41)

bulunur. (41) denklemi kullanılarak

[e1,e3] (H) = [e1,e4] (H) = [e3,e4] (H) = 0 (42)

elde edilir. (42) denkleminde (16) denklemleri kullanılarak

ω13(e1) = ω14(e1) = 0, ω13(e4) = ω14(e3) (43)
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şeklinde bulunur. Ayrıca, (12) Codazzi denkle-
minden (R̃(ei,e j)ek)

⊥) = 0 olduğundan (i, j,k) değerleri
{(3,1,2)(3,2,1),(4,1,2),(4,2,1)} sıralı üçlüleri seçilirse
doğrudan işlemler sonucunda

ω31(e2) = ω32(e1) = ω41(e2) = ω42(e1) = 0 (44)

bulunur. (12) Codazzi denkleminde (i, j,k) değerleri
{(1,3,4),(1,4,3),(4,3,1),(1,3,3),(1,4,4)} sıralı üçlü-
leri alındığında sırasıyla

e1(β1) =−ω13(e3)β1−6Hω14(e3), (45)
e1(β1) =−ω13(e4)6H +β1ω14(e4), (46)

(ω13(e3)+ω14(e4))β1 = 0, (47)
2ω34(e1)β1 = ω31(e3)6H +ω14(e3)β1, (48)
2ω34(e1)β1 = ω31(e4)β1−ω14(e4)6H (49)

denklemleri bulunur. (48) ve (49) denklemleri kullanılarak

ω13(e3) = ω14(e3)
β1

6H
(50)

olur. (45) ve (46) denklemlerine e1 vektör alanı uygu-
lanırsa, sırasıyla,

e1(e1(β1)) =−e1(ω13(e3))β1 +ω
2
13(e3)β1

+6Hω13(e3)ω14(e3)−6He1(ω14(e3))
(51)

ve

e1(e1(β1)) =− e1(ω13(e4))6H +ω
2
14(e4)β1

−6Hω13(e4)ω14(e4)+β1e1(ω14(e4))
(52)

denklemleri elde edilir. Diğer taraftan, (7) Gauss denklemi
kullanılarak uzun hesaplamalar sonucunda

e1(ω13(e3)) =−2ω34(e1)ω13(e4)−ω12(e1)ω13(e3)

−ω
2
13(e3)+ω

2
14(e3)

(53)

ve

e1(ω14(e4)) =−2ω34(e1)ω13(e4)−ω12(e1)ω14(e4)

−ω
2
13(e4)+ω

2
14(e4)

(54)

olur. (47) denkleminde β1 6= 0 olduğu kullanılırsa
ω13(e3) =−ω14(e4), dolayısıyla,

e1(ω13(e3)) =−e1(ω14(e4)) (55)

gerçeklenir. (53) ve (54) denklemleri (55) denkleminde
yerine yazılırsa ω13(e4)ω34(e1) = 0 olur. Bu durumda
ω13(e4) = 0 ya da ω34(e1) = 0 bulunur.
Durum a. ω13(e4) = 0 olsun. Bu durumda, ω14(e3) = 0
ve (50) denkleminden ω13(e3) = ω14(e4) = 0 olur. Ayrıca,
(45) denkleminden e1(β1) = 0 bulunur. Ek olarak, (11)
denklemi kullanılarak ∆H = 0 olarak hesaplanır. M
hiperyüzeyi biharmonik olduğundan (14) denkleminden

−2HtrS2 =−80H3 = 0 (56)

olur. Dolayısıyla, M hiperyüzeyinin H ortalama eğrilik
vektörü sıfır bulunur, bu ise çelişkidir.

Durum b. ω34(e1) = 0 olsun. (12) Codazzi denkleminden
(1,3,4) sıralı üçlüsü için

ω14(e3)(−6H) = 0 (57)

bulunur. H ortalama eğrilik vektörü sıfırdan farklı olduğun-
dan ω14(e3) = 0 olur. Dolayısıyla, ω13(e4) = ω13(e3) =
ω14(e4) = 0 ve ∆H = 0 bulunur. Durum a’ya benzer olarak
devam ettirildiğinde H ortalama eğrilik vektörü sıfır olur.
Bu ise bir çelişkidir. Dolayısıyla, şekil operatörü (18)
kanonik formunda olan bir biharmonik M hiperyüzeyi yok-
tur.
Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 gözönüne alınarak aşağıdaki
sonuç doğrudan elde edilebilir.

Sonuç 3.5. E5
2 yarı-Öklid uzayında indeksi 2 ve orta-

lama eğriliğinin gradyenti ışıksal olan biharmonik bir
hiperyüzey yoktur.

4. Tartışma ve Sonuç

B.-Y. Chen 1991 yılında yaptığı çalışmada, Öklid uza-
yının her biharmonik altmanifoldunun minimal olduğunu
iddia etmiştir. Bu sanının, Öklid uzayında çeşitli kısıt-
lamalar altında doğruluğu gösterilmiştir. Ardından, bu
sanının yarı-Öklid uzaylarında geçerli olup olmadığı geo-
metriciler tarafından merak konusu olmuştur. Çevreleyen
uzayın yarı-Öklid uzayı olması durumunda biharmonik
altmanifoldların incelendiği çalışmalar yapılmış ve halen
yapılmaktadır. Bu sanının yarı-Öklid uzaylarda geçerli
olmadığını gösteren çeşitli çalışmalar mevcuttur.
Diğer taraftan, pozitif tanımlı bir vektör uzayı üzerinde
simetrik matris köşegenleştirilebilir. Ancak uzay pozitif
tanımlı değilse problem daha karmaşık bir hal almaktadır.
Petrov, pozitif tanımlı olmayan bir vektör uzayı üzerinde,
simetrik bir matrisin olabileceği formları [16] makalesinde
göstermiştir.
Upadhyay, [15] çalışmasında Petrov’un makalesinden
yararlanarak E5

2 yarı-Öklid uzayında 2 indeksli bir M
hiperyüzeyinin şekil operatörünün tüm olası kanonik form-
larını elde etmiştir. Ayrıca, aynı çalışmada E5

2 yarı-
Öklid uzayında 2 indeksli bikonzörvatif hiperyüzeyler
çalışılmıştır.
Bu çalışmada, E5

2 yarı-Öklid uzayında 2 indeksli orta-
lama eğriliğinin gradyenti ∇H ışıksal olan biharmonik
hiperyüzeylerin varlıkları araştırılmıştır.
Öncelikle, E5

2 yarı-Öklid uzayında 2 indeksli hiperyüzey-
lerin şekil operatörlerinin tüm mümkün kanonik formların-
dan bahsedilmiştir. Ardından, bu hiperyüzeylerden orta-
lama eğriliğinin gradyenti ∇H ışıksal olan hiperyüzey-
lerin biharmonik olması durumunda şekil operatörlerinin
kanonik formları elde edilmiştir. Ardından, E5

2 uzayında
ortalama eğriliğinin gradyenti ışıksal, 3 farklı asli eğril-
iğe sahip biharmonik 2 indeksli bir hiperyüzeyin olmadığı
ispatlanmıştır. Ayrıca, E5

2 uzayında ortalama eğriliğinin
gradyenti ışıksal, 2 farklı asli eğriliğe sahip biharmonik 2
indeksli bir hiperyüzeyin de olmadığı elde edilmiştir. Bu
teoremlerin sonucu olarak E5

2 uzayında indeksi 2 ve or-
talama eğriliğinin gradyenti ışıksal olan biharmonik bir
hiperyüzeyin olamayacağı doğrudan elde edilmiştir.
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