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TÜBtK GEOMETRtK.ŞEKİLLER tÇtN

HACIM TEOREMt

Doç. Dr. Aydın ALTIN(*)
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.

3

V p (r)\= 2 volume (P) + ?!.. J. K dP
3 p,

R3 de bir hacim fmoUlU vermektedir. Oiwss-Bonnet TeQl'Cmi uyarınca,

f KdP=2KX(P)p

yazıJabilir. Burada X (P) yazımı P nin Euler Karakteristigini'göstermektedir.

Bu sonuç1ardaJR3 yerine daha genel uzaylar alarak WEYL TEOREMt, GAUSS-
BONNET TEOREMt, EULER KARAKTERİSTlÖı ve bunlarJa il@i olarak Eigen
deAerler, EArilik1er, Şekiloperatöİi1 ve hacim fonnOOeri daha genel anlamda incele-
nebilir. EAri, YUzey, 1ntegral, Fmo, Alan ve Hacim kavramlanna daha genel anlam
verilebilir.

.

ı. GıRış

Tübler için yukarıda verilen hacim fonnUlU Rn uzaymda,

i

v:D(r)= (K
rıın-ı

{
volurne(P) + 2K X(p)r2

}
,

.

(
1

)
n

ıD -1 i ,

olmaktadır. Daha düzgün geometrik şekiller olan ba1l1ar için

.2n 'n 11 .2n+1 n+1 n 11+1

Vm. (r)=~ ve Vm (r)= 2 K r .

"
n i 1 . 3 ... (2 n + 1)

olarak yazıJabilir.

(*) Hacettepe Üniveraitesi Ev BkOl1~isi ytiksekokul öıreıim Üyesi
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n = 1 için çok iyitanıdıAunız,

R' '3
Vm (r)=4xr

3 ,-
. '

deAerini buluruz. [1], [2], (3] ve [4] kaynakıarında btı çalışmada geçen ön bilgil~r
daha detaylı olarak bulunabilir.,

.

2. ,BULGULAR

Şekil operatörü, yüzey kat.ıkteristiAi, Eigen deAerler, Eigen vektörler,' Gauss
eltriliAi, yüzey ve yan yüzey kavram1anriı içeren örneklerimiZ hacim teoremlerinin.
daha ıyi anlaşılmasına katkıda bulunacaktır.

,2.1. ÖNERME. M,Rn+l de bir,yanyüzey ve X i o E, TRn (O) başlangıç

noktasında M nin bir ıeAet vektörü olsun. M yanyfizeym.i
2 2 '2

'"
: (Xı> X2, ... Xo) ~ (Xı>X2, ..., Xn, Xı + X2 + ... + X;)

biçİIriinde tanımlıyalım. Bu dmumda, [3] den, k Eigen deAerleri için

k ""Xl ~=k ""X210='" = k ""Xn 10=
2

deAer,i buluiıur.Bu sonuca göre Gauss eltriliAinIDK(M)=2n ve ortalama eAı'iliAin
H(M)=n olduAu bulunur. Yüzeyimiz için bu sonuçlar boyuttan baAlıosız oldulundan
Tübik geometrik Şekiller için yazılıhacim teoremlerinde geçen Gauss elrilikleri ye-
rine yazı1abilirler. ÖzellikIe de R 3de bu' sonuçlar ilgili teoremlerin kolay ve 'anlaşılır
olmasına neden olurlar. Uygulamaları kolaylaştınrlar. ,

2.2. ÖNERME. Yine M, Rn+l de.bir yanyüzeyve X i o E TM (O) başlangıç
noktasında M ninbir telet vektörü olsı.in.M nin tanımını

.

q>: (xi, X2,'" Xn)~ (XloX2' ;.., Xn, Xl' X2 + X2' X3 +... + Xn-l'Xn+ XnXl)
biçiminde yapalım. K Gauss eAriliAi,X Euler ~tiAi(yüzey karakteristili), S
şekil operatörü, k iıormal eAnlik ve Xı>X2,..., XnlerEiegen vektörler olsunlar. Bu
durumda, .

SXi =Xi-ı + ~+ı

k Lxı =:k i X2 = k i Xn =0

K (M) = O, H (M) = O ve

X(M)=O
.

'sonuçları bulunur.
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KANıT. ı , 1 ~ i ~ n + 1, nonnal çatı alanı olsun. M nin .birim nomal
vektör aIanını, . ox i

-a -a ~a a
- <1>1.1-- <1>1.2--:--M'-<pxn--:-+-

C =
Oxı aiz., 'Oxn Oxiı+ı

1/ 1 + ~:i+ ~:2+ -+ ~:D

otarak verebiliriz. Buradan, türev aJarak ve türev sonucunu O nokt8sma uygulayarak,

{- Xz- Xn, ;.., - Xi-r'Xii+ı, ..., -Xn-r xı, I}

1 + {X2 + iL+ ...+ (Xi-ı + Xi+t+ ...+ (xn-ı + xt+ 1

,

~io=(O, O, ..., O, 1)

sonucuna vanlır. Şimdi Eigen vektörleri bulalım.

Xı =~ı i o=(1, O, ..., O,+XZ + X,J i o

Xı =(1, O, ..., O)
,

Xz =<Px2 i o d (O, 1, ..., O, + Xı + X3) i o

Xz = (O, 1, ..., O)

Aym yolla deV4UDederek,

Xn = <Pxni o = (O, O, ..., O, O, 1, + Xn-ı + Xı) i o

Xn = (O, O, ..., 1, O)

eldeederiz.

Bulduıumuz,Eigenvek,törlere S şekil operatörünü uygulayalım.

, d
'SXı =-Vi. C=-- C (O+tX~ lt-o

i d,

dSXı =- - ~(t,O, ..., O)lt-o
d

i

SX _

{

( O, ot,

.

O, ...
.

,0, - t,.1 )
}ıı - - t-O

-V 1 +'2t
z

SX - (O, 1, O, ..., O, 1,0)1 + .!. (O _t
O o , O -t ' I) 4t ' I

\

ı-
Vl+2tZ "

t-O 2 "
,..., .,

v(ı+2tf
t-O

127



SXı
== xn + X2

Aym yolu izleyerek SXj yi bulalım.

d.
SXj= -Vx ç= -- ç(O+tx~ll_o

i dt..

SXj =_.! ç (0, 0, ...,0, t, 0, ..., O)
dt .

, i'yinci yer.
i

SX1=- {(O,
O; m, ~,O, m, ıı) 1,=0

, .

sx ..:,(0,O,...,O,1,O,1,0,.,.,O) I + 1 (00. -tO ~tO 1) 4t J0- t.o - "..., ,t" t-Oı
~ .,,; 1 + 212 . '2' 1/ (ı + 2 tf
SXj =Xi-ı + Xi+~. . .

SXn yi de aynı yolla bulalım.
J

dSXn=-Vx ç= - - ç (O+txJ ii-o
n . dt .

dr . .
SXn~ -

dt ~ (0, 0, ...,0, -t, O)iı-o

i

SX - _
{

(-to0, ..", -t, 0, 1)
.}

1n-
1/

2
ı-O

.
1+2(. ~

SX - (1,0,..., 1,0,0)1 + ! (_' t ° -t .0 ' 1) 4t In- {ı-d ı-o
.

,., ...,. ,. ..t
'

.

'
ı-O

2
. 2

11
3

1+ 2t (ı + 2t'

SXi= X2 + X3

SX2 =X3 +Xı

SX3=Xı +X2
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olarak elde edilmektedll'. ıyi bilinen yüzeyler,2 boyutlu yanyüzeyler, için SXı =X2 ve

SX2 =Xı oldugu her geometri kayna~da bulunabilmektedir. Nomıal e~eri için,

klxı =<SXı. Xı> = <Xn + X2, Xı >= O

klx2 = <SX2, X2> = <Xı + X3, X2 > = O

......................................................

.....................................................

klXn = <:SXn, Xn> = <Xn-ı + Xı. Xn> =0

sonuçlarını yazabilmz. Burada < , > simgesi Sayısal çarpımı göstermektedir. K(M)
Gauss egriliginin,

K(M) = kıkz ~
K{M) =0

oldugu yukarıdaki sonuçlardan hemen yazılabilir. Yine H{M) ortalama egriligini

H{M) =kı + k2+ ...+ kn .

, n

H(M)=O

buluruz. IR3.de iyi bilinen, '\ ,

f K (P) dP =Z1tX (P)
p

.

sonucundan, K=O olduguna göre, 21t#>.0Iması X(P)=O olmasını gerektirir. Bu tür
yüzeylere Tor türüyüzeyler diyoruz. X yüzey karekteristi~iaynı tür yi,izeyler için
degişmezdir. ömegin bilinen küp yüzeyi için x=köşe-ayıt+yüz= 8-12+6=2 bulunur.
Ongen piramit içın X=11-20+11=2 ve yine yüzgen piramit için x=101-200+101=2
olarak hesap edilebiliyor. R3 de Qir ~oryüzeyi için x=9-18+9=O olur. Kaynaklarda
torun Okarekteristiginin'birkulplu kahve fincanı türüyüzeyler için de aynen korun-

.

duguyazı1maktadır.Buradan, örnekn bOyutluyarıyüzeyimizde gerçektenX Euter ka-
rekteristiginin (yüzey karekteristıginin) sıfır 9ldugunu anlanz. Bu sonuçlardan
önermemizin kanıtlanmışoldugusonucuna varılır.

2.3.ÖNERME. R3 de M .bir kulplukahve fincanı türü yüzey ve A, M
üzerinde kapalı bir bölge olsu)). a, Anın. sonlu sayıda aynk, basit-kapalı ai
egrilerinin bileşimi olsun. a. üzerindeki dış köşe açılarını 01, e2, ...; On ile
gösterelim. kg jeodezik egrilik olsun. Bu durumda,

--- ----
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olur.

f- kg=i.ei
İ=L

a

KANıT. f kg =21tX (A)-~eifAK
_ ı-I

a -
oldugu iyi bilinen bir sonuçtur.

X (A) =O ve JA K = O oldugundan,

sonucuna vannz. Bu da kanıtı tamamlar.

Son olarak, konunun anlaşılması yönünden, [5], [6] ve [7] kayna1darının okun-
masını içtenlikle önerebilirim.
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