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ÖZET

Bu çalışmada belirtisiz topolojik uzaylarda S-kapalılık incelendi. Biryarı
S-kapalı belinisiz topolojik uzayın yarı-kararsız gürüntüsünün S-kapalı oldugu
gösterildi. Belirtisiz hemen hemen açık fonksiyonun yarıaçık kümelerle
karakterızasyonu verildi. Üstelik, I-tıkız belirtisiz topolojik uzay tanımlandı ve
I-tıkızlıgın karakterizasyonu verildi. Belirtisiz I-tıkız olup S-kapalı olmayan bir
belirtisiztopolojikuzayömegiverildi. '

ABSTRACT

This paper discusses fuzzy S-closedness and fuzzy I-compactness in fuzzy
topological spaces. We show thatthe quasi-irresoluteimage of a quasi S-closed fuzzy
topological space is S-closed. We gave a characterization of fuzzy almost open
mapping in terms ofsemiopen sets. Moreover, I-compact fuzzy topological spaces
are defined and I-compactness is characterized. Also we give an example of a
I-compact but not S-closed fuzzy topological space.

ı. GİRİŞ

Be1irtisiz küme kavramı ilk kez Zadeh tarafındantanıtıldı [1]. Be1irtisiz topolojik
uzay tanımı ve bununla ilgili temel kavramlar Chang tarafındanverildi [2]. Belirtisiz
topolojik uzaylarda bazı fonksiyon türleri ve bunlarla ilgili bazı özellikler Azad ve
Yalvaç tarafındanverildi [3,4]. '

İkinci kesimde çalışmada kullanılan bazı özellikler hatırlatıldı. Üçüncü kesimde.
ise [5] de tanımlananS-kapalılık ve S-tıkızlıkla ilgili bazı sonuçlar verildi.

2. ÖNBİLGİLER

2.1. Tanım. X :F ci>ve 1" (X) =( f/ f: X ~ [0,1] ) olsun. 1" (X) in ögelerine X
in belirtisiz alt kümeleri denir [1].

(*) Hacettepe Üniversitesi Egitim Fakültesi Ögretim üyesi.

(**) Hacettepe üniversitesi Fen Fakültesi Ögretim üyesi.
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2.2. Tanım.X -j:.ıl>ve 'tx ç;;; ~ (X) altailesi için,

(i) Ox E'tx ve IxE'tx,

(ii) Vf,.gE'tx için fAgE'tx,

(iii) VfiE'tx, ViEl ise, iYı fiE'tx

koşullan saglanıyorsa, 'tx ailesine X üzerinde belirtisiz topoloji denir [2]. Bu
durumda (X, 'tx) ikilisi belirtisiz topolojik uzay (kısaca b.t.u.) adını alır.

Belirtisiz topolojik uzaylarda taban ve alttabantanımları [3] de bulunabilir.
, -
2.3. Tanım. fE.'l(X) için f nin kapanışı olan f ve f nin içi olan fO,

f= inf (gE~(X): g~ f, g kapalı),

fO=SUp(gE'tx: g~f}

ile tanımlanır [3].

2.4. Tanım. A, X in bir belirtisiz kümesi olsun.

(i) 'Ô ~ A ~ 'Ô olacak şekilde bir 'ÔE'txvarsa, A ya yarıaçık küme denir [3].

(ii) A =(X)oise, A ya düzenli açık küme denir [3].

(iii) A =(AOt ise, A ya düzenli kapalı küme denir [3].

iv) ~O~ A~ ~ olacakşekildebir ~ kapalıkümesivarsa,A ya yankapalıküme
denir [3].

[v] A hem yanaçık ve hem de yarıkapalı ise, A ya yarıdüzenli küme denir [5].

2.5. Tanım. (X, 'tX), (Y, 'ty) belirtisiz topolojik uzaylan ve f: X ~ Y
fonksiyonu verilmiş olsun.

(i) Her AE'tX için f(A)E'ty ise, f ye belirtisiz açık fonksiyon denir [3].

(ii) Her ~E'tX için f~) yarıaçık ise, fye belirtisiz yanaçık fonksiyon denir [3].

(iii) X'de her 'Ô y::ırıaçıkkümesi için f ('Ô)kümesi-Y'de yanaçık ise, f belirtisiz
önyarıaçık fonksiyondurdenir [4].

(iv) Her gE'ty için f-L (g), X'de yarıaçık ise, f ye belirtisiz yarısürekli fonksiyon

denir [3].

(v) Y'de her A yarıdüzenli kümesi için f-L (A) kümesi X'de yarıdüzenli ise, f ye
belirtisiz yarı-kararsızfonksiyon denir [5].
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2.6. Tanım. fie9{X), V'ie! için (fdie! ailesi X in bir örtüsüdür ~ yı fi =ix

dir [2].

2.7. Tanım. (i) Bir (X, 'tX) b.t.u tıkızdır ~ X in her açık örtüsü sonlu bir
altörtübulundurur[2].

(ii) Bir (X, 'tX) b.t.u hemen hemen. tıkızdır ~ X in her belirtisiz açık örtüsü,
kapanışları X'i örten sonlu bir altörtübulundurur[6].

Bir (X, 'tX) b.t.u'da alman i..belirtisiz kümesinin yarıkapanışının

ı,. = A {ı.ı.: i.. :s; ı.ı., ı.ı. belirtisiz yarıkapalı kümedir}

diye tanımlandıgını anımsarsak şu önermenin geçerli oldugunu bilmekteyiz:

2.8. Önerme. 1.., X'in bir belirtisiz yarıaçık kümesi ise, i.. nın yarıkapanışı ı,..

yarıdüzenlidir [5].

2.9. Teorem.' f: X ~ Y fonksiyonu belirtisiz yansüreklidir ~ X'in her i..

belirtisiz kümesi için fa,) :s; f (I..) dir [4].

3. BELİRTİSİz S-KAPALI UZAYLAR

Bu kesimde belirtisiz yarıaçık küme tanımmd~n.hareketle belirtisiz topolojik
uzaylarda tanımlananS-tıkızlık ve S-kapalılıkla ilgili bazı sonuçlar verecegiz. Kısaca
bu tanımları hatırlatalım:

Bir (X, 'tX) b.Lu verilsin. X'in her yarıaçık örtüsünden (kapanışları,
yarıı'apanışları) X'i örten sonlu bir altörtü seçilebiliyorsa X uzayma S-tıkız
(S-kapalı, yarı S-kapalı) denir [5].

Açıktır ki her belirtisiz S-tıkız uzay S-kapalıdır. Bunun tersi genelde dogru
degildir [5].

3.1. Teorem. Belirtisiz yarı S-kapalı bir uzaym .belirtisiz yarı-kararsız
görüntüsüS-kapalıdır.

KanıLf: X ~ Y fonksiyonu belirtisiz yarı-kararsız ve örten olsun. X uzayı yarı
S-kapalı ve {fi} iel ,Y nİn bir yarıaçık örtüsü ise, yarıaçık kümenin yarıkapanışı

yarıdüzenli oldugundan { .f i LeI ,Y nin yarıdüzenli kümelerden oluşan örtüsüdür.f
yan-kararsız oldugundan {f-1 ( f i)} iel ,X'in yandüzenli örtÜsüdür. X uzayı yarı

S-kapalı oldugndan, sonlu bir F ~ i alt kümesi vardırki ViEFf-l(f i) =IX'dir. f örten

oldugundan, ly=f(lx)=f(Y f-ı (.fi» = Yp f(f-ı (.fi»:S;Y f ı':S;Y ri eldeedilir.
ıEP ıE iEF - ıEF

Böylece Y uzayı S-kapalıdır.
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3.2. Sonuç. Belirtisiz S-tıkız uzayın belirtisiz yarı-kararsız örten görüntüsü
S-kapalıdır. .

Kanıt. Belinisiz S-tıkız uzay yarı S-kapalı olduğundan 3.1. Teorem'den kolayca
çıkar.

3.3. Teorem. Bir belirtisiz S-tıkız uzayın belirtisiz yarısürekli görüntüsü
tıkızdır.

Kanıt. f: X ~ Y belirtisiz yarısürekli ve önen bir fonksiyon olsun. (fj) ie I'

Y'nin belirtisiz açık örtüsü ise,-{ f-1 (fJ) iE I, X'in bir yarıaçık örtüsüdür.Hipotezden
sonlu bir Fçl a1tkümesi vardır ki ~ f-1 (fJ =ix dir. f nin örtenliğinden ly =~ fi

elde edilir. Böylece Y uzayı tıkızdır.

Belirtisiz hemen hemen açık fonksiyon tanımı Ganguly ve Saha tarafından
verildi. Bir f : X ~ Y fonksiyonu hemen hemen açıktır. <=>Y'de her i. belirtisiz

açık kümesiiçin f-1 {i,,) ~ f-1(A)dir [7]. Belirtisizhemenhemenaçık fonksiyonu
belinisiz yarıaçık kümelerle karakterizeedebiliriz:

3.4. Önerme. Bir f : X ~ Y fonksiyonu belirtisiz hemen hemen açıktır <=>

Y'de her i. yarıaçık kümesi için f-1 ~ ~ f-1(A) dir.

Kanıt. => : f hemen hemen açık ve 1., Y'de yanaçık olsun. O zaman bir ~ açık

kümesi vardır ki ~ ~ i. ~ ~ ve f-1 (i!) ~ f-1 (I.) ~ f-1 @) ~ f-1 (ıı) ~ f-1(A) dir.~i:i

olduğundanf-1 ~ ~ f-1(A) elde edilir.

<=:: Belinisiz açık küme yarıaçık olduğundanaçıktır.

3.5. Teorem. f, X'den Y üzerine belirtisiz hemen hemen açık, yarıaçık bir

fonksiyon ve Y uzayı S-kapalı olsun. X'deki her i. yarıaçık kümesi için f-1(f (1.»= 1.
ise, X uzayı hemen hemen tıkızdır.

Kanıt. {fj) iE I, X'in belirtisiz açık örtüsü olsun. O zaman {f (fJ hE i ailesi Y'nin
yarıaçık örtüsüdür. Y uzayı S-kapalı olduğundan sonlu bir Fç;I altkümesi vardır ki

VF f (fi) =1 y'dir.Böylece iX =f-1 <V
F

f (fi»= (V
F f (fi))) ~ VF

f-1 (f (fi) )~ VF f i
lE . lE. lE ıE ıE

çıkar. X uzayı hemen hemen tıkızdır.

Belirtisiz ön-yarıaçık fonksiyon yarıaçık olduğundan aşağıdaki sonucu
verebiliriz:

3.6. Sonuç. f, X'den Y üzerine belinisiz hemen hemen açık, ön-yarıaçık ve Y

uzayı S-kapalı olsun. X'deki her A..yarıaçık kümesi için f-1 (f (1.» ~ i. ise, X uzayı
S-kapalıdır.

. .
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4. BELİRTİSIz I-TIKIZ UZAYLAR

Bu kesimde belirtisiz düzenli kapalı kümeler kullanılarak I-tıkızlık
tanımlanacaktır:

4.1. Tanım. Bir (X, 'tX) b.t.u I-tıkızdır <=>,X'in her belirtisiz düzenli kapalı
örtüsü, içleri X'i örten sonlu bir altörtü bulundumr.

Belirtisiz S-kapalı uzaylar için aşağıdaki karakterizasyon[5]'de verilmiştir:

(X, 'tX) b.t.u S-kapalıdır <=>X'in her belirtisiz düzenli kapalı örtüsü sonlu bir
altörtü bulundurur. Buradan her belirtisiz I-tıkız uzayın S-kapalı olduğu açıktır.
Bununtersigeneldedoğrudeğildir:

.

4.2. Örnek. X = fa, b, c, d} olsun. X üzerinde {fn' gn, hn, kn : n = 1,2, ...}
ailesinin alttaban olduğu belirtisiz topoloji 'tX ile gösterelim.

Burada

fn (a) = 1 - lin, fn (b)=I-l/n, fn (o) = 1/2, fn (d) = I-I/n,

gn (a) = I-I/n, gn (b) = 1/2, gn (c) = I-I/n, gn (d) = I-lin,

hn (a) = O, hn (b) = O, hn (c) = 1/2, !ın (d) = lin,

kn (a) = I/n, kn (b) = 1/2, kn (c) = O, kn (d) = O

dir [9]. Bu durumda fn (a) =fn (b) =ğn (c) =ğn (d) = 1 olduğundan {fn, ğn : n = I,
2, ...} belirtisiz düzenli kapalı örtüdür. S-kapalılık için verilen karakterizasyon
gereğince, bu düzenli kapalı örtüden sonlu altörtü seçilebilir. Böylece (X, 'tX) b.t.u
S-kapalıdır. Diğer taraftan (fn)Ove (ğn)O belirtisiz kümeleri düzenli açıktır. Yani
(fn>0=fn ve (ğn>° =gn dir. Fakat { (fn)O , (ğn)O : n = 1,2, } örtüsünden sonlu
altörtü seçilemez. O halde (X, 'tx) uzayı I-tıkız değildir.

Belirtisiz yanaçık kümelerle I-tıkızlığı karakterizeetmek olanaklıdır.

4.3. Teorem. Bir (X, 'tx) b.t.u I-tıkızdır <=>X'in her belirtisiz yanaçık örtüsü,
kapanışlannın içi X'i örten sonlu altörtübulundurur.

Kanıt ~ {fdieI, X'in yanaçık örtüsü ise, {[dieJ X'in düzenli kapalı örtüsüdür.

X uzayı I-tıkız olduğundan sonlu bir Fg altkümesi vardır ki XifDo =iX dir.

<= : Belirtisiz düzenli kapalı küme yanaçık olduğundan istenen hemen elde
edilir.

4.4. Teorem. Bir f : X ~ Y fonksiyonu belirtisiz 'sürekli, örten ve X uzayı
I-tıkız ise Y uzayı hemen hemen tıkızdır.
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Kanıt. {fd ie J .Y nin belirtisiz açık kümelerden oluşan örtüsü olsun. f belirtisiz

sürekli oldu~undan {f-1 ({fdhe J . X'inbelirtisizaçıkörtüsüdür.Buradan

{ f-1 (fi) hCL' X'in düz~nli kapalı örtüsü olup X'in I-tıkızlı~ından sonlu bir F ç;; J
.

a1tkümesi vardır ki ix =VF
(f-1 (fV)Odir. f nin süreklili~ive örtenli~igere~inceıE

ly =f (lx) =f ( VF
(O (fV)O)= VF f (f-1 (fD) $; VF f (f-1 (fi» $; V

F f (f-1 (fV) =
LE ıE ıE . LE

VF fi elde edilir. O halde Y uzayı hemen hemen
tıkızdır.

ıE
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