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Abstract 

In this study, we obtain new fractional integral inequalities for convex functions and some different 
functions, using conformable fractional derivative and integral. We extend and generalize some important 
inequalities in the literatüre. 
 
Keywords: Conformable derivative and integral, convex functions. 

Özet 

Bu çalışmada, uyumlu kesirli türev ve integral tanımları yardımıyla, konveks fonksiyonlar ve bazı farklı 
türden fonksiyonlar için yeni kesirli integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Literatürde var olan bazı önemli 
eşitsizlikler genişletilmiş ve genelleştirilmiştir. 
 
Anahtar Kelimeler: Uyumlu türev ve integral, konveks fonksiyon. 
 

©2019 Usak University all rights reserved. 

1. Giriş 
 
Kesirli mertebeden türev ve integral, klasik türev ve integral kavramlarının 
genelleştirilmesidir. Kesirli mertebeden türev kavramı ilk kez L’Hospital ve Leibnitz 
arasındaki mektuplaşma sırasında ortaya çıkmıştır. Bu mektuptan sonra pek çok 
matematikçi bu konuda çalışmalar yapmıştır. Bu konuda ilk uygulamanın yazılması 
1823’de Niels Henrik Abel’e aittir. Abel bir çalışmasında karşısına çıkan bir integral 
denklem çözümünde kesirli basamaktan türevleri uygulamıştır. Abel’in bu güzel çözümü, 
Liouville’nin dikkatini çekmiş ve ilk olarak Liouville tarafından kesirli basamaktan türev 
için mantıklı bir tanım verilmesini sağlamıştır. Liouville’nin tanımını birçok matematikçi 
zaman zaman yeniden ele alarak yeni kesirli türev ve integral tanımları elde etmişlerdir 
[1-3]. Bu tanımlardan bazıları şunlardır. 



Korkmaz ve Uçar / Uşak Üniversitesi Fen ve Doğa Bilimleri Dergisi 51-64 2019 (2) 

 

52 
 

Tanım 1.1: 𝑓 fonksiyonu her sonlu , (𝑎, 𝑡) aralığında sürekli ve integrallenebilir olsun. 𝑚 ∈
ℕ, 𝑚 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑚  olamak üzere 𝑡 > 𝑎  için reel bir 𝑓  fonksiyonunun 𝛼.  mertebeden 
Riemann-Liouville türevi 

𝐷𝛼𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝑚 − 𝛼)

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
∫

𝑓(𝜏)

(𝑥 − 𝜏)𝛼+1−𝑚
𝑑𝜏

𝑡

0

 

ile tanımlanır. 

Tanım 1.2:  𝑓 ∈ 𝐶𝜇  (𝜇 ≥ −1)  olmak üzere  𝑡 > 0  ve 𝛼 ≥ 0  iken 𝛼.  mertebeden Riemann-

Liouville kesirli integrali   

𝐽𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 

şeklinde tanımlanır. Riemann-Liouville kesirli integrali operatörü için 𝛼, 𝛽 ≥ 0  olmak 
üzere, yarı-grup özelliği  

𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑡) = 𝐽𝛼+𝛽𝑓(𝑡) 

ve değişme özelliği  

𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑡) = 𝐽𝛽𝐽𝛼𝑓(𝑡) 

sağlanır.  

Tanım 1.3 : 𝛼 > 0 ve  𝑦 > 𝑎 için, 

𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑦) =

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑦 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑦

𝑎

 

şeklinde tanımlanan kesirli integrale 𝛼.  mertebeden sağdan Riemann-Liouville kesirli 
integrali  denir. 𝛼 > 0 ve 𝑦 < 𝑏 için, 

𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑦) =

1

𝛤(𝛼)
∫(𝜏 − 𝑦)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑏

𝑦

 

şeklinde tanımlanan kesirli integrale ise 𝛼. mertebeden soldan Riemann-Liouville kesirli 
integrali denir. 

Tanım 1.4: 𝑚 pozitif bir tam sayı olmak üzere 𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚  için 𝑓 fonksiyonunun 
Caputo Türevi,  
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𝐷𝑧
𝛼

𝛼 𝑓(𝑧) =
1

Γ(m − α)
∫(𝑧 − 𝑡)𝑚−𝛼−1

𝑧

𝛼

𝑓(𝑚)𝑑𝑡 

şeklindedir. 

Tanım 1.5: 𝑓: [0, ∞) → ℝ bir fonksiyon olsun. 𝑡 > 0 ve 𝛼 ∈ (0,1) için  

𝑇𝛼𝑓(𝑡) = lim
𝜀→0

𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
  

ifadesine, 𝑓 fonksiyonunun 𝛼-kesirli türevi veya uyumlu türevi denir. 

Tanım 1.6: 𝑓: [0, ∞) → ℝ  fonksiyonunun 0 < 𝛼 ≤ 1  olmak üzere 𝛼. mertebeden soldan 
uyumlu kesirli türevi 

𝑇𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) = lim

𝜀→0

𝑓(𝑡 + 𝜀(𝑡 − 𝑎)1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

olarak tanımlanır. Eğer (𝑎, 𝑏) aralığında 𝑇𝛼
𝑎(𝑓)(𝑡) türevi varsa 

𝑇𝛼
𝑎(𝑓)(𝑎) = lim

𝑡→0+
𝑇𝛼

𝑎 𝑓(𝑡) 

şeklindedir. Benzer şekilde 𝑓 fonksiyonunun 𝛼.mertebeden sağdan uyumlu kesirli türevi,  

𝑇𝑏
𝛼(𝑓)(𝑡) = − lim

𝜀→0

𝑓(𝑡 + 𝜀(𝑏 − 𝑡)1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
 

olarak tanımlanır. 

Uyumlu türevin bazı temel özellikleri şu şekildedir. 

1. 𝑇𝛼(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑇𝛼(𝑓) + 𝑏𝑇𝛼(𝑔), ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. 
2. 𝑇𝛼(𝑓𝑔) = 𝑓𝑇𝛼(𝑔) + 𝑔𝑇𝛼(𝑓) 
3. 𝑇𝛼(𝑡𝑝) = 𝑝𝑡𝑝−𝛼 , ∀𝑝 ∈ ℝ. 

4. 𝑇𝛼 (
𝑓

𝑔
) =

𝑔𝑇𝛼(𝑓)−𝑓𝑇𝛼(𝑔)

𝑔2  

5. 𝑇𝛼(𝑐) = 0, 𝑐 sabit. 

Tanım 1.7:  𝑓: [0, ∞) → ℝ fonksiyonu verilsin. 𝑡 > 0 ve 𝛼 ∈ (0,1) için, 

𝐼𝛼
𝑎𝑓(𝑡) = ∫ 𝑥𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

integraline, 𝑓 fonksiyonunun 𝛼-uyumlu kesirli integrali denir. 
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Uyumlu kesirli analiz yardımıyla bazı farklı fonksiyonlar için yeni eşitsizlikler incelenirken 
kullanacağımız fonksiyon tanımları ise şu şekilde verilebilir. 

Tanım 1.8: 𝑓: [𝑢, 𝑣] → ℝ fonksiyonu ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑢, 𝑣] ve 𝜆 ∈ [0,1] için, 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eşitsizlik yön değiştirirse 
𝑓 fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. 

Tanım 1.9: Negatif olmayan 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝜆 ∈ (0,1) için  

 𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤
𝑓(𝑥)

𝜆
+

𝑓(𝑦)

1 − 𝜆
 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑄(𝐼) sınıfındandır denir. 

Tanım 1.10: 𝑓 negatif olmayan bir fonksiyon ve  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼,  ∀𝜆 ∈ [0,1] aralığı için 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝑃 fonksiyonudur veya 𝑃(𝐼) sınıfına aittir, 
denir. 

Tanım 1.11:  ℎ: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ bir pozitif fonksiyon olsun. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu negatif 
olmayan bir fonksiyon, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝜆 ∈ (0,1) için 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ ℎ(𝜆)𝑓(𝑥) + ℎ(1 − 𝜆)𝑓(𝑦) 

eşitsizliğini sağlıyorsa, 𝑓 fonksiyonu ℎ-konveks fonksiyondur veya 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) sınıfındandır, 
denir. 

𝑥 𝑣𝑒 𝑦 pozitif sayıların 𝑟. mertebeden kuvvet ortalaması 

𝑀𝑟 (𝑥, 𝑦; 𝜆) = {(𝜆𝑥𝑟 + (1 − 𝜆)𝑦𝑟)
1
𝑟 , 𝑟 ≠ 0  

                𝑥𝜆𝑦1−𝜆 , 𝑟 = 0
 

şeklinde tanımlanmıştır. Pearce ve diğerleri bu eşitsizliği, ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]   ve  𝜆 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑀𝑟(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦), 𝜆) = {(𝜆[𝑓(𝑥)]𝑟 + (1 − 𝜆)[𝑓(𝑦)]𝑟)
1
𝑟 , 𝑟 ≠ 0  

[𝑓(𝑥)]𝜆[𝑓(𝑦)]1−𝜆 , 𝑟 = 0
 

[𝑎, 𝑏]  aralığında tanımlı 𝑟 -konveks pozitif 𝑓  fonksiyonuna genelleştirmişlerdir. Farklı 
türden fonksiyonlar ile ilgili daha ayrıntılı bilgi [4-8] makalelerinde bulunabilir. 
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2. Uyumlu Kesirli İntegral Eşitsizlikleri 

Bu bölümde, farklı türden fonksiyonlar için uyumlu kesirli analiz yardımıyla elde edilen 
bazı eşitsizlikler verilmiştir. 

Teorem 2.1 : 𝑓 ∈ 𝑄(𝐼), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] olsun. 𝛼 > 0 olmak üzere  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝑛!

Γ(𝛼 + 1)

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)
[𝐼𝛼

𝑎𝑓(𝑏) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)] 

uyumlu kesirli integral eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 ∈ 𝑄(𝐼) olduğundan,  

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≤
𝑓(𝑥)

𝜆
+

𝑓(𝑦)

1 − 𝜆
 

eşitsizliğinde 𝜆 =
1

2
 seçilirse ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 için 

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) ≤ 2(𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) 

elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1 ile çarpılırsa, 

1

𝑛!
𝑓 (

𝑥 + 𝑦

2
) 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1 ≤

2

𝑛!
(𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦))𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1 

bulunur. Elde edilen eşitsizlik [0,1] aralığında 𝑡 ye göre integrallenirse, 

1

𝑛!
∫ 𝑓 (

𝑥 + 𝑦

2
) 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 ≤

1

0

2

𝑛!
∫(𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦))𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡

1

0

≤
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑥)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 +
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑦)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 

elde edilir. 

𝑥 = 𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 

yazılarak dönüşüm uygulanırsa, 
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1

𝑛!
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡

1

0

≤
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡

+
2

𝑛!
∫ 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 ≤ 𝐼1 + 𝐼2 

𝐼1 =
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 

𝑢 = 𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑑𝑢 = (𝑎 − 𝑏)𝑑𝑡, 𝑡 =
𝑏 − 𝑢

𝑏 − 𝑎
, 𝑡 = 0 → 𝑢 = 𝑏, 𝑡 = 1 → 𝑢 = 𝑎 

olmak üzere, 

𝐼1 =
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑢)

𝑎

𝑏

(
𝑏 − 𝑢

𝑏 − 𝑎
)

𝑛

(1 −
𝑏 − 𝑢

𝑏 − 𝑎
)

𝛼−𝑛−1 𝑑𝑢

𝑎 − 𝑏

=
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑢)

𝑏

𝑎

(𝑏 − 𝑢)𝑛

(𝑏 − 𝑎)𝑛

(𝑢 − 𝑎)𝛼−𝑛−1

(𝑏 − 𝑎)𝛼−𝑛−1

1

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑢

=
2

𝑛!

1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
∫ 𝑓(𝑢)

𝑏

𝑎

(𝑏 − 𝑢)𝑛(𝑢 − 𝑎)𝛼−𝑛−1𝑑𝑢 =
2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
(𝐼𝛼

𝑎𝑓)(𝑏) 

𝐼2 =
2

𝑛!
∫ 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 

𝑢 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, 𝑑𝑢 = (𝑏 − 𝑎)𝑑𝑡, 𝑡 =
𝑢−𝑎

𝑏−𝑎
, 𝑡 = 0 → 𝑢 = 𝑎, 𝑡 = 1 → 𝑢 = 𝑏  olmak 

üzere, 

𝐼2 =
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑢)

𝑏

𝑎

(
𝑢 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)

𝑛

(1 −
𝑢 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)

𝛼−𝑛−1 𝑑𝑢

𝑏 − 𝑎
=

2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑢)

(𝑢 − 𝑎)𝑛

(𝑏 − 𝑎)𝑛

𝑏

𝑎

(𝑏 − 𝑢)𝛼−𝑛−1

(𝑏 − 𝑎)𝛼−𝑛−1

𝑑𝑢

𝑏 − 𝑎

=
2

𝑛!

1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
∫ 𝑓(𝑢)(𝑢 − 𝑎)𝑛(𝑏 − 𝑢)𝛼−𝑛−1

𝑏

𝑎

𝑑𝑢 =
2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝐼𝑏

𝛼𝑓(𝑎) 

Β(𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑡𝑎−1𝑥

0
(1 − 𝑡)𝑏−1𝑑𝑡  olduğundan, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑛!
∫ 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

𝑑𝑡 =
𝑓 (

𝑎 + 𝑏
2

)

𝑛!
Β(𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛) =

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑛!

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)

Γ(𝛼 + 1)
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𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑛!

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)

Γ(𝛼 + 1)
≤

2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎𝑓(𝑏) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)] 

bulunur. Elde edilenler düzenlenirse, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝑛!

Γ(𝛼 + 1)

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)
[𝐼𝛼

𝑎𝑓(𝑏) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)] 

bulunur ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.2 : 𝑓 ∈ 𝑃(𝐼), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏], 𝛽 > 0 olmak üzere, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝑛!

Γ(𝛼 + 1)

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)
[𝐼𝛼

𝑎𝑓(𝑏) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)] ≤ 2[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]  

uyumlu kesirli integral eşitsizliği sağlanır. 

İspat : Teorem 2.1 deki ispata benzer şekilde, 

2[𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)] ≥ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 

eşitsizliğinin her iki tarafı 
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1  ile çarpılır ve [0,1]  aralığında 𝑡  ye göre 

integrallenirse, 

2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 +
2

𝑛!
∫ 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡

≥
𝑓 (

𝑎 + 𝑏
2

)

𝑛!
∫ 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡

1

0

 

𝐼1 + 𝐼2 ≥
𝑓 (

𝑎 + 𝑏
2

)

𝑛!
∫ 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡

1

0

 

𝐼1 =
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 

𝑢 = 𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑑𝑢 = (𝑎 − 𝑏)𝑑𝑡, 𝑡 =
𝑏−𝑢

𝑏−𝑎
, 𝑡 = 0 → 𝑢 = 𝑏, 𝑡 = 1 → 𝑢 = 𝑎  olmak 

üzere, 
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𝐼1 =
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑢)

𝑎

𝑏

(
𝑏 − 𝑢

𝑏 − 𝑎
)

𝑛

(1 −
𝑏 − 𝑢

𝑏 − 𝑎
)

𝛼−𝑛−1 𝑑𝑢

𝑎 − 𝑏

=
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑢)

𝑏

𝑎

(𝑏 − 𝑢)𝑛

(𝑏 − 𝑎)𝑛

(𝑢 − 𝑎)𝛼−𝑛−1

(𝑏 − 𝑎)𝛼−𝑛−1

1

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑢

=
2

𝑛!

1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
∫ 𝑓(𝑢)

𝑏

𝑎

(𝑏 − 𝑢)𝑛(𝑢 − 𝑎)𝛼−𝑛−1𝑑𝑢 =
2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
(𝐼𝛼

𝑎𝑓)(𝑏) 

𝐼2 =
2

𝑛!
∫ 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 

𝑢 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, 𝑑𝑢 = (𝑏 − 𝑎)𝑑𝑡, 𝑡 =
𝑢−𝑎

𝑏−𝑎
, 𝑡 = 0 → 𝑢 = 𝑎, 𝑡 = 1 → 𝑢 = 𝑏 

olmak üzere, 

𝐼2 =
2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑢)

𝑏

𝑎

(
𝑢 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)

𝑛

(1 −
𝑢 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)

𝛼−𝑛−1 𝑑𝑢

𝑏 − 𝑎
=

2

𝑛!
∫ 𝑓(𝑢)

(𝑢 − 𝑎)𝑛

(𝑏 − 𝑎)𝑛

𝑏

𝑎

(𝑏 − 𝑢)𝛼−𝑛−1

(𝑏 − 𝑎)𝛼−𝑛−1

𝑑𝑢

𝑏 − 𝑎

=
2

𝑛!

1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
∫ 𝑓(𝑢)(𝑢 − 𝑎)𝑛(𝑏 − 𝑢)𝛼−𝑛−1

𝑏

𝑎

𝑑𝑢 =
2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝐼𝑏

𝛼𝑓(𝑎) 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑛!
𝛽(𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛) ≤

2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎𝑓(𝑏) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)] 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑛!

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)

Γ(𝛼 + 1)
≤

2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎𝑓(𝑏) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)] 

elde edilir ve böylece birinci kısım ispatlanmış olur. 

𝑓 ∈ 𝑃(𝐼) olduğundan, 

𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤  𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

eşitsizlikleri taraf tarafa toplanırsa, 

𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ 2(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) 

elde edilir. Eşitsizliğinin her iki tarafı 
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1 ile çarpılır ve [0,1] aralığında 𝑡 ye 

göre integrallenirse, 
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2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎𝑓(𝑏) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)] ≤

2

𝑛!
∫ 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))𝑑𝑡

≤
2

𝑛!
∫ 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))𝑑𝑡

≤
2(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))

𝑛!
∫ 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

𝑑𝑡

≤
2(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))

𝑛!
𝛽(𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛) ≤

2(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))

𝑛!

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)

Γ(𝛼 + 1)
 

2

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎𝑓(𝑏) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)] ≤

2(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))

𝑛!

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)

Γ(𝛼 + 1)
 

bulunur ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.3 : 𝑓: [𝑎, 𝑏] → (0, ∞), [𝑎, 𝑏]  üzerinde 𝑟 -konveks bir fonksiyon ve 0 < 𝑟 ≤ 1 
olsun. 

1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎𝑓(𝑏) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)]

≤
𝑓(𝑎)

𝑛!
𝛽 (𝑛 +

1

𝑟
+ 1, 𝛼 − 𝑛) +

𝑓(𝑏)

𝑛!
𝛽 (𝑛 + 1, 𝛼 + 𝑛 +

1

𝑟
)

+
𝑓(𝑎)

𝑛!
𝛽 (𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛 +

1

𝑟
) +

𝑓(𝑏)

𝑛!
𝛽 (𝑛 + 1 +

1

𝑟
, 𝛼 − 𝑛) 

uyumlu kesirli integral eşitsizlikleri sağlanır. 

İspat : 𝑓 fonksiyonu 𝑟-konveks ve 𝑟 > 0 olduğundan 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤ (𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1
𝑟  

𝑓(𝑎(1 − 𝑡) + 𝑡𝑏) ≤ ((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)
1
𝑟  

eşitsizlikleri yazılabilir. Bu eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa, 

𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓(𝑎(1 − 𝑡) + 𝑡𝑏)

≤ (𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)
1
𝑟 + ((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)

1
𝑟  

bulunur. Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1 ile çarpılır ve [0,1] aralığında 𝑡 ye göre 

integrallenirse, 
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1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1[𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓(𝑎(1 − 𝑡) + 𝑡𝑏)]

≤
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1 [(𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)

1
𝑟

+ ((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)
1
𝑟] 

∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

+ ∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑓(𝑎(1 − 𝑡) + 𝑡𝑏)𝑑𝑡

1

0

≤ ∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1(𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

+ ∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

 

elde edilir. Burada Minkowski eşitsizliği kullanılırsa, 

𝐼1 = ∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1(𝑡[𝑓(𝑎)]𝑟 + (1 − 𝑡)[𝑓(𝑏)]𝑟)

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

 

𝐼2 = ∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1((1 − 𝑡)[𝑓(𝑎)]𝑟 + 𝑡[𝑓(𝑏)]𝑟)

1
𝑟𝑑𝑡

1

0

 

olmak üzere, 

𝐼1 ≤ (∫
1

𝑛!

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑡
1
𝑟𝑓(𝑎)𝑑𝑡)

𝑟

+ (∫
1

𝑛!
𝑡𝑛

1

0

(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1(1 − 𝑡)
1
𝑟𝑓(𝑏)𝑑𝑡)

𝑟

 

𝐼1
∗ = ∫

1

𝑛!
𝑡𝑛+

1
𝑟(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

𝑓(𝑎)𝑑𝑡 =
𝑓(𝑎)

𝑛!
∫ 𝑡𝑛+

1
𝑟

1

0

(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡

=
𝑓(𝑎)

𝑛!
β (𝑛 +

1

𝑟
+ 1, 𝛼 − 𝑛) 

𝐼1
∗∗ = ∫

1

𝑛!

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−1+
1
𝑟𝑓(𝑏)𝑑𝑡 =

𝑓(𝑏)

𝑛!
∫ 𝑡𝑛

1

0

(1 − 𝑡)𝛼−1+
1
𝑟 =

𝑓(𝑏)

𝑛!
β (𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛 +

1

𝑟
) 

𝐼1 ≤ (
𝑓(𝑎)

𝑛!
β (𝑛 +

1

𝑟
+ 1, 𝛼 − 𝑛))

𝑟

+ (
𝑓(𝑏)

𝑛!
β (𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛 +

1

𝑟
))

𝑟
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elde edilir. Benzer şekilde 

𝐼2 ≤ (∫
1

𝑛!

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1(1 − 𝑡)
1
𝑟𝑓(𝑎)𝑑𝑡)

𝑟

+ (∫
1

𝑛!

1

0

𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑡
1
𝑟𝑓(𝑏)𝑑𝑡)

𝑟

 

𝐼2
∗ =

𝑓(𝑎)

𝑛!
∫ tn

1

0

(1 − t)α−n−1+
1
rdt =

f(a)

n!
β (n + 1, α − n +

1

r
) 

𝐼2
∗∗ =

𝑓(𝑏)

𝑛!
∫ 𝑡𝑛+

1
𝑟

1

0

(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑑𝑡 =
𝑓(𝑏)

𝑛!
β (𝑛 + 1 +

1

𝑟
, 𝛼 − 𝑛) 

bulunur. 

𝐼2 ≤ (
f(a)

n!
β (n + 1, α − n +

1

r
))

𝑟

+ (
𝑓(𝑏)

𝑛!
β (𝑛 + 1 +

1

𝑟
, 𝛼 − 𝑛))

𝑟

 

elde edilir. O halde 

∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

+ ∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑓(𝑎(1 − 𝑡) + 𝑡𝑏)𝑑𝑡 ≤

1

0

𝑓(𝑎)

𝑛!
β (𝑛 +

1

𝑟
+ 1, 𝛼 − 𝑛)

+
𝑓(𝑏)

𝑛!
β (𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛 +

1

𝑟
) +

f(a)

n!
β (n + 1, α − n +

1

r
)

+
𝑓(𝑏)

𝑛!
β (𝑛 + 1 +

1

𝑟
, 𝛼 − 𝑛) 

elde edilir. Teorem 2.2 deki 𝐼1 ve 𝐼2 den 

1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝐼𝛼

𝑎(𝑓(𝑏)) +
1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝐼𝑏

𝛼𝑓(𝑎) =
1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎(𝑓(𝑏)) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)]

≤
𝑓(𝑎)

𝑛!
𝛽 (𝑛 +

1

𝑟
+ 1, 𝛼 − 𝑛) +

𝑓(𝑏)

𝑛!
𝛽 (𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛 +

1

𝑟
)

+
𝑓(𝑎)

𝑛!
𝛽 (𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛 +

1

𝑟
) +

𝑓(𝑏)

𝑛!
𝛽 (𝑛 + 1 +

1

𝑟
, 𝛼 − 𝑛)              

bulunur ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.4 : 𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏  ve  𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] olsun. ℎ-konveks fonksiyonlar 
için,  
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                   𝑓(𝑎 + 𝑏) ≤
ℎ (

1
2

) Γ(𝛼 + 1)

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎(𝑓(𝑏)) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)]

≤
ℎ (

1
2

)

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] ∫ 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

[ℎ(𝑡)

+ ℎ(1 − 𝑡)]𝑑𝑡   

uyumlu kesirli integral eşitsizliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 fonksiyonu ℎ-konveks olduğundan,  

𝑥 = 𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 𝑣𝑒 𝛼 =
1

2
  seçilirse, 

𝑓 (
𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏

2
+

(1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏

2
) ≤ ℎ (

1

2
) 𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) + ℎ (

1

2
) 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ ℎ (

1

2
) [𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)] 

yazılabilir. Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1  ile çarpılır ve [0,1]  aralığında 𝑡  ye 

göre integrallenirse, 

∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) 𝑑𝑡 ≤ ∫

1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

1

0

ℎ (
1

2
) 𝑓(𝑎𝑡 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

+ ∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

ℎ (
1

2
) 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)𝑑𝑡 

Teorem 2.1 deki ispata benzer şekilde, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

β(𝑛 + 1, 𝛼 − 𝑛)

𝑛!
≤

ℎ (
1
2

)

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝐼𝛼

𝑎(𝑓(𝑏)) +
ℎ (

1
2

)

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝐼𝑏

𝛼𝑓(𝑎) 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑛!

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)

Γ(𝛼 + 1)
≤

ℎ (
1
2

)

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎(𝑓(𝑏)) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)] 

bulunur. Böylece eşitsizliğin birinci kısmı ispatlanmış olur. 

𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) olduğundan 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) ≤ ℎ(𝑡)𝑓(𝑎) + ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑏) 

𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑎) + ℎ(𝑡)𝑓(𝑏) 
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yazılabilir. Bu eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa, 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

≤ ℎ(𝑡)𝑓(𝑎) + ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑏) + ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑎) + ℎ(𝑡)𝑓(𝑏) 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏) ≤ [ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1  ile çarpılır ve [0,1] aralığında 𝑡  ye 

göre integrallenirse, 

∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑑𝑡

1

0

+ ∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)𝑑𝑡

1

0

≤ ∫
1

𝑛!
𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]𝑑𝑡

1

0

 

1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝐼𝛼

𝑎(𝑓(𝑏)) +
1

(𝑏 − 𝑎)𝛼
𝐼𝑏

𝛼𝑓(𝑎)

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑛!
∫ 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)]𝑑𝑡 

𝑓(𝑎 + 𝑏)

𝑛!

Γ(𝑛 + 1)Γ(𝛼 − 𝑛)

Γ(𝛼 + 1)
≤

ℎ (
1
2

)

(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐼𝛼

𝑎(𝑓(𝑏)) + 𝐼𝑏
𝛼𝑓(𝑎)]

≤
ℎ (

1
2

) [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]

𝑛!
∫ 𝑡𝑛(1 − 𝑡)𝛼−𝑛−1

1

0

[ℎ(𝑡) + ℎ(1 − 𝑡)]𝑑𝑡 

bulunur ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

3. Tartışma ve Sonuç 
 
Bu çalışmada bazı önemli kesirli türev ve integral tanımlarına yer verilmiştir. Uyumlu 
(conformable) kesirli integrali yardımıyla özel tipten fonksiyonlar için önemli kesirli 
integral eşitsizlikleri incelenmiştir. Çalışmada elde edilen bu eşitsizlikler farklı yeni kesirli 
integral tanımları kullanılarak genişletilerek yeni araştırma alanları oluşturulabilir. 
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