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Ozet

Bu makalede Shimura yiikseltmesi ve modiilarite teoremi yardimiyla eliptik egrilere karsilik gelen, kuadratik
formlarm teta serileri yardimiyla verilen 3/2 agirlikli ti¢ adet Hecke Eigenformunu, ait olduklari yarim tamsayi
agirlikli modiiler form uzaylarinin bazi baz vektorleri cinsinden ifade ediyoruz. iIspatlarda bu Hecke
Eigenformlarin Fourier agilimlarinin ilk terimlerini ve segilen bazi karsilastiriyoruz ve de iki modiiler formun eger
Fourier agilimlarinm ilk terimleri Sturm smirina kadar ayni ise birbirine esit oldugu gercegini kullaniyoruz.

Anahtar kelimeler: Modiiler Formlar, Eliptik Egriler, Kuadratik Formlar, Yarim Tamsayt Agirlikli Hecke
Eigenformlar.

On Hecke Eigenforms of Weight 3/2

Abstract

In this article we express three Hecke eigenforms of weight 3/2 corresponding to elliptic curves via the Shimura
lift and the modularity theorem that are given in terms of theta series of ternary quadratic forms in terms of a basis
of the respective spaces of modular forms of half-integral weight. For the proof we compare the first terms of the
Fourier expansions of these Hecke eigenforms and the chosen basis’ and use the fact that two modular forms are
equal if the first Fourier coefficients up to the Sturm bound coincide.

Keywords: Modular Forms, Elliptic Curves, Quadratic Forms, Half Integral Weight Hecke Eigenforms.

1. Giris

Modiiler formlar ve eliptik egriler 1994°te Andrew Wiles’1n ispatladig1 matematigin 359 yillik problemi
Fermat’in Son Teoremi’nin ispatinda kullanilmasi nedeniyle birbiriyle siki sikiya baglantili ve
popiilerligini koruyan iki konusudur. Bu baglanti1 Taniyama-Shimura Konjektiirii’'nden gelir, bu ise her
bir eliptik egrinin bir modiiler formla eslestigini iddia eder. Modiiler formlar uzay: C tizerinde sonlu
boyutlu bir vektor uzayi oldugu i¢in oldukea ilgi ¢ekici 6zelliklere sahiptir.

Kuadratik formlar tamsayilarin aritmetiginin 6nemli bir parcasint olusturur. Tamsayilarimn ikili
kuadratik formlarla temsili problemi sayilar teorisinin eski problemlerinden birisidir. Kuadratik
formlarm teta serileri birer modiiler form oldugu i¢in bu iki teori de birbirine bu sekilde baglidir.

Bu calismada bazi kuadratik formlarin teta serilerinin klasik teta fonksiyonu ile ¢carpimindan
elde edilen ve Shimura yiikseltmesiyle belirli eliptik egrilere karsilik gelen 3/2 agirlikli Hecke
eigenformlar ait olduklar1 vektor uzayinin taban vektorleri cinsinden ifade edilecektir. Modiiler formlar
icin verilen Sturm sinir1 kullanilarak yeterince Fourier katsayis1 birbirine esit olan iki modiiler formun
birbirine esit oldugu gercegi kullanilarak ispatlar yapilacaktir. Modiiler formlarin Fourier agilimlarmin
bilgisayar yardimiyla (gerekirse biiyiik indisler igin) hesaplanmasinda Magma [1] ile Pari/GP [7] cebir
yazilimlar1 kullanilmistir. Yiiksek performans gerektiren genis araliklarda yapilan hesaplamalar igin
(6zellikle kuadratik formlarin teta serileri ile klasik teta serilerinin ¢arpiminda) Fast Fourier Transform
ozelligine sahip Magma 6n plana ¢ikarken, modiiler formlara ait “mf” paketiyle Pari/GP, Magma’da
olmayan bir¢ok 6zellige sahiptir. Bu makalede elde edilen sonuglar i¢in Pari/GP’de [7] yer alan “mf”
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paketi kullanilmistir. Sturm sinirmin  belirlenmesi, verilen kuadratik formlarm teta serilerinin
hesaplanmasi ve Hecke eigenformlarin Fourier agiliminin bulunmasinda bu paket kullanilmigtir. Farkli
bir problemde eger ¢ok fazla katsayi elde edilmek istenirse iki Fourier agiliminin ¢garpiminda [1] Magma
programi kullanilmalidir.

2. Materyal ve Metot

Bu bolimde ¢alismada kullanilacak kavramlar tanitilacaktir. Makale boyunca # ile karmasik iist yari
diizlem, PSL(2, Z) ile katsayilar1 tamsay1 ve ad — bc =1 olmak tizere % bi¢imindeki lineer kesirli
doniistimlerin grubu ve I' ile modiiler grup gosterilecektir.

Tamm 2.1. [6] f (X4, ..., X)) = X, auX? + Yi>j a;jX; X; bigiminde tammlanan fonksiyona Z tizerinde
tanimli n degiskenli kuadratik form adi verilir. f'nin pozitif definite ve D diskriminantina sahip oldugu
kabul edilsin. Bu durumda g = e?™7 ve T € H olmak iizere f kuadratik formuna karsilik gelen teta serisi
O(f) ile gosterilir ve

0@ =) ¢

X€EL"

olarak tanimlanir. Burada ¢ = e?™ 7 seklindedir.

Tanim 2.1’¢ dikkat edilirse aslinda kuadratik formun teta serisi bir tamsayinin verilen kuadratik
form tarafindan temsil edildigi durumlardan olusmaktadir. Kolayca gortilebilir ki “iki kuadratik forma
karsilik gelen katsayr matrisleri R halkasi tizerinde birbirine benzer ise bu iki kuadratik form birbirine
denktir” seklinde tanimlanan bagint1 D diskriminantina sahip tiim kuadratik formlarin kiimesi iizerinde
bir denklik bagintis1 olur, bu denklik bagintisinin denklik siniflarindan birisi k olsun, f kuadratik formu
k denklik sinifindan alinsin ve katsayr matrisi A olsun. N € N sayis1 N. A~! matrisi tamsay1 girdilere
sahip ve diyagonal iizerinde ¢ift say1 olacak sekildeki en kiiiik say1 olarak secilsin. Ote yandan D, f’nin
diskriminant1 yani A katsay1 matrisinin determinant1 ve

2D n=1(mod?2)
t:=<{—-D n=2(mod4)
D n=0(mod4)

olarak tanimlansin ve y,, Q(+/t)/Q’ya karsilik gelen karakter olsun ve asikar karakteri id ile gosterilsin.
Bu takdirde kuadratik formlarin modiiler formlar ile iliskisi asagidaki teoremde verilmistir:

Tamm 2.2. k € Z olsun ve F: X — C fonksiyonu g6z oniine alinsin.

b

1. Egerheryz((cl d

)Efvere.‘]-[igin
F(y(©) = (cz + d)*F (1)

oluyor ise F’ye I' igin k agirlikli zayif modiiler adi verilir.
2. Eger F, #{ iizerinde analitik ve Im(t) - < yapildiginda |F(t)| smirli kaliyor ise F’ye I' i¢in k
agirlikli modiiler form denir. Bu 6zellikteki modiiler formlarin kiimesi My, (I') ile gosterilir.
3. Eger Im(t) » o yapildiginda F (7) sifira yakinsiyor ise F’ye I' i¢in k agirlikli cusp form denir.
Bu 6zellikteki cusp formlarin kiimesi Sy, (I') ile gosterilir.
Eger modiiler form ya da cusp form I"’nin alt grubu [ (N) tlizerinde tammmlamyorsa bu durumda tanima
“N seviyeli” eklenir.
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Teorem 2.1. [6] O (k) € Mn(N, x.) dir.
2

Dikkat edilirse n = 2 durumunda ikili kuadratik formlarin teta serileri belirli kosullar altinda 2-agirlikli
modiiler form olur. Bu ¢aligmada tamamen asikar karakter ile ¢aligilmustir ve ilgili yerlerde bu durum
“id” ile gosterilmistir.

Serre-Stark Teoremi’nin [6], 6zel bir durumu olarak 1/2-agirlikli modiiler formlara giizel bir
ornek klasik teta serileridir.

Teorem 2.2. [6] | pozitif bir tamsay1 olsun. Bu takdirde

Oid,l =142 z qlnz
n=1

olarak tanimlanan klasik teta serisi igin 0;4,; € M1(N)’dir.
2

Uyan 2.1. Burada modiiler formlarin ¢alisma kapsaminda kullanilacak bazi 6zellikleri siralanacaktir.
Tim detaylar [3] veya modiiler formlarda klasiklesmis bagka bir kaynaktan bulunabilir. Buna gore,
M (I') ve S, (I"), C lizerinde birer sonlu boyutlu vektdr uzayi olur. T(z) = z + 1 doniisiimii modiiler
grubun tretecidir ve F bir modiiler form ise tanim geregi F(z + 1) = F(z) olmak zorundadir, bu nedenle
F modiiler formunun F = Y,;~,a,q" seklinde bir Fourier agilimi vardir. Burada tipki Tamim 2.1°de
oldugu gibi g = e?™ 7 seklindedir.

Uyan 2.2. k bir tamsay1 olmak tizere Kk + 1/2 seklindeki sayilara yarim tamsayi denir. Bazi teknik
hazirliklarin ardindan k + 1/2 yani yarim tamsayi agirlikli modiiler formlar da tamimlanabilir. Burada
dikkat edilmesi gereken nokta yarim tamsayir agirlikli modiiler formlar [(4N) alt grubu iizerinde
tanimlanabilir.

Uyan 2.3. f, k agirlikli bir modiiler form ve g, | agirlikli bir modiiler form olmak tizere fg, k + | agirlikli
bir modiiler form olur. Yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar igin de bu 6zellik gegerlidir [4].

Uyan 2.4. M (I") ve i (I'), Ciizerinde birer sonlu boyutlu vektdr uzayi oldugundan bu uzaylar tizerinde
bir lineer operatdr yani her bir n > 1 sayisi i¢in n. Hecke operatorii tanimlanabilir. Bu lineer dontistiimiin

6zdegerlerinin olusturdugu 6z vektdr ise Hecke eigenform olarak adlandirilir.

Simdi ise yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar i¢in boyut formiilleri géz 6niine alinsin.

Tamm 2.3. F, y’in kondiiktori olsun. S;# 1 ve sp < rpolmak tlizere
7 s
N:Hp|Np P ve F= Hp|1vp P
olarak tanimlansin. 4, sabitleri ise asagidaki gibi tanimlansin:

(D)p=>3veyap=2ver:>4 igin
1 = p[Tp/ZJ + pl(rp_l)/zj ; ZSp < T,
p 2p"p~5p 325, > 1

(2) Eger r, = 3 ise A2 = 3 alinir. Eger 1, = 2, ise bu takdirde (C) kosulu dikkate alinir: p = 3 (mod 4)
olmak tizere p | N olacak sekilde p asali vardir ve ya rptek say1 ya da 0< rp< 2s, olur. Bu takdirde eger

(C) kosulu saglanirsa A2 = 2 alinir, aksi takdirde; 1, = 2 + (—1)72+k+1/ 2 /2 olarak almnur.
Buna gore yarim tamsayr agirlikli modiiler form uzaylarinin boyutlar1 asagidaki teoremde

verilmigtir. Burada y Dirichlet karakteri i¢in verilen sonuglar bu ¢aligmanin 6zelinde asikar
karakter i¢cin de dogal olarak aynen gecerlidir.

1205



1. Inam, E. Civgin / BEU Fen Bilimleri Dergisi 8 (4), 1203-1208, 2019

Teorem 2.3. [2] k € 1/2 + Z olsun. Bu takdirde;
dim(Si (To (N),)) =~ dim(Mz+ (To (N ), 3)) =5+ NITpn (1 + ) = STl 2p-

olur. Yukaridaki esitligin sag tarafi R(N, K, ) ile gosterilirse bu durumda k >5/2 igin;

dim(Sk (To (N), %)) = R(N, k, %)
dim(Mz« (To (N ), x))= R(N,2-K, x)

iken

dim(S3/2(I'o(N), x)) = R(N, 3/2, %) + dim(M1/2(I'0(N), )
dim(M3/2(T'o(N), x)) = ~R(N, 172, ) + dim(S1/2(I'o(N), %)) ,

olur. Burada 1/2 agirlikli boyutlar Serre—Stark teoreminden elde edilir.

Teorem 2.4. [8] f = Ym0 @nq™ g = Ym0 bnq@™ € My (I5(N)) olsun. dy sayis1 I (N)’in
PSL2(Z)’deki goriintiisiiniin indeksi olmak {izere

kdy
M=

sayist tanimlansin. Eger 0 < i < M igin a; = b ise bu takdirde f = g olur.
M sayisina Sturm sinir1 ad1 verilir.

3. Temel Sonuglar ve ispatlar
Teorem 3.1. [6] Yukarida ki notasyonu kabul edilsin. Bu takdirde;

fr=[O(X2+11Y2) — OBX2+2XY+4Y2)].011 € Ss(Iy(44))
2

olur. Ustelik f; bir Hecke eigenformdur.

Teorem 3.2. v; = ¢ — q* — q° + 0(q*?) ve v, = ¢® — q* — q** + 0(q*?) icin {v1,v2}, S3([}(44))
2

uzayinin bir bazi olmak iizere;
fl = 2171 - sz’dir.

Ispat. Teorem 2.3’den dolayr dim(Sz. (I5(44))=2"dir. vi Ve V2 vektorlerinin lineer bagimsiz oldugu

aciktir. Sturm sinir1, yani Teorem 2.4 geregi bu uzayda iki vektoriin birbirine esit olmasi igin ilk 4

Fourier katsayisinin esit olmasi yeterlidir. Kolayca gosterilebilir ki v1 ve vo vektorleri Sz (I (44)) uzaymi
2

gerer. Buna gére v;=q—q*—q°+0(q'?) ve v,=q3—q*—q'*+0(q'®) igin {vi,vo},
S3(I(44)) uzaymn bir bazi olur. O halde fi=civi+c,V- olacak sekilde c; Ve C; sayilar1 vardir.
2

0 (X°+11Y%) =1+ 2q + 2q* + 2¢° + 2q™" + 4q™* + 4q™° + 4¢*° + 2¢4*° + 0(¢*®),

O(BX*+2XY+4Y?)=1 + 2¢° + 2q* + 2¢° + 2q° + 4q"% + 2q"° + 2q™° + 4¢*° + 2¢** + 0(¢*®),
Oig11 = 1+ 2¢" + 29 +2¢°° + 0(¢"*°)

olup,

fl — Zq _ 2q3 _ 2q5 + 2q11 + 4q12 _ 4q14- + 2q15 _ 4q16 +4q22 _ 2q23 + 0(q24)
olarak elde edilir. Kolayca goriilebilir ki c; = 2 ve C;= — 2 olarak bulunur. Bu durum i¢in Sturm sinir1 4
olup f=X02 1 @, q™ ve 2vi— 2vo= )71 b, q™ i¢in ai=bs, a,=by, as=bs ve as=bs olmas iki cusp formun
birbirine esit olmasi i¢in yeterlidir. Bu ise ispat1 bitirir.
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Teorem 3.3. [6] Yukarida ki notasyonu kabul edilsin. Bu takdirde;

fr=[O(X2+14Y2) — O2X% TY?)].0u14 € S3(I,(56))

olur. Ustelik f, bir Hecke eigenformdur.

Teorem 3.4. v; = q—q% —q° + 0(q*?) ve v, = q* — q” — q® + 0(q*?) igin {v1,2}, S3([(56))
2
uzayinin bir bazi olmak {izere;
fo = 2vy — 2v, dir.
Ispat. Teorem 3.2 ve Teorem 2.3’deki argiimanlar kullanilarak dim(Ss2 (I5(56))=2 oldugu ve {vi,v.}
kiimesinin S3(I;(56)) cusp form uzayinin bir bazi oldugu goriilebilir. Bu durum igin Sturm sinir1 5°dir.
Py 2
Ote yandan
0 (X*+14Y%) =1+ 2q + 2q* + 2q° + 2q¢™* + 4q¢™ + 2™ + 4q™® + 493 + 0(¢*®),
0 (2X*+7Y%) = 1+ 2q% +2q7 + 2q® + 49° + 4¢*> + 2¢*® + 0(¢*®)

ve
Oig1a =1+ 29 +2¢°° + 0(¢**°)

Olup

f2 — zq _ 2q2 + 2q4 _ 2q7 _ 2q8 _ 2q9 + 2q14 + 4q15 _ 2q16 + 6q18 _ 4q21 _ 4q22 + O(qZS)
olarak elde edilir. O halde f, = c;v; + c,v, olacak sekilde c:1 ve C; sayilari vardir. Buradan c; = 2 ve
c; = -2 elde edilir. Esitligin her iki yaninin ilk 5 Fourier katsayis1 birbirine esit oldugu igin bu iki cusp
form Sturm sinir1 geregi birbirine egittir.

Teorem 3.5. [6] Yukarida ki notasyonu kabul edilsin. Bu takdirde;

fa:=[A(3X? — 2XY + 23Y2) — O(7X2 + 6XY + 7Y?)].0u17 € S3(I(68))
2

olur. Ustelik f; bir Hecke eigenformdur.

Teorem 36. v, = q—q%+q* —q® —q® + 0(q™2), v, = ¢* — q” — ™ + 0(q"2) Ve vs = ¢° —
q° —q” +q*° + 0(q*?) igin {vi,v2,vs}, S3(I(68)) uzaynn bir bazi olmak iizere;
2

f3 = 2172 ,dir.

Ispat. Teorem 3.2 ve Teorem 2.3’deki argiimanlar kullanilarak dim(Sz2 (I5(68))=2 oldugu ve {vi, V2,
va} kiimesinin S3(I5(68)) cusp form uzayinin bir bazi oldugu gériilebilir. Bu durum igin Sturm siniri
2

6°dir. Ote yandan

03X — 2XY +23Y2) = 1 + 2¢3 + 2q™2 + 2¢23 + 2¢%* + 0(¢*®),
O(7TX* + 6XY +7Y?) =1+ 2q7 + 2q™" + 2q" + 2¢** + 0(¢*°)
ve
Oig17 =1+ 29" +2q°® + 0(q"*°)
olup
f3 — 2q3 _ 2q17 _ 2q11 +4q20 + 2q23 _ 4q24- + O(qZS)

olarak elde edilir. O halde f; = c;v; + c; v, + c3v5 olacak sekilde C1, C2 Ve €3 sayilart vardir. Buradan
€1 =0, c2 =2 ve cz =0 elde edilir. Bir kez daha Teorem 2.4 geregi ispat bitmis olur.
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Uyan 3.7. Makalenin kapsaminda olmadigi i¢in eliptik egriler konusuna yer verilmemistir. Ancak
Modiilarite Teoremi ve Shimura Yiikseltmesi kullanilarak fi Hecke eigenformunun “11al” Cremona
etiketli, f, Hecke eigenformunun “14a1” Cremona etiketli ve son olarak f; Hecke eigenformunun “17a1”
Cremona etiketli eliptik egriye karsilik geldigi sdylenebilir. Modiiler formlar ile eliptik egriler arasindaki
“L-serileri” yardimiyla elde edilen bu “biiyiilii” iligkinin sayisal orneklerle hissedilmesi okuyucuya
birakilmigtir, Magma ve Pari/GP programlari bu 6rneklerde etkin olarak kullanilabilir [5].

3. Sonuc ve Oneriler

Literatiirde herhangi bir agirliktaki yarim tamsay1 agirlikli Hecke eigenformlarin sistematik se¢imi agik
problem olarak yer almaktadir. Bu c¢aligmada kullanilan 3/2 agirlikli cusp formlar aslinda Hecke
eigenformlardir ve [6] ¢alismasinin énemini gdsterir. Ote yandan fi, f, ve f; Hecke eigenformlarinin
Fourier agilimlarina dikkat edilirse pozitif terimlerin sayis1 ile negatif terimlerin sayis1 birbirine oldukca
yakindir. Bu siirpriz bir sonug degildir. Bruinier-Kohnen Isaret Esdagilim Konjektiirii'niin sayisal olarak
desteklendigi bir durumdur. Yarim tamsayi agirlikli Hecke eigenformlarin sistematik se¢imi problemi
ve Bruinier-Kohnen Isaret Esdagilim Konjektiirii birinci yazarm asagidaki Tiibitak arastirma projesinin
iki problemidir ve 6zellikle ikincisi literatiirde yer alan zor problemlerden birisidir.
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