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Oz

Paralel ¢ati ya da alternatif ¢ati olarak da adlandirilan Bishop ¢atisi paralel vektor alanlari yardimiyla L.R.
Bishop tarafindan 1975 yilinda tanimlanmistir. Son zamanlarda, bu cati ile ilgili bircok arastirma
makalesi Oklid uzayinda ele alinmistir. AW(k)-tipinden alt manifoldlar kavrami Arslan ve West
tarafindan verilmistir. Bundan itibaren, bu tipteki alt manifoldlar ile ilgili bircok ¢alisma gesitli yazarlar
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Uzay! tarafindan yapilmistir. Bu calismada, 1E® 3-boyutlu Oklid uzayinda AW(k)-tipinden egriler Bishop

catisina gore ele alinmistir. 1E® 3-boyutlu Oklid uzayinda k,, k, Bishop egrilikleri arasindaki bagintilar

verilmistir.

AW!(k)-Type Curves According to the Bishop Frame

Abstract

Bishop frame, also called parallel frame of the curves or alternative frame, was given first by L.R. Bishop
in 1975 via the parallel vector fields. Afterwards, some research articles related to this type of frame
have been studied in the Euclidean space. AW(k)-type curves and submanifolds were given first by
Arslan and West. Thereafter, so many studies have been handled related to these type of manifolds by
several authors. In this manuscript, we deal with AW(k)-type curves with Bishop frame in Euclidean
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space |E®. We set the relations between the Bishop curvatures k,, k, of acurvein IE®.
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1. Giris (2009), Karacan ve Biik¢ii (2010), Unal vd. (2013)

Serret—Frenet catisi egrilerin analizi icin kullanigh makalelerine bakilabilir.

olmasina ragmen, bu cati egrinin ikinci tirevinin  Avy(k)-tipinde egriler ve alt manifoldlar Arslan ve
sifira esit oldugu noktalarda tanimlanamamaktadir. West tarafindan tanitilmistir (Arslan and West

Bu ylzden, yeni bir catiya ihtiyag duyulmaktadir.  1995) paha sonra cesitli yazarlar bu egriler ve

Bishop catisi  bu Gzellikteki noktalarda da  \anifoldiarla ilgili bircok calisma yapmislardir.

tanimlanabilmekte, dolayisiyla herhangi bir uzay Ornegin, Arslan ve Ozgiir (1997), Ozgirr ve Gezgin
egrisinin analiz edilmesine olanak saglamaktadir (2005) calismalaninda, IE™ Oklid uzayinda bu
(Bishop 1375). Bishop catisi, onu faydali kilan pek tipteki egrilerin egrilik 6zelliklerini incelemislerdir.

cok ozellige sahiptir. Bishop catisinin bilgisayar Kili ve Arslan (2004) calismasinda k=1,2, ve 3 icin

grafikleri ve biyolojide bir¢ok uygulamasi vardir. AW(K)-tipinde egriler ve yiizeyleri ele almislar ve bu

Ornegin, Bishop catisi ile DNA dizilimlerinin sekli tipteki egriler ve yiizeylere 6rnekler vermislerdir.
Yoon (2012) ¢alismasinda ise, bu tipteki egrileri G Lie

gruplarinda ele almistir.

hakkinda tahminde bulunulabilir veya bilgisayar
grafikleri icindeki sanal kameralar kontrol edilebilir.
Bishop catisiile ilgili calismalar icin Blik¢li ve Karacan
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Bu calismanin 2. bdlimiinde, 1E* Oklid uzayinda bir
egrinin Frenet gatisi ve Bishop ¢atisi ile ilgili bazi
temel kavramlara yer verilmistir. 3. boliminde,
oskllator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisinin
egrilik 6zellikleri verilmis ve 4. bolimde, bu tipten

egriler IE® Oklid uzayinda Bishop catisi yardimiyla
ele alinarak egrilerin Bishop catisina gore egrilik

fonksiyonlar olan K;,K, fonksiyonlari arasindaki

bagintilar verilmistir.

2. Temel Kavramlar

y=v(6):1cIR—>IE®, IE® 3-boyutlu Oklid
v'(5)] =1esitligi

saglaniyorsa y birim hizl egri olarak adlandirilir. Bu

uzayinda bir egri olsun. Eger

durumda y egrisinin Frenet formiilleri

T 0 x OfT
N'l=|-x 0 =t|N (1)
B’ 0 -t 0B

esitligi ile verilir.

Burada, {T,N,B,«,1} kiimesi y egrisinin Frenet
gatisi ve Kk, T ise vy egrisinin egrilik fonksiyonu ve

burulma fonksiyonu olarak adlandirilir (Do Carmo,
M. P. 1976).

Bishop tiirev formdilleri ise

T 0 k, k,JT
M, |=|-k, 0 O[M, 2)
M,| |-k, O 0]|M,

esitligi ile verilir. Burada, {T,M,M,} v egrisinin
Bishop catisi ve K,,K, ise y egrisinin Bishop

catisina gore birinci ve ikinci egrilik fonksiyonlar
olarak adlandirilirlar (Bishop 1975).

Frenet catisi ve Bishop catisi arasindaki baginti

T 1 0 0 T
N|=|0 cos® sin0| M, (3)
B 0 —sin® coso || M,

esitligi ile verilmektedir.

k do(s
Bu esitlikte, 0(s) = arctan —2 |, (s) :m, ve
K, ds
k(s) = K + K3 dir. Bishop egrilik fonksiyonlari
ise k,=xcos0, k,=xsin® seklinde elde

edilmektedir.

Tanm 1Bir y: | > IE? regiiler egrisi verildiginde,
eger y egrisinin M, (S) birim vektéri bir u sabit
vektoru ile sabit bir @ agisi yapiyorsa, yaniher S € |
icin <Ml(s), u> = COS @ esitligi saglaniyorsa, v

egrisi slant helis olarak adlandirilir.

Teorem 2 y:l—)IE3 yay parametresi ile

parametrelendirilmis, egrilik fonksiyonlari sifirdan
farkli fonksiyonlar olan bir egri olsun. y egrisinin

k
slant helis olmasi icin gerek ve yeter kosul —-
2

oraninin sabit olmasidir (Blik¢li and Karacan 2009).
3. IE® Uzayinda AW(k)-Tipinde Egriler

Bu bslimde, IE® 3-boyutlu Oklid uzayinda AW(k)-
tipinde Frenet egrileri tanitilmis ve bu egriler ile ilgili
elde edilmis sonuglar verilmistir.

Onerme 3 (Arslan and Ozgiir 1997) v, IE® uzayinda

oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. O
halde asagidaki esitlikler saglanir;

Y'(8) =T(s),

v'(8) = T'(8) = k(S)N(S),

¥"(8) = —2 (5)T(S) + K'(SIN(S) + K(5)(S)B(S),

Y0 () = =3k (5)K () T(5) +{K"(s) — 13 (5) - k(5)T? (S)IN(S)
+{2k'(5)(S) + k(5)T'(S)}B(S).

(4)
Notasyon 4 (Arslan and Ozgiir 1997)

Ny(s) = k(S)N(s),
N3 (s) = K'(S)N(S) + k(s)t(5)B(S),

N3(s) ={K"(s) — (s) — k(s) T (S)IN(s) +{2x'(5)7(5) + K(S) ¥ (S)}B(s)-
(5)

Tanim 5 (Arslan and Ozgir 1997) Oskilatér
mertebesi 3 olan Frenet egrileri
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i) N, (s) = (N5 (5), N3 (8))N; (5) (6)
esitligini saghyorlarsa, zayif AW(2)-tipinde
i) N3 (s) = (N5 (5), N5 (5))N; (s) (7)

esitligini sagliyorlarsa, zayif AW(3)-tipinde egriler
olarak adlandirilirlar. Burada,

cgy = Ni(9)
Nt
* * (8)
N (6) = N, (5) = (N (s). N; (8))N; (5)
IN2(5) = (N, (6, N; &))N; 9)]
dir.

Onerme 6 (Arslan and Ozgiir 1997) y, oskiilatér
mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. y zayif
AW(2)-tipindedir ancak ve ancak

K"(s) — 1> (s) — k(s) —t%(s) = 0. (9)
esitligi saglanir.

Definition 7 (Arslan and Ozgiir 1997) Oskiilatér
mertebesi 3 olan Frenet egrileri

i) N;(s)=0 (10)
esitligini sagliyorlarsa, AW(1)-tipinde
i) NS * Ny = (N3, N,ON, (12)
esitligini sagliyorlarsa, AW(2)-tipinde
i) [N[* Ny = (N5, N, N, (12)

esitligini sagliyorlarsa AW(3)-tipinde egriler olarak
adlandirilirlar.

Onerme 8 (Arslan and Ozgiir 1997) y, oskilatér
mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. y egrisinin

AW(1) tipinde olmasi icin gerek ve yeter kosul
k"(s) —k%(s) — k(s)T?(s) =0 (13)

ve

«:(s):KZL(S), celR (14)

esitliklerinin saglanmasidir.

Onerme 9 (Arslan and Ozgiir 1997) y, oskilatér
mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. y egrisinin

AW(2) tipinde olmasi icin gerek ve yeter kosul

2(/(8)%1(8) + kE)K'(8)7 () = k(E)k"(8)1(5) — Kk} (5)1(5) ~ k2 (5)73(s)
(15)

esitliginin saglanmasidir.

Onerme 10 (Arslan and Ozgiir 1997) vy, oskiilatér
mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. y egrisinin

AW(3) tipinde olmasi igin gerek ve yeter kosul
2x'(s)t(s) + x(s)t'(s) =0 (16)

esitliginin saglanmasidir. Bu esitligin ¢ozimu ise

1(s) = ZL, ¢ € IR seklindedir.
K (s)

4. Bishop Catisina Gore AW(k)-Tipinde Egriler

Bu bélimde, IE® 3-boyutlu Oklid uzayinda AW(K)-
tipinden egriler Bishop catisina gére ele alinmis ve

k,, Kk, Bishop egrilikleri arasindaki bagintilar

verilmistir.

Onerme 11 v, IE® uzayinda yay parametresi ile
verilen bir egri olsun ve {T,M,,M,} y egrisinin

Bishop catisi olsun. Bu durumda, Onerme 3’ e
benzer olarak

7'(5) =T(S),
1'(5) = Ky (M1 (5) + k2 ()M, (5),
1"() ={-K{ (5) — K5 (S)¥T(5) + K1 (S)My () + K (5)M 5 (s),
10 () ={(=k{ (5) — k3 (S))" + (~ky (S)K1 (5) — K2 ()K (5))}T(5)
+{k1 () - k§ (s) — Ky (8)K ()M (5)
+{k5 () ~ k3 (5) = K{ (S)k o (S)IM (5).

(17)

esitlikleri gecerlidir.
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Notasyon 12

N1(s) = k1 ()M1(S) + k2 ()M2(s),
N2(s) = K1(s)M1(s) + k2 (s)M2(s),

N3(s) = +HKI(5) — k3(6) — k(K5 (©)IM1 () + {K5(6) ~ k3 (5) ~ kE(©)k2(8)IM2(5)-

(18)

Sonu¢ 13 N1(5),N2(S), ve Ns(s) lineer bagimhidir
ancak ve ancak ¥'(s),v"(s).v"(s), ve 1"(s)

lineer bagimlidir.

Teorem 14 vy, Bishop c¢atisi ile verilen 3.

mertebeden bir egri olsun. Bu durumda
Na(s) = <N3(s),ﬁl* (s)>ﬁl* (s)+ <N3(s),ﬁz*(s)>ﬁz*(s), (19)

esitligi saglanir. Burada

Sy Ni(s)
el
e (Ne N e
N2 (S)I — — p— —
N2 () - (N2 (), Ny’ 9))N:' (9)
dir.

Tanim 15 Bishop catisi ile verilen 3. mertebeden
birim hizli egriler

i) Ns(s) = <N3(s),NZ (s)>NZ(s) (21)

esitligini sagliyorlarsa zayif Bishop AW(2)-tipinde,

i) Na(s) = <N3 (s),N: (s)>NI s) (22)

esitligini saglyorlarsa zayif Bishop AW(3)-tipinde
egriler olarak adlandirilirlar.

Onerme 16 y Bishop catisiile verilen 3. mertebeden
birim hizli bir egri olsun. Eger y egrisi zayif Bishop
AW(2)-tipinde ise

(ki) - k3(5) ~ ky Ok (ENKZ () + k3 ()

=K3(S)(KL(S) - K3(5) — k(K3 (9) ~ k1 (©)ka(8) (K5 (S) — k3(5) ~ k2 (5)k2(5)).

(23)

(K5 (5) - k3 (5) - K2 (5)k2 () (kZ (5) + K3 (5))
=kZ(©)(Ka(5) - K3 (5)~kZ (9)k2(5)) ~ k1 Ok 2 ()KL () ~ k3(5) ~ K1 (5)K3 (5))

(24)
esitlikleri saglanir ve bu esitliklerin bir ¢ézimi

kl(s)=—k2(s)=ii; c € IR seklindedir.
S+C

ispat. (18) ve (20) esitliklerinden

1

NI (5) = ———— (kg )My (5) + ko ()Mp(s))  (25)
VKE () + K5 (s)

ve

N2*(8) =t (Ky (M (5) — ks (M, (). (26)
JKE () + K3 ()

elde edilir.

(26) esitligi (21) de yerine yazilarak, (23) ve (24)
esitlikleri edilir. Bu esitliklerden
k,(S) =—Kk,(s) dir. k,(S) =—K,(S) esitligi (23) de

yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

elde

Sonu¢ 17 vy zayif Bishop AW(2)-tipinde ise,y

dizlemsel bir egridir.

ispat. y zayif Bishop AW(2)-tipinde olsun. Bu
durumda K,(S) =—K,(S) oldugundan 6(s) daima
sabit bir agidir ve dolayisiyla t(s) =0 dir. Boylece,

y dizlemsel bir egridir.

Sonug 18 7y zayIf Bishop AW(2)-tipinde ise, vy bir

slant helis egrisidir.

ispat. y zayif Bishop AW(2)-tipinde olsun. Bu

Ky ()

durumda K, (S) =—K,(s) oldugundan, W orani
2

her Sel igin sabittir. Béylece, y bir slant helis

egrisidir.

Onerme 19 y Bishop catisiile verilen 3. mertebeden
birim hizli bir egri olsun. Eger y zayif Bishop AW(3)-
tipinde ise, Bishop catisina gore egrilik fonksiyonlari
asagidaki diferansiyel denklem sistemini saglar
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(ki) - k3(5) ~ ky kSN KZ () + k3 ()
=KZE)(KE() - K3(5) — ki (9k5(S)) + K1 (©)ka(6) (K5 (S) — k3 (5) ~ K2 (9)k2(5)),

(27)

(K5 () - K3 () - k2 (k2 (6)(KE(S) + K5 (5))
=k3(5)(ka(s) - k3 () - k2 (s)k2(5)) + ka(©k2(O)(KL(S) ~ k3 (5) ~ ka(S)K5 (S)).

(28)
ve bu sistemin bir ¢ozimi K (S) =K,(S)
seklindedir.

ispat. (25) esitligi (22) de yerine yazilarak, sonug
elde edilir.

Tanim 20 Bishop catisi ile verilen 3. mertebeden
birim hizli bir egriler

i) Ns(s) =0, (29)

esitligini saglyorlarsa Bishop AW(1)-tipinde
12— —_— — =
i) [Nz Na =(Na, N2 )N, (30)
esitligini sagliyorlarsa Bishop AW(2)-tipinde
2 — —_— =
iii) HNlH Ns = <N3, N1>N1. (31)

esitligini sagliyorlarsa Bishop AW(3)-tipinde egriler
olarak adlandirilirlar.

Onerme 21 y Bishop catisiile verilen 3. mertebeden
birim hizli bir egri olsun. Eger y Bishop AW(1)-

tipinde ise Bishop catisina gore egrilik fonksiyonlari

ki(s) —ki(s) —ky(s)kz(s) =0,

(32)
K3 (5) ~ K3(5) ~ K2 (5)k,,(6) = 0

diferansiyel denklem sistemini saglar ve bu sistemin

cozimi k;(S) =k, (s) = ii;c € IR seklindedir.
S+C

ispat. (18) ve (29) esitliklerinden, (32) diferansiyel
denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6zimi
k,(S)=Kk,(S) olup, bu ¢ézim (32) de yerine

yazilarak sonuca ulasilir.

Sonu¢ 22 vy, Bishop AW(1)-tipinde olsun. Bu

durumda y duzlemsel bir egridir.

ispat. v, Bishop AW(1)-tipinde olsun. Bu durumda
k,(S) =K,(S) oldugundan 6(s)daima sabit bir
acidir ve dolayisiyla t(s)=0 dir. Boylece vy

dizlemsel bir egridir.

Sonug 23 v, Bishop AW(1)-tipinde ise, y bir slant

helis egrisidir.
ispat. y Bishop AW(1)-tipinde olsun. Bu durumda
ky(s)

2
icin sabittir. Béylece y bir slant helis egrisidir.

k,(s) =k,(S) oldugundan orani her sel

Onerme 24 y Bishop catisi ile verilen 3. mertebeden
birim hizli bir egri olsun. Eger y Bishop AW(2)-
tipinde, Bishop c¢atisina gore egrilik fonksiyonlari
asagidaki diferansiyel denklemi saglar

Ko ()(ki(5) - K3(5) ~ Ky (©)KE(5)) = K1 (5)(K5 (5) — k3(5) — kf (5)k2(5)) -
(33)

ispat. (18) esitligi (30) da yerine yazilarak, sonug
elde edilir.

Onerme 25 y Bishop catisi ile verilen 3. mertebeden
birim hizli bir egri olsun. Eger y Bishop AW(3)-
tipinde, Bishop catisina gore egrilik fonksiyonlari
asagidaki diferansiyel denklemi saglar

k2 (S)(K{(8) ~ k3 (5) ~ k1 ()5 (5)) = kq ()(K5 () ~ k3 (5) -~ kZ (8)k 2 (s))

(34)
5. Sonug¢

AW(k)-tipinde egriler ve alt manifoldlar Arslan ve
West tarafindan tanitilmistir. Bundan itibaren, bu
tipteki alt manifoldlar ile ilgili bircok calisma cesitli
yazarlar tarafindan yapilmistir.

Bu calismada, 1E® 3-boyutlu Oklid uzayinda AW(k)-
tipinden egriler Bishop catisina gore ele alinmistir.
IE® 3-boyutlu Oklid uzayinda k,, Kk, Bishop

egrilikleri arasindaki bagintilar verilmistir.
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