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¢ok analitik ¢6zlim icermektedir.

Bu makalede conformable kesirli mertebeden tiirev iceren lineer olmayan kesirli mertebeden
Konopelchenko-Dubrovsky ve Benjamin-Ono denklemlerinin analitik ¢ézimleri yardimci denklem
yontemi ile elde edildi. Her iki denklem dalga donlsimi yardimiyla lineer olmayan adi tirevli
diferansiyel denkleme doénistlrildikten sonra yardimc denklem yoéntemi kullanildi. Elde edilen
¢Oztimlerin g boyutlu grafikleri verildi. Yardimci denklem yontemi, diger analitik yontemlere gore daha

Analytical Solutions of Fractional Order Partial Diferantial Equations with
the Help of Auxiulary Equation Method
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In this article, the analytical solutions of nonlinear fractional order Konopelchenko-Dubrovsky and
Benjamin-Ono equations are obtained with the aid of auxiulary equation method where the fractional
derivatives are in conformable sense. After both equations were converted to nonlinear ordinary
differential equations with the help of wave transformation, auxiliary equation method was used. Three
dimensional graphics of the obtained results are given. The auxiliary equation method contains more
analytical solutions than other analytical methods.

1. Giris

Kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerinin elde edilmesi,
ele alinan olayin fiziksel davranisini ve degisim
siirecini anlamak igin ¢ok onemlidir. Clinkii tamsayi
mertebeden tiirev iceren lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem modelleri dogadaki olaylara
tam karsilik gelmezken, icinde parametreler mevcut
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olan kesirli mertebeden tirev iceren diferansiyel
denklemler yaklasik olarak tam karsilik gelmektedir.
Yani kesirli hesaplama tamsayl hesaplamaya gore
fiziksel bir olayl modellenirken ortaya ¢ikan lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemin daha agik bir
sekilde ifade edilmesine yardimci olur.

Literatlirde siklikla karsilasilan Riemann-Liouville,
Caputo ve conformable kesirli tiirev yaklasimi iceren
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kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziimleri gesitli
yontemler kullanilarak elde edildi. Bu yontemlerden
bazilar, (G'/G) agihm (Khalid vd. 2018), birinci
integral (Eslami ve Rezazadeh 2016), listel fonksiyon
(Korkmaz ve Hosseini 2017), jakobi eliptik (Tasbozan
vd. 2016; 2019;
2019), homotopi analiz (Tasbozan ve Bayash 2018),

Tasbozan  vd. Tasbozan
sonlu elemanlar (Esen ve Tasbozan 2017), sonlu fark
(Esen vd. 2016), fonksiyonel degisim (Cenesiz vd.
2017), yardimci denklem (Alhakim ve Moussa 2019;
Atilgan vd. 2019), tanjant hiperbolik (Cenesiz vd.
2017), kalan kuvvet serileri (Senol vd. 2019), yeni
genisletilmis direkt cebirsel (Tasbozan ve Kurt 2019)
gibi yontemler kullanild.

Bu makalede, conformable kesirli mertebeden tiirev
iceren lineer olmayan Konopelchenko-Dubrovsky ve
Benjamin-Ono denklemlerinin analitik ¢ozlimleri
yardimci denklem yontemi ile elde edildi.

2. Materyal ve Metot

2003 yilinda yardimci denklem yontemi ilk olarak

tarafindan lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek igin
kullanildi (Jiong ve Sirendaoreji 2003). Yapilan bu
calismada ele alinan kismi diferansiyel denklemlerin

tam ¢ozlimlerini yardimci denklem yontemi ile elde

etmek igin
(3_2)2 = az?(§) + bz3(§) + cz*(¥) (1)

adi tirevli diferansiyel denklemin ¢o6ziimlerinden
yararlandilar. Daha sonra 2008 vyilinda yapilan
calismada (1) denkleminin ¢éziimlerinin daha genis
bir sinifi verilerek lineer olmayan kismi diferansiyel
denklem olan Schrodinger, Whitham—Broer—Kaup
ve genellestirilmis Zakharov denklemlerinin analitik
¢ozimleri elde edildi (Abdou 2008).

Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemin
analitik ¢6zimini yardimcr denklem yontemi ile
¢Ozilebilmesi icin asagidaki adimlar izlenir (Jiong ve
Sirendaoreji 2003).

I. Adim: Lineer olmayan zaman degiskenine gore
conformable kesirli mertebeden tiirev iceren kismi

diferansiyel denklemin genel formu
oPu du 0%u
(Go 550 -) =0 (2)
seklinde yazilabilir.

Burada P lineer olmayan bir fonksiyon, p € (0,1) ve

oPu .. . .
o tarevi, u(x,t) fonksiyonunun p-mertebeden

conformable kesirli tiirevi anlamina gelmektedir.
II. Adm: w dalga hizini gostermek uzere (2)
esitliginde

p
Mxﬂ=U@LE=x+W%
seklinde dalga donisiminid kullanihrsa (2) kismi
diferansiyel denklemi
G(u,u’,u",u",..) =0 3)
seklinde adi tirevli diferansiyel denkleme doénisr.
lll. Adim: (3.2.3) ile verilen adi tiirevli diferansiyel

denkleminin
U = Y az(®) &
i=0

seklinde analitik ¢6zimi aransin. Burada a;i(i =
0,1, ...,n) daha sonra belirlenecek olan katsayilar
olup, z(&) fonksiyonu ise (1) adi tiirevli diferansiyel
denkleminin ¢ozlmleridir. (4) ile verilen esitlikteki
pozitif n degeri homojen denge yardimi ile bulunur.
Bununigin (3)ile verilen denklemdeki en yiksek
basamaktan lineer olan tlirev terimi igin

d'u
V) (d_Er) =n+r r=012,..

ve en yiksek dereceden lineer olmayan terimi igin

dru
ARIE aE =qn+rr=01,..,g=0,1,..

yazilan formdiller birbirine esitlenir (Lai et al. 2009).
IV. Adim: Son adim olarak, (4) esitliginin ve gerekli
tlrevlerinin (3) denkleminde yerlerine yazilmasiyla
z(&) ifadesinin kuvvetlerini iceren bir esitlik elde
edilir. Elde denklem z(%)
kuvvetlerine goére diizenlenir ve daha sonra z(€)

edilen ifadesinin
ifadesinin kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenerek
bir cebirsel denklem sistemi olusturulur. a, b, c, w, a;
katsayilarini iceren bu cebirsel denklem sistemi
Mathematica programi yardimiyla ¢o6ziilerek
katsayilar bulunur. Bu sistemin ¢ozlilmesiyle elde
edilen sonuclar ve Cizelge 1 ile verilen formullerin
(2) kesirli

diferansiyel denklemin analitik ¢cztimleri elde edilir.

kullaniimasiyla mertebeden  kismi

3. Bulgular
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Bu boélimde kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerin yardimci denklem yéntemiyle ¢6zim
uygulamalarini gosterecegiz.

Ornek 1: Konopelchenko-Dubrovsky denklemi
zaman degiskenine gore conformable kesirli
mertebeden  tlrev  iceren  Konopelchenko-
Dubrovsky denklem sistemi
oPu  d3u ou 3 , odu ow ou
W—ﬁ—6ﬁua+§a u a—3a+3aaw =0,
ow oJu
Ay 0 5)

olarak ele alinsin. Burada o ve 3 reel sabitler olup,
p € (0,1) seklindedir. (5) ile verilen conformable
kesirli  mertebeden  Konopelchenko-Dubrovsky
denklem sistemine
ux,y,t) = u(®), wxy,t) = w(f)
olmak lzere

tP
E =x+y+ 1’1’1; (6)

seklinde dalga donlsimi uygulanirsa

3
MU — Uggr — 6fUU; + Eazuzuf — 3w + 3au;w =0
Wf - 'U,{ =0 (7)
adi tlrevli diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

(6) ile verilen adi tirevli diferansiyel denkleminde
bir defa integral alinir ve gerekli dizenlemeler

yapilirsa

2mu — 2uge — 6fu* + a*u? — 6u + 3au® = 0,
w—-—u=0 (8)
denklemi bulunur. (8) ile verilen denklem
sisteminde vyer alan ilk esitlikteki en yliksek
mertebeden tirev olan ug ve en yiksek

mertebeden lineer olmayan u? terimleri arasindaki
dengeden
n+2=3n

esitligi elde edilir. Bu esitlikten n =1 degeri
bulunur. Bodylece (8) denklem sistemindeki ilk
denklemin

u(§) =ap +a,2(%) 9)
seklinde analitik ¢6zUmu aranir. (9) esitligi ve ikinci
turevi (8) denklem sistemindeki ilk denklemde
yerlerine yazilirsa z(§) ifadesinin kuvvetlerine bagl
bir esitlik elde edilir. Bu esitlikteki z(§) ve
kuvvetlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle

z%(8): — 6ay — 2agm + 3aia + aja? — 6asf =

0,

Zl(f): — 6a; — 2aa; — 2a;m + 6aga,a +
3a%a,a? — 12352, = 0,

z2(&): —3a;b + 3a%a + 3apa‘a? — 6a2f =0,
z3(§): —4ac+ala? =0

denklem sistemi bulunur. Bu denklem sisteminin

Mathematica programi yardimiyla ¢oéziilmesiyle
a, =0, a=-3+m, b =a;(a—2pB),
asa?
c =
4
degerleri elde edilir. Elde edilen bu degerler (6) ve

(9) esitliklerinde yerlerine yazilip, Cizelge 3.1 ile
verilen ¢éziimlerin kullaniimasiyla (5) ile verilen

conformable kesirli mertebeden Konopelchenko-
Dubrovsky denklem sisteminin u(x, y, t) ve w(x, y, t)
analitik ¢ozlimleri:

m > 3igin

Ug,2 (x,y,t)

—k(a — 2p) sech? (X/TE.,f)

— 2’
(a —2B)% — %kaz (1 + tanh (@E))

Wl,Z (x' Y, t)

—k(a — 2p) sech? (@E)

= 2’
(@ —2B)% — %koz2 (1 + tanh (@E))

uz 4(x,y,t)

k(a — 2f8) csch? (@f)

2’
(@ —2B)2 — %kdz (1 + coth (Tf)>

w3 4(x,¥,1)

;I

k(a — 2p8) csch? (JTE‘,?)

2’
(a —2B)? — %kaZ (1 + coth (7€)>

u’5,6 (‘xl y' t)

él

B 2ksech(Vké)
 +/(a—2B)% — ka? — (a — 2)sech(VKE)
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ws,6(x,y,t)

2ksech(vm — 3%)
"+ /(a - 2B)% — ka? — (a — 2B)sech(VKE)
m < 3igin
u;8(x,y,t)

2ksec(vV—k¢)
B +/(a —2B)% —ka? — (a — Zﬁ)sec(\/—_kf),
wog(x,y,t)
2ksec(v3 —m¢)

- +/(a —2B)% —ka? — (a — Zﬁ)sec(\/—_kf)-
m > 3igin
Ug 10(x, Y, 1)

B 2kesch(VkE)
 +Jka? — (a — 2B)% — (a — 2B)csch(VEE)

Wo 10(x, ¥, 1)

2kesch(VkE)

- +/ka? — (a — 2B)% — (a — 2B)csch(VkE)

m < 3igin
U1,12(x, Y, t)

2kesc(V—ké)

- +./(a — 2B)? — ka? — (a — 2B)csc(V=kE)

Wi1,12 (x,y,t)

2kesc(V—ké)

- +./(a — 2B)? — ka? — (a — 2B)csc(V=kE)

m > 3igin

k sech? (

U314(x, ¥, t) =

B

a—2ﬁ+\/_tanh<

(9
<

a — 2B + Va?ktanh

)
)

wiz14(x, ¥, 8) =

B

m < 3igin

—k sec? (E 5)

(a —2B) £ V—a?ktan (

Uis16(X, Yy, 1) =

)

\-/
Nj
=

—k sec? (gf

Wis16(X, ¥, t) =

(a — 2B) £ V—a?ktan (gf)
m > 3igin
k csch? (@f)
u718(x, . t) = )
(a — 2B) £ Va?kcoth (@E)
k csch? (ﬁ6>

W17,18(x: y.t) =

(a — 2B) + VaZkcoth (@f)
m < 3igin
)
ol )= (a —2B) + V—aZkcot gf)

—k csc? <;k )

(a —2B) £t V—a? kcot(

Wig20(x, ¥, 1) =

N\Q

)
m > 3igin

Upq22(x, ¥, 1)

4ka,etVKE

—a?alk + (etVk —a; (a — 2[)’))2’

4ka,etVkE

Wa1,22(x, Y, t) = >
a?a?k + (exVké —a,(a — 2B))

(x,y,t) +a ke S 2
Up324\X, Y, 1) = 1— 4a§ﬁ2kei2‘@f’a =20,
+4a, ketVks
Wo3 24 (X, y,t) = =2p

_ 4-a%ﬁ2kei2\mf &

olarak elde edilir. Burada k=m—3 ve {=x+
y+ m%seklindedir.

(5) ile verilen conformable kesirli mertebeden
Konopelchenko-Dubrovsky denkleminin analitik
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¢6ztimlerinden bazilarinin g boyutlu grafikleri Sekil ~ m?u + au® + Bugs = 0 (13)

1-5ekil 3 ile verildi. seklinde lineer olmayan adi tirevli diferansiyel

denklemi bulunur. (13) ile verilen adi diferansiyel
denkleminde yer alan en ylksek mertebeden tiirev
olan ug ve en yuksek mertebeden lineer olmayan
u? terimleri arasindaki dengeden

n+2=2n

esitligi elde edilir. Bu esitlikten n =2 degeri

bulunur. Boylece (13) diferansiyel denkleminde

u(®) = ag +a,z(8) + a,z*(®) (14)
seklinde analitik ¢dziim aranir. (14) esitliginin (13)

Sekil 1. m=4, a=1, B=1, p=0.75, y=1 igin uy (x,y,t)
¢6zUmunun yuzeyi

lineer olmayan diferansiyel denkleminde vyerine
yazilmasiyla z(§) ifadesinin kuvvetlerine bagh bir
esitlik bulunur. Elde edilen bu esitlikteki z(§) ve
kuvvetlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle;
z9(8): agm? +aja =0,

z1(§): aym? + 2apa;a +aa;f =0,

z2(&): 2a,m? + 2a%a + 4aga,a + 8aa,p +
3a,b8 =0,

z3(&): 2aja,a + 5a,bP + 2a,¢f = 0,
z*(¥): aaj + 6a,cf =0

Sekil 2. m=4, a=1, B=3, p=0.75, y=1 igin us (x,y,t)
¢6zUmundn ylzeyi

denklem sistemi bulunur. Bu denklem sisteminin
Mathematica programi yardimiyla ¢oziilmesiyle

aja’ aa ap Z
c=——,b=—=—,3,=——,m=,/aB,a
36a32 3p "0 a 2
_ aja
Sekil 3. m=2, a=1, B=3, p=0.75, y=1 icin uz (x,y,t) - 6af

¢6zUmunin yuzeyi e . . e -
¢6zimd elde edilir. Elde edilen bu ¢6ziim kiimesinin

.. 11 14) ifadelerind leri I izel
Ornek 2: Benjamin-Ono denklemi zamana bagl (11) ve (14) ifadelerinde verlerine yazilip, Cizelge

- _ o 3.1 ile verilen ¢ozlimlerin kullaniimasiyla (10) ile
conformable kesirli tirev iceren Benjamin-Ono

verilen conformable kesirli mertebeden Benjamin-

denklemi Ono denkleminin u(x, t) analitik cozimleri
929y . 022 . o'y L . no denkleminin u(x, t) analitik ¢dztimleri
atzp Y ox2 Bax4 B (10) 12pBa sech? (@ f)
olarak ele alinsin. Burada p € (0,1) olup, ave B reel Uy, (x,t) = — ﬁ +
sabitlerdir. (10) ile verilen conformable kesirli ' a Va 2
mertebeden Benjamin-Ono denklemine af4—|1ttanh 75
u(x, t) = u(®)
Imak i
oima uzer:p 24Pasech* (@ f)
=Xx+m— 11 -
; - (11) ~
seklinde dalga dénitisimii uygulanirsa al 4 = (1 + tanh (@ ,f))
m2u§§ + (X(UZ)&' + BUEEEE =0 (12)

esitligi elde edilir. (4.2.3) esitliginde iki kez integral
alinirsa
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Uz q(x, t) aB 4aa etVaE
Uiz 14(x,t) = ——+
Va 13,14 a2 alal
a +vaé 4 d1%) 21
28 12fa csch? <7 E) (e *3p ) 9p?
T a Va 2 BaaZet2Valy
al4—(1+coth{5¢ -
2 a,a)?  a’a?
3B (eiﬁf +1_> s
35 9p2
24 h* Va t®
Bacsch™ | 5-¢ olarak bulunur. BuradaE=x+w/aBF§einndedir.
B Sekil 4-Sekil 6 ile verilen sekillerde (10) ile verilen
al 4 — <1 + coth <@ f)) conformable kesirli mertebeden Benjamin-Ono
denkleminin bazi analitik ¢dzlimlerinin ylizeyleri
verildi.
3Basech? (@ E)
ap
U5‘6(x, t) = —?— \/_
a <—1 + tanh (7"" 5))
3pasech? (@ f)
- 2
2a <—1 + tanh (@f))
Sekil 4. a=1, a=1, B=1, p=0.75 igin u; (x,t) ¢coziminiin
lizeyi
28 3a csch? <@E> yeeey B N
urg(x,6) = ——+ EEEEEES inoctene iy
a ﬁ I‘“ ¥ IS IO 4 _“DZDt
a —1iC0th 75 % ‘10‘5
: |
U(r_r J}Jw)
a L
3ap csch* <§ & > o \.\ /f
_ JUDV “
2 10 5 n 10
2a| —1 + coth 7{ Sekil 5. a=1, a=1, =1, p=0.75 icin u; (x,t) ¢c6zimunin
ylzeyi
Va
2°¢ /
=y

3a@| 1 itanh(
,

a
Ug10(x,t) = — " + .

vag

3ap (1 + tanh< >

)2

3ap( 1+ th<—a€>>
ﬂ a < CO 2

N—————

2a
Sekil 6. a=1, a=1, f=1, p=0.75 igin ug (x,t) ¢6zUmUnln

yluzeyi

a
U1 12(x,t) = — " + .

2
3ap <1 + coth <7a f))

- 2a
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Cizelge 1: A=b?- 4ac ve E=+1 olmak (izere (1) denkleminin ¢éziimleri (Abdou, 2008)

No z(§) Kosul
! —absech? (@ f) a>0
2
b% — ac (1 — gtanh <@ f))
2 abcsch? <@E> a>0
2
b% — ac (1 + ecoth (@ E))
3 2absech(+/a§) a>0,A>0

VA — bsech(\/af)

4 2absec(V—aé) a<0,A>0
VA — bsec(\/—_af)

5 2abcsch(Va¢) a>0,A<0
evV—A4— bcsch(\/af)

6 2abcsc(v—a¢) a<0,A>0
eVA — besc(V=aé))

>0,c>0
—asech? <g f) 4 c

~N

b + 2ev/actanh <g f)

00

_ , [(V—a a<0,c>0
asec <—2 E)

b + 2ev/—actan <\/% E)

a>0,c>0
—acsch? <@E>

o

b + 2&ev/accoth <@ f)

10 = a<0c>0
—acsc2< za§>

b + 2&v/—accot <\/? E)
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11 al h\/a a>0,A=0
p gtan > 13

12 al,, L[ a>0,A=0
5 £co > 13

13 4aecVaé a>0
(esVaé — b)2 — 4ac

14 +4aecVa¢ a>0b=0

1 — dace?eVag

4. Tartisma ve Sonug

Bu makalede, zaman degiskenine bagh
conformable kesirli tlirev iceren lineer olmayan
kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler
olan Konopelchenko-Dubrovsky ve Benjamin-Ono
denklemleri ele alindi.

Ele alinan her iki denklem ilk olarak dalga
donlisimi yardimiyla lineer olmayan adi tirevli
diferansiyel denkleme doénustirildi. Bu adi tirevli
denklemlerin analitik ¢odzlimlerini bulmak icin
yardimci denklem yontemi kullanildi. Bunun igin

z(&) ifadesinin kuvvetlerinden olusan
n

Z a;z (§)

i=0

formunda analitik ¢6ziim arandi. Bu analitik ¢c6zim
formunun adi tiirevli denklemlerde yerine
yazilmasiyla z(£) ifadesinin kuvvetlerini iceren bir
esitlik bulundu. Bu esitlikte yer alan z(€) ifadesinin
kuvvetlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle
elde edilen cebirsel denklem sisteminin ¢éztimleri
Mathematica programi yardimiyla bulundu. Elde
edilen bu degerlerin yardimiyla ele alinan
denklemlerin analitik ¢dziimleri bulundu.

Sonug olarak; her bir denklem icin elde edilen tim
analitik ¢oziimler denklemlerde yerine koyularak,
denklemi sagladigi yine Mathematica programi
yardimiyla gorildi.
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