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ORTOTROPIK MALZEMEYE SAHIiP ANKASTRE KOMPOZIT
CUBUK ELEMANIN TITRESIMININ SONLU ELEMANLAR
YONTEMIiYLE MODELLENMESI

Mustafa Oguz NALBANT!

OZET

Kompozit yapilarin titresim analizi, birgok miihendislik uygulamalarinda pratik énem
kazanmaktadir. Kullanim yerine ve ¢aligma sartlarina gore, tabakali kompozit kirislerde biiyiik
genlikli titresimler oldukea etkilidir. Yapisal sistemlerin sayisal analizleri arasinda en yaygin
kullanima sahip olan sonlu elemanlar metodunun uygulanmasi sirasinda her bir elemana ait
serbestlik derecelerinde olusan deplasman ve kuvvetlerin iligkisi eleman rijitlik matrisleri ile
olusturulur. Bu calismada, ortotropik malzemeye sahip kompozit malzemeden yapilan
tabakalardan olusturulmus ankastre ¢ubuk elemanin serbest titresim davranislari incelenmesi
amaclanmistir. Cubuk elemanin matematiksel modellemesi sonlu elemanlar metodu ile elde
edilmistir. Ayrica modelleme asamasinda klasik kirig teorisi olan Euler-Bernoulli Teorisi’nden
faydalanilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu Elemanlar, Kompozit Malzeme, Titregim

FINITE ELEMENT MODELING OF VIBRATION OF BUILT-IN
COMPOSITE ROD ELEMENT WITH ORTHOTROPIC MATERIAL

ABSTRACT

Vibration analysis of composite structures is gaining practical importance in many
engineering applications. Depending on the place of use and operating conditions, large
amplitude vibrations are highly effective in laminated composite beams. In the application of
the finite element method, which is the most widely used among the numerical analysis of
structural systems, the relationship between displacement and forces that occur in degrees of
freedom of each element is formed by element stiffness matrices. In this study, it is aimed to
investigate the free vibration behavior of built-in rod element made of composite material with
orthotropic material. Mathematical modeling of the bar element is obtained by finite element
method. In addition, Euler-Bernoulli Theory, which is the classical beam theory, was utilized
in the modeling stage.

Keywords: Finite Elements, Composite Material, Vibration
1. GIRiS

Miihendislik uygulamalarinda kullanilan yapt malzemelerini dort grupta incelemek
miimkiindiir. Bunlar metaller, polimerler, seramikler ve kompozitlerdir. Kompozit malzemeler
ise, ayni veya farkli iki ya da daha fazla malzemenin uygun olan o6zelliklerini tek bir
malzemede toplamak ya da yeni bir 6zellik ortaya cikarmak amaciyla makro diizeyde
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birlestirilmesi ile olusturulan malzemeler olarak adlandirilabilir. Sekil 1 de bazi kompozit
malzemelerin igyapilar1 goriilmektedir. Metal alasimlart da birka¢ malzemeden meydana
gelirler fakat kompozit malzemeler gibi makro diizeyde birlestirilmedigi ig¢in kompozit
malzeme olarak adlandirilmazlar (Gibson, 1994). Kompozit malzemelerle ilgili (Lurie K.A.,
Cherkaev A.V. 2018 ve D.D.L. Chung, 2018) gibi birgok akademik ¢alisma mevcuttur.
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Sekil 1. a) Taneli Kompozit b) Lifli Kompozit c)Tabakali Kompozit

Kompozit malzemeler binlerce yildir insan hayatinda 6nemli bir yere sahip polimerlerdir.
Evlerimizin yapiminda kullanilan beton ise kompozit malzemeye basit bir drnektir. Ayrica
ahsap, kemik gibi kompozit malzemeler dogada degisik bicimlerde bulunabilmektedir.
Kompozit malzemeler yiiksek 6zgiil dayanim ve yliksek 6zgiil modiilii oranlarina sahip
oldugundan, ozellikle hafiflik ve dayanimim 6nem kazandigr hava ve uzay teknolojilerinde
(ugak pervaneleri, kanatlari, uzay mekigi govdeleri vs.), kara ve deniz tagimaciliginda genis bir
uygulama alanina sahiptir. Ayrica giinliik hayatta kullandigimiz mutfak esyalari, gesitli spor
malzemeleri, tip gerecleri, robot malzemeleri yapiminda, kimya ve elektroteknik sanayisinde
kullanilmaktadir. Kompozit malzemeler uygulama alanlarma gore kiris, plak ve kabuk gibi
tastyict yapilarda kullanilabilmektedir. Kalilik ve genisligi uzunluklarina gore ¢ok daha az
olan ve ecksenine diisey yonde etkiyen yiikleri tagiyan yapt elemanlari kiris olarak
adlandirilirlar. Kirisler uclarinda farkli sinir kosullarina sahip olabilirler. Ornek olarak basit
desteklenmis kiris bir ucu kayar diger ucu ise pimli kirislerdir. Basit desteklenmis kiris yatay
ve dik yonde harekete kisitlanmistir, fakat donme yapabilmektedir. Kayar destekte ise kiris
yatay yonde hareket edebilir. Ankastre kirislerde bir ug¢ sabit diger u¢ serbest, sabit kisim
hareketsiz olup donme yapmaz. Bu nedenden dolayr bu ugta bir moment ve kuvvet meydana
gelir. Kirise uygulanan dis yanal yiikler sonucunda kiriste i¢ kuvvetler olusur bunlar kesme
kuvvetleri ve egilme momentleridir. Yiiklemeden sonra kirisin diiz ekseni ¢okme egrisi denen
bir egriye egilir. Bu olaya kirigin egilmesi denir. Kiriste ortaya ¢ikan genlesme ve gerilmeler
dogrudan egrilik kavramiyla belirlenen bu ¢okme egrisinin sekline baglidir (Gere ve
Timoshenko,1992).

Bu calismada, ortotropik malzemeden yapilan tabakalardan olusturulmus kompozit

ankastre ¢ubuk elemanin sonlu elemanlar metodu ile matematiksel metodu olusturulmustur.
Matematiksel model daha sonra titresim analizleri yapmak icin kullanilacaktir.
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2. KOMPOZIT TABAKALI ANKASTRE KiRIiSLERIN MATEMATIKSEL
MODELLENMESI

2.1. Kiris Teorilerinin Ele Alinmasi

a2 \{F.

=

Sekil 2. Global (X, Y,Z) ve Yerel (X1 s Xy X3) (Laszlo P. Kollar , George S. Springer, 2009)

Kirislerde deformasyonun kinematigini aciklayabilmek icin birgok kirig teorisi
olusturulmus ve (RA Jafari-Talookolaei, M Abedi, M Simsek, M Attar, 2018 ve 5. Hadi,
A., Nejad, M. Z., Rastgoo, A., & Hosseini, M.) gibi ¢aligmalarindaki kullanilmistir. Sekil 2 de
goriilen dikdortgen kesitli, katmanli kompozit kirigler i¢in kullanilan en temel ve basit
modellerden birisi ise “Euler-Bernoulli Teorisi diger adiyla “Klasik Kiris Teorisidir. Diger bir
modelleme ise “Timoshenko Kiris Teorisidir. Klasik laminasyon (kompozit) teorisine gore
kiris tizerindeki herhangi bir noktaya ait yer degistirme bilesenleri

U, y, z) =u(x, y) — zw, X (1)
V(x,y,2) = V(X,y) —zw, y ()
W(x,y, z) = w(x, y) (3)

gibidir. Buradaki ise U, V, W degerleri katmana ait her bir noktanin sirastyla (X, Y,Z) eksen
takimlarindaki yer degistirmeleri, u, v, w ise orta diizlemdeki bir noktanin yer degistirmesini

ifade etmektedir. Kiris teorisinde tiim biiyiiklikler y -ekseninden bagimsiz oldugu i¢in, Klasik
kiris teorisinde yer degistirme alani

U(x, z) = u(x) — zw, X 4

W(x, z) = w(x) (6]
seklinde ifade edilir (Reddy ve ark.,1997).

2.2. Sekil Fonksiyonunun Eldesi
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. Constant 1
X /E\ Linear 3
x E xy\< e CQluadratic G
X X;V/:\f v Cubic 10
x5 xSy : x5 ° xy® ¥ Quartic 15
x x“y xF 2 : X7 ° > v Quintic 21
x XV = xf; H X7 Xy I Hexadic 28

Sekil 3. Pascal Uggeni

Ortotropik malzemeye sahip kompozit malzemeden yapilan tabakalardan olusturulmus
ankastre ¢ubuk elemana ait sekil fonksiyonunun eldesi i¢in kullanacak oldugumuz ¢okme
degeri i¢in sekil 3 te goriilen pascal liggeninden faydalaniimistir.

W(X) =a, +a,Xx+a,x’ +a,x’ (6)
W
0

=1 ™
92

Burada w (¢6kme) degerimizin birinci tiirevi bize € (dénme) degerimizi vermektedir.

g -, AW ®)

dx dx

olarak yazilabilir.

{o} =[A]{a} ©)

wl [1 x X x][a
61 [0 1 2x 3% ||a
- 2 3 (10
W2 1 X2 X2 XZ a3
6,] 10 1 2x 3% ||a
ta}=[A]" {4} (1
2 3!
q | D D S W,
3, _|0 1 2);12 3)(313 6, 0
a, I x5, X X w,
a,)] [0 1 2x 3x| (6
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a, alll x x x W,
2 3
17
[1 X X x3] % :[1 X X x3] %[0 1 2X21 3X31 : (13)
a, alll x, X5 X W,
a, a, /[0 1 2x 3x| |6,
[N] N, N, N4]{5}e:[N]{5}e (15

Burada [N] sekil fonksiyonlar1 matrisi olup,
[N]=[N, N, N, N,] (16)
seklindedir.( S.S. Bhavikatti, 2007)

o’v. o°N

o o =[8] "
azN " " " "

[B]= Fvaall =[N,"00 N0 N0 N, "(0)] (18)

(Yijun Liu , 2003)

2.3. Gerilme Bilesenlerinin Doniisiimii

(X, ¥, z) koordinatlari, problemin ¢dziimiinde kullanilan koordinatlar ve (Xl, X2,X3)
koordinatlar1 da, malzemenin temel koordinatlar1 olarak tanimlanmistir (Sekil 1). Tabakalara
tstten bakildiginda (ters olarak), (X, y, z) koordinatlari; X, X, diizleminde X, X,, X ’iin saat

ibresi yoniinde 0 acis1 kadar dondiirtilmesi ile elde edilir. Bu iki eksen takimindaki koordinatlar
arasindaki gerilme doniisiimii asagidaki denklemler yardimiyla elde edilir.

Oy cos’ @ sin” @ 0 0 0 —sin 26 o,
Oy sin” @ cos” 6 0 0 0 sin 26 o,
Tu | _ 0 0 1 0 0 0 o, (19)
oy, 0 0 0 cos@ sind 0 o,
Oy, 0 0 0 —-sin@ cosé 0 o,
Oy sinfcosf —sinfcosf 0 0 0 cos’@-sin’ 0] |og
Bu esitlik;
(o), =[T](e), 20)

seklinde yazilabilir ve burada [T] doniisiim matrisi olarak tanimlanir. Malzeme katsayilarinin
doniistimii ise matrisimize sinirlarimizi girdigimizde

o, = [cos2 6’]{(71} @2n
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seklindeki doniisiim matrisini elde ederiz.

= T
[Q]=[T][e][T] (22)
ifadesi verilir. Burada [Q] , malzeme koordinatlarindaki 6x6 boyutundaki
malzeme direngenlik matrisidir. (Aysun B., Ahmet S. , 2006 )

2.4. [D] Direngenlik Matrisinin Elde Edilmesi

A “
A h/a
h/4
h > X
h/4
Y h/a
- >

L
Sekil 4. Dort Katmanli Simetrik Kirig

Ortotropik malzemeye sahip kompozit malzemeden yapilan tabakalardan olusturulmus
ankastre cubuk elemana ait direngenlik katsayisini bulurken eleman sekil 4 te goriilen dort
katmanli simetrik kiris gibi diigtiniilmiistiir.

0, Qi Q. Qs Qu Qs Qgl|s
0, Q Qn Qu Qu Qy Qyfls
O; Q, Qn Qy Qu Qy Qy|fs
T3 Qu Qun Qu Qu Qi Qu |7 @)
T3 Q Qn Qu Qu Qs Qy (7
T Q Qn Qu Qu Qs Q7

Gerilme- Burulma iliskilerini gdsteren bu matriste sinirlari girdigimiz taktirde;

0y =05= 7y =V13=V1p =T =0 olur.

Bunun sebebi kirisimizi X ve Y eksenlerimizde inceledigimizden kaynaklanmaktadir ve
matrisimiz,

o} =[Q.l{e}, (24)

elde edilir. Yukaridaki esitliklerdeki Qij degerleri indirgenmis elastik sabitler olup, Young,
Kayma modiilleri ve poisson oranlari cinsinden asagidaki gibi tanimlanmustir.

Qi =¢ (25)
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Burada Q11 degerimiz &, parametresine esit ¢tkmaktadir (R. M. Jones, 1973).

A ZQU( ) k 1) (26)
5130 <“<2 ) @
ij 2 = ij k k-1

N

z— (k)( 3 3_1) (28)

k=1

J

w|»—

Burada Ajj boyuna uzama direngenligi, Dij egilme direngenligi, Bij ise egilme-boyuna
uzama eslesmesi direngenligi olarak ifade edilir. Kirisimizde boyca uzama olmadigi i¢in Ajj

ve B'J direngenlik matrislerini kullanmayiz. Bu nedenle direngenlik matrisimiz Dij egilme

direngenlik matrisine esit olur. (Aysun B. , Ahmet S. , 2006 ).
2.5. Rijitlik Matrisinin Elde Edilmesi
2.5.1. Potansiyel Enerji Yaklasim ile Eleman Rijitliginin Hesabi

Dértgen elemanlar igin rijitlik matrisi elastik enerji ifadesinden hareketle elde edilebilir.
Bu esitlik,

1
U =j5{a}{g}av (29)
formiiliiyle ifade edilir. Formiilde kalinlik sabit alinir ve eleman boyutunda yazilirsa,
U= Zt j e} oA (30)
yukarldakl gibi olur. Sekil degistirme-yer degistirme iligkisi ise,
o’u
ox’
“ v
&
A G RTRGRY
PN
ox- oy

seklindedir. Denklemde sinir sartlarmi girdigimiz taktirde E, =&y = 0
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{ef={ed= {2%} (32)

sekline donigiir.

o’u
Ul _yg 33
{axz} o

N =[B]= 2 (34)
OX

Diger taraftan

{o}=[Dl{e} (35)

oldugundan eleman i¢indeki gerilmeler,

{o}=[D][B]{a} (36)

olur. Bu durumda sekil degistirme enerjisi ifadesini,

U=, Sta)" 1] [T [O][epx () 67

seklinde yazabiliriz. Bu da

U=%,51a) [k].fa} 3

olup eleman rijitlik matrisi olan [K] ,
e
1 T
[k], =t][B] [D][BJox (9)
seklindedir. Eleman rijitlik matrisi (4x4) boyutundadir.( Topcu, M. , Tasgetiren, S., 1998)
2.6. Kiitle Matrisinin Eldesi

Kiitle matrisinin elde edilebilmesi igin cismin kinetik enerji ifadesi asagidaki gibi

i

yazilabilir. Ifadede bulunan p yogunluk {u} ise u, v, w bilesenlerine sahip x noktasmin hiz
vektoriidiir.

x

Sekil 5. Yayilmuis kiitleli kat1 cisim, diferansiyel hacim iizerinde deplasman ve hiz bilesenleri
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{u} =[uvw] (41)

Sonlu eleman modelinde cisim sekil 5 te goriildiigi gibi yayilmis kiitleli belirli sayida
elemanlara béliinlir ve deplasmanlar diigiim deplasmanlar1 cinsinden sekil fonksiyonlar
yardimiyla asagidaki,

{u} =[N]{a} (42)

gibi gosterilir, dinamik analizde ise diigim deplasmanlari vektorii zamana bagli olarak

degistiginden hiz vektorii benzer sekilde,

{u} =[N]{a} (43)

yazilabilir. Kinetik enerjide yerine koydugumuzda ise ,

1

T, =—{a}"|[, PIN]INT ov|{a} @
Elde ederiz. Parantez igindeki ifade ise eleman kiitle matrisini vermektedir.
[m.]= [, p[NT [N]av )

Kullandigimiz dortgen eleman i¢in diizlem gerilme ve sekil degistirme durumunda deplasman
bilesenleri u ve v dir.
Digiim deplasmanlar1 vektorii 4 elemali ve eleman sekil fonksiyon matrisi ise,

[N]=[N, N, N; N,] (46)
seklinde yazilir. Bu durumda eleman kiitle matrisi asagidaki gibi,
[m.]=pht, | [N] [N]éx (47)

olur. Bu integrasyon niimerik olarak yapildiginda eleman kiitle matrisi elde edilir.( Topcu, M. ,
Taggetiren, S. , 1998)

3. SONUCLAR

Bu ¢alismada, ortotropik malzemeye sahip kompozit malzemeden yapilan tabakalardan
olusturulmus ankastre gubuk elemanin serbest titresim davranislart incelenmesi amaglanmistir.
Elemanin sonlu elemanlar metodu kullanilarak deplasmanlari, sekil fonksiyonu, direngenlik
matrisi, rijitlik matrisi ve kiitle matrisi, basartyla elde edilmistir.

Bir sonraki ¢aligmada ortotropik malzemeye sahip ankraste kompozit cubuk elemana ait

elde edilen matematiksel model kullanilarak MATLAB programu ile titresim analizi yapilacak
ve sonugclar ¢esitli sinir sartlar1 altindan grafiksel olarak karsilastirilacaktir.
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