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Benzer Dizilerin Benzer Ozellikleri

Similar Characteristics of Similar Series

OZET

Matematigin en onemli konularindan biri diziler; dizilerin en dikkat ¢ekenlerinden biri de Fibonacci
dizisidir. Bu ¢calismanin amaci, Fibonacci dizisine benzer diziler olusturup bu dizilerin Fibonacci dizisinin
o6zelliklerine benzer 6zellikleri olup olmadigini arastirmak ve varsa bu 6zellikleri ispatlamaktir. Bilindigi
gibi Fibonacci dizisinde her bir terim, kendisinden 6nceki iki terimin toplamina esittir. Bu ¢alismada ise,
her bir terimin kendinden 6nceki iki terimden birinin veya her ikisinin 1’den biiyiik dogal sayilarla ¢arpilip
sonrasinda toplanmasiyla olusan diziler ele alinmistir. Boylece ti¢ farkl: dizi ailesi olusturulmustur. Birinci
ailede, her bir terimin kendisinden 6nceki terimin k kat: (k=2,3,...) ile ondan 6nceki terimin toplamina
esit oldugu diziler alind1. Tkinci ailede, her bir terimin kendisinden 6nceki terim ile ondan énceki terimin
k katinin (k=2,3,...) toplamina esit oldugu diziler alindi. Uciincii ailede ise her bir terimin kendisinden
6nceki terimin k kat1 (k=2,3,...) ile ondan 6nceki terimin k katinin (k=2,3,...) toplamina esit oldugu
diziler alindi. Literatiirde bu dizilerden bazilariyla ilgili ¢alisildig: goriilmektedir. Bu calismada diger
calismalardan farkl:i olarak, Fibonacci dizisinde gecerli olan 7 6zellik temele alindi ve bu 6zelliklerin
benzerleri olusturulan dizilerde arandi. Her bir dizi ailesinden 2’ser tane olmak tizere 6 dizi tizerinde
calisildi. Calismalar sonunda bu dizilerin de Fibonacci dizisindekilere benzer o&zellikleri sagladigi
gortlmistiir. Diziler tizerinde 42 6zellik elde edilmis ve bu 6zellikler ispatlanmistir. Ayrica dizilerin
olusum acgisindan benzerligi oldugu gibi elde edilen 6zellikler arasinda da genellemeye imkan verecek
benzerlikler oldugu goériilmiistiir.

Anahtar Sozciikler: Dizi, Fibonacci, Dizi 6zellikleri, 1spat.

ABSTRACT

One of the most important subjects of mathematics is sequences; and one of the most striking series
is Fibonacci series. The purpose of this study is to create series similar to Fibonacci series and to
investigate whether these series have characteristics similar to those of Fibonacci series; and to prove
these characteristics, if any. As is known, in Fibonacci, each term is equal to the sum of the two preceding
terms. In this study, the series formed by one of two terms or both terms before each term are multiplied
by natural numbers greater than 1 and then summed, were discussed. As a result, three different series
families were formed. In the first family, the series were taken in which each term was equal to the sum of
k-fold of (k=2,3,...) the previous term and the two previous terms. In the second family, series were taken
in which each term was equal to the sum of the previous term and the k-fold of (k=2,3,...) the two previous
terms. In the third family, series were taken in which each term was equal to the sum of k-fold of (k=2,3,...)
the previous term and k-fold of (k=2,3,...) the two previous terms. It is seen that some of these series have
been studied in the literature. In this study, unlike other studies, seven characteristics which are valid in
Fibonacci series were taken as basis and then similar characteristics were searched in the generated series.
6 series were studied by taking 2 from each family. As a result of the studies, it was observed that these
series bear similar characteristics to those of Fibonacci series. 42 characteristics were obtained on these
series and were proved. In addition, it was observed that there were similarities in terms of formation as
well as similarities between the obtained characteristics that would enable generalization.

Keywords: Series, Fibonacci, Characteristics of series, Proof.

*Bu ¢aligma, 50. TUBITAK Lise Ogrencileri Arastirma Projeleri Yarigmast Kayseri Bélge sergisinde sunulmustur.
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1. GiRi$

Giinlik hayatta
insanlarin arka arkaya

genellikle nesnelerin ya da
ifade
etmek i¢in kullanilan “dizi” kelimesi, matematikte

siralanmis halini
de bu anlamindan pek fazla uzaklagsmamistir.
Bu kez nesneleri sayilar olan bir alanda belli
bir iliskiye veya ortak ozellige go6re siralanmis
sayilar1 ifade etmek igin kullanilmaktadir. Asal
sayilarin olusturdugu siralamalar, besin kat1 olan
dogal sayilarin olusturdugu siralamalar, tiggensel
sayilarin olusturdugu siralamalar matematikteki
dizi 6rneklerinden bazilaridir. Kuskusuz en tnli
dizilerden biri “Fibonacci Dizisi”dir. Leonardo
Fibonacci, (1175-1250) Liber Abaci adli kitabinda
bir problem ve problemin ¢6ztimiini vererek bu
diziden bahsetmistir. Problem su sekildedir (Pappas
2007): Bir aylik bir ¢ift tavsan var. Bunlar ancak
iki aylik olduklarinda yavrulamaya baslayabilir.
Bu tavsan ¢iftin iki aylik olduktan sonra her ay
yeni bir cift tavsani dogdugunu varsayalim. Eger
diinyaya gelen her yeni ¢ift de yukarida belirtildigi
gibi yavrularsa, her ayin baginda kag ¢ift tavsan
olur? Bu problem c¢o6ziildiigiinde ilk aydan itibaren
tavsan sayilarinin 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... seklinde
ilerledigi goriiliir. Biraz daha incelendiginde her
bir sayinin kendisinden 6nceki iki sayinin toplami
oldugu goriiliir. Iste bu sayilar Fibonacci dizisinin

terimleridir.
Fibonacci dizisindeki ardisik sayilarin
¢am kozalagi, aygigeginin ¢ekirdek dizilimi,

agaclarin dallanma bigimleri gibi doganin pek
¢ok yerinde insanlarin karsisina ¢ikmasi ve bu
dizinin terimlerinin bir 6nceki terime béliminin
glizelligin o6lgiisti altin orana gittikce yaklagmasi
Pek
¢ok insan bu dizi lizerinde arastirma yapmistir.
Hatta Fibonacci
Pell, Jacobsthal

ve bunlar

Fibonacci dizisinin biiytstnt arttirmigtir.

dizisinden esinlenerek Lucas,
gibi

tzerinde c¢alisilmistir.

yeni diziler olusturulmus
Koken (2008),
calismasinda Fibonacci ve Jacobsthal dizilerinin
k-Jacobsthal

dizilerinin, Lucas ve Jacobsthal Lucas dizilerinin

bir genellestirilmesi olarak
bir genellestirilmesi olarak da k-Jacobsthal Lucas

dizilerinin tanimlari ve 0&zelliklerini vermistir.
Bolat (2008), k-Fibonacci sayilarinin tanimindan
elde

ve uygulamalar

faydalanarak k-Lucas sayilar: etmis, bu

sayilarla ilgili bazi 6zellikler
gOstermigtir. Giile¢’in (2014) caligsmasinda, Pell ve
Pell-Lucas say1 dizilerinin &zellikleri incelenmis,
bu dizilerin matris dizileri tizerinde durulmustur.
Altun (2016)

Lucas polinomlarinda yeni bir aile elde ederek

ise genellestirilmis Fibonacci ve

bu aile ile ilgili teorem ve o6zellikler bulmustur.
Bu calismada Fibonacci dizisinden ilham alarak
benzer diziler olusturulmustur. Yapilan literatir
taramasinda bunlarin matematik diinyasinda
var olan diziler oldugu go6rilmiistiir. Ancak bu
olarak benzer

konulardaki c¢alismalardan farkl

yontemlerle olusturulan dizileri hep birlikte,
aralarindaki iliskileri gostererek ve en dnemlisi bu
dizilerin sagladig: ozellikleri bulup ispatlayarak

ilerlenmistir.

Bildigimiz gibi Fibonacci Dizisi asagida verildigi
gibi her bir terimin kendisinden 6nceki iki terimin
toplami1 olarak alinmasiyla olusmustur.

al az a3 a4 a5 a6 a7 a& a‘) al 0| an

111235 |8 |13|21|34|55|...| a,,%ta,,

n—1

Bu dizinin pek ¢ok 06zelligi vardir. Bu ilging
ozelliklerden bazilari su sekildedir (Maksudov ve
Veliev 1993):

1.  a+a+a+.+a=a,-

2. atata,+..+a, =a,

3. atatat.ta, =a, —

4. a-a+a—.+()"a =(=)"a,_ +1
5 a+d+d+.+a=a.a,

6. =a_.a +a.a.

7. a,, = afﬂ - aj—l

Bu c¢alismada da Fibonacci dizisinin olusum
ozelligindenilham alinarak yeni diziler olugsturmaya
calisilmis ve bu dizilerin yukarida verilen Fibonacci
dizisinin 7 temel 6zelliginin benzerlerini saglayip
saglamadigl tizerinde diistintilmiistiir. Temelde
3 dizi ailesi alinmistir. Kolaylik olmasi agisindan
her bir dizi ailesine sadece bu ¢aligsma i¢in gegerli

isimler verilmistir:

* 1K Ailesi: Her bir
onceki terimin k kati (k=2,3,...) ile ondan

terimin kendisinden

onceki  terimin  toplanmasiyla  olusan

diziler. Literatiirde k-bonacci dizileri olarak
gecmektedir (Bolat 2008). a,=0 ve a,=1 olmak

iizere a,=k.a,  +a _, k=2 igin elde edilen
versiyonuna Pell dizisi denilmektedir (Giileg
2014).

e K1 Ailesi: Her bir terimin kendisinden 6nceki
terim ile ondan Onceki terimin k katinin
(k=2,3,...)

a,=0 ve a,=1 olmak tizere a,=a, ,+k.a

diziler.
o k=2
icin elde edilen versiyonuna Jacobsthal dizisi
denilmektedir (Kéken, 2008).

toplanmasiyla olusan

e KK Ailesi: Her bir
hemen 6nceki iki terimin toplaminin k kati

terimin kendisinden

olan diziler.
k.(a +a"_2)

n-1

a,=0 ve a,=1 olmak fizere a, =

1.1. Amag

Bu c¢alismanin amac: Fibonacci dizisine benzer
diziler olusturup bu dizilerin Fibonacci dizisinin
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o6zelliklerine benzer Ozellikleri olup olmadigini

aragtirmak ve varsa bu 6zellikleri ispatlamaktir.

1.2. Problem

Fibonacci dizisine benzer sekilde olusturulan
dizilerin, Fibonacci dizisinin 06zelliklerine benzer

o6zellikleri bulunabilir mi?
Calismanin alt problemleri su sekildedir:

e Fibonacci dizisine benzer sekilde olusturulan

dizilerin temel 6zellikleri nelerdir?

e Fibonacci dizisine benzer sekilde olusturulan

dizilerin, Fibonacci dizisinin &zelliklerine

benzer 6zellikleri var midir?

e  Olusturulan dizilerin varsa bulunan

ozellikleri nasil ispatlanir?

e Olusturulan dizilerin bulunan 6zellikleri
birbiriyle iligkili midir?

1.3. Tanimlar

Dizi:

kiimesinden X’e tanimli her fonksiyona bir dizi
denir (Argiin, Arikan, Bulut, Halicioglu 2014).

X=0 bir kime olsun. N dogal sayilar

Dizinin Terimi: {a } bir dizi olsun. Her i€N igin
a/ye dizinin bir terimi ve a 'ye dizinin genel

terimi denir (Argiin ve dig., 2014).

Fibonacci Dizisi: fj=0 ve f=1 olmak iizere,
terimleri f ,=f  +f seklinde olan dizidir. Yani
her bir terimi kendisinden 6nceki iki terimin

toplamina esittir.

3.1.1K Dizi Ailesi ve Ozellikleri

2. MATERYAL ve METOT

Dizilerin hepsinde a,=0 ve a,=1 baslangig
terimleri alinarak 3 farkli dizi ailesi ele alinmistir.
k=1

alindiginda klasik Fibonacci dizisi ¢ikmaktadir. O

Olusturulan dizi ailelerinin her birinde
yizden her bir dizi ailesi i¢in k=2 degeri ve k=3
degeri alinarak elde edilen dizilerin o&zellikleri
Ozellikler

Fibonacci

bulunmustur. bulunmaya c¢alisilirken

oncelikle dizisinin 06zellikleri iyice
incelenmistir. Yeni dizilerde her bir 6zelligin nasil
degisebilecegiyle

ilk baslarda deneme-yanilmalarla bazi1 6zellikler

ilgili tahminlerde bulunularak

bulunmustur. Ispatlara gecildikten sonra
6zelliklerin nasil olustugu daha iyi anlasildig:
ozelliklerde

Her bir dizinin temel olusum

icin geri kalan deneme-yanilma
kullanilmamistir.
6zellikleri kullanilarak 6zellikler daha rahat ortaya
cikarilmistir. Ispatlarda ise daha ¢ok dogrudan ispat
yontemi kullanilmak {izere yer yer tiimevarimla
ispat yontemi de kullanilmistir. ispatlar sirasinda
genellikle ilgili dizinin temel olusum o6zelligi
kullanilmigtir ve bazi yerlerde “[]” i¢inde ag¢iklama

eklenmistir.

3. BULGULAR

Bu boéliimde dncelikle her bir dizi ailesinin nasil
olustugundan kisaca bahsedilmis, bu dizilerden
elde edilebilecek sabit oranlardan bahsedilmistir.
Bu kisimlar ¢alismanin temel konusu olan 6zellikler
kisminin daha detayli verilebilmesi igin ispatlar:
yapilmadan O6zet gecilmistir. Daha sonra da her
bir dizi ailesinde k=2 ve k=3 degerleri igin elde
edilen dizilerin Fibonacci dizisindekilere benzer
6zellikleri bulunmus ve ispatlanmisgtir.

Bilindigi gibi Fibonacci dizisinde her bir terim kendinden 6nceki terime bélimi altin orana yaklasir.

Burada ikinci dereceden denklemleri kullanarak a =k.a, +a , seklindeki diziler i¢in de benzer sekilde

her bir terimin kendinden 6nceki terime bélimiiniin hangi sayilara yaklasacag: arastirilirsa asagidaki

sonucglar elde edilir:

N

1++/5 2
k=1 i¢in Altin Oran= TJ_ k=2 i¢in Glimiis Oran = —

k=3 i¢in Bronz Oran =

34413 _n+Vn’+4

k=n i¢in Sabit Oran =

2 2
3.1.1. 1K Dizi Ailesindeki k=2 Dizisinin Ozellikleri
al aZ a} a4 aS a() a7 aS 119 alO an
1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 2a, +a,,
a +a —1
1) a+a,+a,+..+a_ +a, =%

ispat: a,+a,+a,+..+a,_ +a,
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=a +&_ 1+_4_ﬁ+a5 a3+&_a4 - an72+m_anfl
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a a a a. +a —1

=t-tyqpstlo ot —u— [ =1ve a,=2 alinarak diizenlendi.]
2 2 2 2 2

— aZn
2) a+ta,+a,+..+a, =
3 n=1 2

Ispat: ata,+a,+..+a, .ta,

a-a,ta-—ata—at.ta, ,—a, ,+a, -4,

=g+ 2 =-2 [a,=1 ve a,=2 oldugundan]

a -
3) a,+a,+a +..+a, =-2"1—
" 2

Ispat: 1. 6zellikte n yerine 2n yazilirsa;

a, +a, —1
— _2n+l 2 *
a+a,+a,+..+a, =22 5 z ()
2. ozellikten;
+a,+a +..+ =2 (**)
a+ta+a+..+a, = .

(*) esitliginden (**) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa asagidaki esitlikler elde edilir:

a, +a, —1 a a, —
a,+a,+a +..+a, = 2n+l 2n _ % _ Bonnt
6 2n

2 2 2

NG [a,-a,,]+1

4) a-a,+a,—.+(-1)"a, 5

Ispat: 2. ve 3. 6zelliklerden iki esitlik yazilir ve taraf tarafa gikarilir:

aZ
atat+a+..+a 2
2

201

a -

a,+a,+a,+..+a, =-21—
3 0 2

a-a,+a,—a,.+a, —a, = 2

Bu esitlikte dikkat edilirse ¢ift indisli terimlerin negatif, tek indisli terimlerin pozitif isaretli oldugu
goriiliir. Bunlara dikkat edilerek ve 2n yerine n alinarak son esitlik tekrar diizenlenirse:
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_(-D'[a,-a, ]+1

1
a—-a,+a,—.+(-1)"a, 5

a.a
5) af+azz+z132+...+an2=”—"+1

= 2 2 2 2 2 2
Ispat: ata,+a;ta, +..+a_ +a,

_ 2
=a, +a,a,+aa,+a,a,+..+a_.a_+a.a

=af+az.[a3;a‘]+a3.[a4;a2]+a4.[a5;alj+...

+

a —da a —da
n n=2 ntl n—1
a, .. +a,.
2 2

Ll G4, ana, a4, a4 dud, aa, a4,
! 2 2 2 2 2 2 2 2
a.a, a.a. . a.a
2 .
=q -2 +-—l=— [ =1 ve a,=2 yerine alind1.]
2 2 2
6) an+m = anfl'am + an 'am+l

Ispat: m'ye gore tlimevarim yapalim.

m=1 i¢in dogru mu? @,,=a,,.a,+a,.a, —a,  =a,  +2a  dogrudur

m=k i¢in dogru olsun: @, =a,,.q,+a,q,
m=k+1 icin de dogru olur mu?

Gppiirny = Yyt = e T 4,04, [m=k ic¢in dogru demistik.]
=a,.a,+(2a,+a,_)a, [Dizinin 6zelliginden]

=a,4.+ z'an Yy T4, 0,

=a .(a,+2a,)ta_.aq

k+1 177 k+1

=a.a, ., ta _.a

n" k2 n=1""k+1

m=k+1 igin dogru oldugunu gostermis olur. Oyleyse 6zellik, dizinin tiim terimleri igin gecerlidir.

2 2
(a,,-a,,)
— n+l n—1
7) aZn -
2
Ispat: 6. 6zellik:  a,,,=a,,4,+a,.a, idi.Burada m=n alalim:
a. =a _.a+a.a
ntn n=1"n n"ntl

_ A~ 4 a4, e Do
a,, =a,,. + 4, [Dizinin 6zelliginden]

2 2 2
— Zn1% et~ GG — A ;an—l elde edilir.
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3.1.2. 1K Dizi Ailesindeki k=3 Dizisinin Ozellikleri

71

a, a, a, a, a; a, a, a, a, a,
1 3 10 33 109 360 1189 3927 12970 3a, +a,,
a. +ta -1

1) a+a,+a,+..+a_+a =" 3

spat: a,+a,+a,+..+a_+a,

a a, a, a, a, a  a a a a
— 3 1 4 2 5 3 6 4 n n=2 n+l n—1
=+ -+ttt 2 g
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
2a, a, a a a. +a —1 .
=—l_ 24 nyml_—ml [a,=1 ve a,=3 alinarak diizenlendi.]
3 3 3 3 3
2) a+a,+a.+..+a =
1 3 5 2n-1 " 3

ispat: a, + a, +a5 +...+ a,,

:al+(a4;azJ+(a6;azt]_'_(ax;asj_‘_m_'_(anz;a2n4]+[a2n _3‘12"2]

a,—a, + a,—a, + a,—ag +..+ a,, ,— 4y, 4 + a, —4a, ,

a
=g+ 2= =2 [a,=1ve a,=3 oldugundan]

3) a,+a,+a +.+a, =1
2 4 6 ' 2 3

Ispat: 1. 6zellikte n yerine 2n yazilip bu esitlikten 2. 6zellik ¢ikarilsin;

a, +a, —1
_ ST,
a+a,+a+..+a, = 3
a+tata+.ta, =2
1 3 5 2n-1 " 3
a+a+a+..+a :a2n+l+a2n_1_a2n:a2n+l_1
r T T 2 3 3 3

D' a — +1
4) al—a2+a3—...+(—1)”“.an:%
Ispat: 2. ve 3. 6zelliklerden iki esitlik yazilir ve taraf tarafa ¢ikarilir:

a
— “on
ata,+a,+..+a, =
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a2n+1_1
a,ta,~a,+..+a, =
! 3
a, — +1
— — — — _2n 2n+1
a-—-a,+a,—a,.+ta, —a, 3

Bu esitlikte dikkat edilirse ¢ift indisli terimlerin negatif, tek indisli terimlerin pozitif isaretli oldugu
gortiltir. Bunlara dikkat edilerek ve 2n yerine n alinarak son esitlik tekrar diizenlenirse:

-D'la —a_ |+1
al—a2+a3—a4+...+(—1)”“.an=M

a.a
5) a|2+a§+a32+.,,+a::"T"+1

= 2 2 2 2 2 2
Ispat: ata,+a;+a, +..+a_ +a,

_ 2
=a, +a,a,ta.a,+a,.a,+..+a_.a +a.a,

a,—a a,—a a.—a a-—a a  —a
:a12+a2. L lta, | 2 | ta, | 2 |+ ta, | |
3 3 3 3 3

,  a,.a a,.a a..a a,.a a,.a a,.a a.a a ..a

_ 2% e} 3y G 4% 934y % Sy

=a’+ +
3 3 3 3 3 3 3 3

a.a, a.a, a.a
2 .

=q ——S+-—l=— [ =1 ve a,=3 yerine alind1.]

3 3 3 :
6) an+m = anfl 'am + an 'am+l

Ispat: m’ye gore timevarim yapalim.

m=1i¢in dogrumu? 4,,=4a,,a,+a.q,
a,,=4a,,+3a, [a=1ve a,=3] dizinin dzelliginden dogrudur.

m=k i¢in, 4,,=4,,.a,+a.a,  esitligi dogru olsun.
m=k+1 icin de dogru olur mu?

Gppiieny = Yyt = 4@ T 4,4, [m=k i¢in dogru demistik.]
= an'al( +(3'an +an—l)'ak+l = an'ak +3'an'ak+l + an—l'ak+l [D121n1n OZelllglnden]

=a .(a,+3a,)+ta_.a, =a.a_ ,+ta_.q

k+1 1" k+1 n"k+2 n=1"k+1

m=k+1 igin dogru oldugunu gostermis olur. Oyleyse 6zellik, dizinin tiim terimleri igin gecerlidir.

2 2
7) — (@, =a,)

2n 3

ispat: 6. 6zellik:  a,,,=a, .a,+a.a,  idi. Burada m=n alalim:
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nin n el
—a a -
n+l n-1 n+l n-1
Gy = ayy + i
3 3
2 2 2 2
R +4,,70,,9%, _ G4 elde edilir
3 3

3.2, K1 Dizi Ailesi ve Ozellikleri

73

Fibonacci dizisinde her bir terimin kendinden 6nceki terime b6liimii altin orana yaklasir. Burada ikinci
dereceden denklemleri kullanarak a,=a, +k.a, , seklindeki diziler i¢in de benzer sekilde her bir terimin

kendinden 6nceki terime bolimiiniin hangi sayilara yaklasacag: aragtirilirsa agsagidaki sonuglar elde edilir:

1++5 149 1+413

k=2 i¢in Sabit Oran = k=3 i¢in Sabit Oran =

k=1 i¢in Altin Oran=

k=n i¢in Sabit Oran =

n+N4n+1

2 2 2 2
3.2.1. K1 Dizi Ailesindeki k=2 Dizisinin Ozellikleri
al az a% a4 aS aﬁ a7 aS a9 alO an
1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 a_+2a,_,

a -
1) a+a,+a+..+a,=—"2—
. 5

ispat: a,+a,+a,+..+a_ +a,
_|%&-% + 4 4q + 4—4q + 4 — 9s +o+ 44, + Gy ~ G
2 2 2 2 2 2

_&-a,ta,—ata—a,ta—a+..+a,—a+a,,-a
2

ntl

- -1
T I "*22 [a,=1 alind1.]

a, +1, ntekse
2) Z'an =

a,, —1, ngiftse

Ispat: n sayisinin hem tek say1 hem de cift say1 olma durumlar: igin tiimevarimla ispatlayalim. n tek say1

Oldugunda 2'an:au+l n+1
adiminda tek ve ¢ift icin alinmas1 gereken en kiiciik sayilardan basladik.

+1 esitligi, n cift say1 oldugunda 2.a,=a

n=1igin dogru mu? 2.4,=a,+1>2.1=1+1—>a=a,=1 oldugundan saglandi.
n=2icin dogru mu? 2.4,=a,-1->2.1=3-1->a,=1vea,=3 oldugundan saglandi.

n=k tek sayisi igin 2.q,=a,,,

dogru mu yani k+1 tek say1 iken 2.4, ,=qa,,,

mi1?

Oncelikle n=k+1 tek say1 olsun.

2a,,=2(a,,-a) [Dizinin 6zelliginden; a, ,=a, +2.a,]

=2(a,,,—a,,+1) [k+1 tekse, k ¢ift olur. Bir 6nceki adimdan 2.q,=qa,, 1]

-1 saglanir m1? Timevarimin ilk

+1 esitligi, n=k ¢ift sayis1 i¢in 2.a,=a,, 1 esitligi saglansin. n=k+1 igin
+1 esitligi, k+1 gift sayriken 2.4, ,=a, ,~1 esitligi saglanir
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2a,=2a,,-2a,+2>4a, =2a ,+2>2a, =qa_+I1 saglanmis olur.
Simdi n=k+1 cift say1 olsun.

2a,,=2(a,-a) [Dizinin 6zelliginden; a +2.a,]

2 Qg
=2(a,,,—a,,—1D [k+1 ciftse, k tek olur. Bir 6nceki adimdan 2.a,=a,, +1]

2a,,=2a,,-2a,-2>4a, =24, ,-2>2a, =a,-1 saglanmisg olur.

O halde 6zellik dizinin tiim terimlerinde gegerlidir.

a ., ntekse

+1°
3) a,+a,+a,+..+a =3 " .
e " \a,, —1 ngiftse

. -1
Ispat: a|+a2+a3+...+an=a"% [1. 6zellikten]

2a, +1)-1
M’ n tekse
= @ -1 [n tekse n+1 ¢ift olur. Buna gore 2. 6zelligi uyguladik.]
a,, —1)- .
—ml - pciftse
> S
2a, +1
5 s ntekse a,,, ntekse
B 2a, -2 niftse B a,, -1, ngiftse
S

2.a,—1, ntekse
4) a,+a,+a,+..+a = )
) GraTa 2.a,, ngiftse

a ., ntekse

n+l?

ispat: a.+az+a3+---+an={ [3. 6zellikten]

a,,, —1, ngiftse

2.a,—1, ntekse
= [2. 6zellikten]

2.a,, ngiftse
3. ve 4. ozellikler 2. 6zelligin sonuglaridir. 2. 6zellik diger 6zelliklerin ispat i¢in yardimcidir.

a, +n—1
5) a +a,+a +..+a, =-—1——
" 3

ispat: a,+a,+a,+..+a, =4 olsun. O halde;

_| %% + 4;—4a, + 4~ 4% +o+ Dyt — %y Dizinin 6zelliginden: . 9
3 2 2 2 [Dizinin 6zelliginden; a, ,=a,, +2.0a,]

a2n+l_1
a -
2l 2 [2. 6zellikten]
+..+
2 2 2 2

a,+1 a+1 a +1 a, . +1
= +

2n+l

+ +
4 4 4 4

a.+a +a, +..+a, +a,  +n A-1+a, +n
—_3 5 7 2n-1 2n+1 — 2n+1 _ A
= 2 = 2 [a,+a,+...+a, ,=A-a,=A-1 olur.]
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— 2n+1

A-1+a, +n

3A4A=a,  +n-1

2n+1

a,  tn-1
A=a+a,+a,+..+a, =—"+"——
5 n—-1 3

az(m)_n_l
6) a,+a,+a +..+a, =—"——
" 3

ispat: a,+a,+a,+..+a, =4 olsun. O halde;

4 a,—da a,—a, iy =0y, o .
_( 5 ]+[ 5 J+( 3 J+...+[ 2 ][Dlzmm ozelliginden; a,,,=a,, +2.4a,]

a,+1 a,+1 a,+1 a, ., +1
a,— a — a, — a, . —
! 2 6 2 8 2 22 2 [2. 6zellikten]

+ + +.ot

:a4_l+a6_]+ 3_]+."+a2n+2_

4 4 4 4

a,+a +a,+..+a, +a, +n A-l+a,  —n
_4Tdi T . 2 2042 — 42 1 [a4+a6+..-+a2":A_a2:A71 olur.]
A:A—1+a2”+z—n

4
3A=a,,,-n-1
aZ(n+l)_n_1

A=a,+ta,+a,+..ta, = 3

— (_1)n'[an+l - an+2] +n

7) a—a,+a,—.+(-1)"a, 3

ispat: 5. ve 6. 6zelliklerdeki esitlikleri taraf tarafa ¢ikaralim:

a,  +tn-1

atata+..+a, =—""—
n—1 3

a -n—1

a,+a,+a+..+a, =2
" 3

a, +n—1 a -n—1
_ _ o _%um _ oy
a-a,+a,—a,+..+a, —a, =

1 2n 3 3

G T n-l1- Gy THF 1 _ % Y +2n

- 3 3

Cift terimlerin isaretlerinin negatif, tek terimlerin isaretlerinin pozitif oldugu gorulir. Bu goz
ontinde bulundurularak ve 2n yerine n alinarak tekrar diizenlersek asagidaki esitlik elde edilir:

a,—a,+a,—a, +...+(—1)”+l.a = M
" 3
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-D"'a . +3.a’ +n

n+3 n+l

9

2 2 2 2 _
8) a/ +a,+a,+..+a, =

ispat: A=a’+d}+aj+a.+..+a. olsun. O halde;
A=a.a+a,a,+a,.a,+ta.a,+..+a_.a +a.a

=a,.(a,-2.a)+a,(a,—-2.a)+a,(a,—2.a,)+a,(a,—2.a)+..+a (a 2a,))

ntl
[Dizinin tanimindan 4,,=2a,+a,_ aldik.]

=a.a,-2.a,a +a,a,-2.a.a,+a.a,-2a,a,+a,a,~2a.a,+..+a.a, -2a .a

=-2.a,a,—-a.a,—a,a,-a,.a,—..—a_.a +a.a.

[a,=0 alinirsa ve 2. 6zellik uygulanirsa;]

a,+1 a3—1 a,+1 a ¥l a, *1
=— a, — a,— Ay == a,+| ——la
2 2 2 2 2

2 2 2 n+l n+l 2
_ |atai+..+a; -a,ta,—a,+.+(-1)"a | (-)"a, a,
=— + + + 2z
2 2 2 2

[a,=1 alinirsa ve 7. 6zellik uygulanirsa;]

-D'la,,-a,,]l+n-3

g (A1), 3 LD,
2 2 2

_ D'a,  —(-D"a, ,+n-3-3.-1)"a  + 3.a:+] +3

3.4
3

_2(-D"a, +(D)"a, ,+3.a +n
- 9

A

[Dizinin tanimindan a,,=2qa,, +a,, alirsak;]

1 2
(-D"a  +3.a,  +n
9

A=

9) an+m = 2.(1”4 ‘am + an'amﬂ

Ispat: m’ye gore tlimevarim yapalim.
m=1i¢in dogru mu? 4,,=24, ,.4+ta,.a, —a, =24, +a, [a=a,=1] dogrudur.
m=kicin, @,,=2a,,.a,+a,.qa, esitligi dogru olsun.
m=k+1 icin dogru olur mu?

Dostesny = Yook =2a,a,+a,, .4, [m=k icin dogru demistik.]
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=2a,.a +(a +2a )a, =2a.a +a.a, +2a_.q.

=a,.2a +a,)t2a .a, =a.a ,+2a .a

k+1 177 k+1 17 k+1

m=k+1 igin dogru oldugunu gostermis olur. Oyleyse dzellik, dizinin tiim terimleri icin gegerlidir.

10) a,, = (an»fl)2 - (2"1»171)2
Ispat: 9. 6zellikteki m=n alalim. @,,,=2.4, .a,+a, a,,

a,,=2.a, a,+a.a,,

=2a, (a,,-2a,)+(a, ~2a,)a, [Dizinin 6zelliginden]

n+l

= Z'an—l Ay~ (2'an—l )2 + (am )2 - 2'an—l A = (an+| )2 - (Z'an—l )2

3.2.2. K1 Dizi Ailesindeki k=3 Dizisinin Ozellikleri

77

1 1 4 7 19 40 97 217 508

a -1
1) a+a,+a,+..+a, =—"2—
3 n 3

ispat: a,+a,+a,+..+a,

=a3_a2+a4_a3+a5_a4+a6_a5+"'+an+l_an+an+2_an+l
3
_G 4 4T
3 3
3a, —a, ,—2
2) a,+ta,+a,+a,+..+a, =—2uwl
! 3
2a, —3.a,  +1
— 2n+2 2n+l1
3) a2+a4+a6+...+a2”—f
spat (2. ve 3. Ozellikler): a,+a,+a,+a,+..+a, =4 a,+a,+a,+..+a, =B

| %4 45— 4 4; ~ 4 D1 ~ Yo C A .
A—( 3 )‘F( 3 J‘F( 3 ]+~~-+( 3 J [Dizinin 6zelliginden; ag-+2:ag-4+3-ak]

_G-ata—a,ta,—at.ta
3

a1 — %

=(a3+a5+a7+...+a )-(a,+a,+ta,+..ta,)

3

2n+1
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4)

Ispat:

5)

Ispat:

BENZER DIZILERIN BENZER OZELLIKLERI

A-1+ —(B
A== s 4 By, —1>244B=a, -1 ... (")

3 2n+1
esitligi elde edilir. Diger yandan 1. 6zellik geregi su esitligi yazabiliriz:
az +2_1 az +2_1 * %
a1+a2+a3+...+a2n:”T—>A+B:”T ()

(*) esitliginden (**) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa;

1 3a,,-3-a,,+1 3.a

A= Dy 1 _ 2% 202 2 — @

=a -
2n+l 3 3 3

2nt2 2

bulunur. (**) esitliginde bulunan son esitligi yerine yazip B'yi yalniz birakiriz:

34y,,-,,-2 +B= Gy =1 S B= Gy =1 _ 3Gy =y =2 — 2.0y,,,=30,,,+1
3 3 3 3 3
a-a,+a,—.+(D)"a =(-1)"[24a,, -a,,]-1

2. ve 3. ozelliklerdeki esitklikleri yazip taraf tarafa ¢ikaralim:

3a, —a, ,—2
— 2n+l 2n+2
(a,+a,+a;+a,+..+a, )=—=>2—22— 3 =
2a, ,—3a, +1
(a,+a,+a +..+a,)=—2m2— 2wl
" 3
3a, . —a, .—2 2a, .—-3a, +1
— 2n+l 2n+2 2n+2 2n+l1
a-a,ta,—a,+.+ta, —a, = 2 = - 2 =
3 3
_ 3'a2n+1 T T 2- 2'a2n+2 +3'a2n+l -1 _ 6'a2n+l - 3'a2n+2 -3 =24 —a -1
- 3 - 3 = =% 2n+2

Cift indisli terimlerin isareti negatifken, tek indisli terimlerin isaretlerinin pozitiftir. Buna dikkat edilerek ve 2n yerine n
yazilarak diizenlenirse asagidaki esitlik elde edilir:

a-a,+a,—a,+..+(-1)"a =(-1[2a, -a,,]-1

a =3a .a +a.a
n—-1"m

n+m n" m+l
m’ye gore tlimevarim yapalim.

m=1 i¢in dogru mu? 4, =34, ,4+a.a,,—a, =34, +4a, [a=a,=1] dogrudur.

m=k icin, @,,=3.a,_.a,+a.a,_, esitligi dogru olsun.
m=k+1 icin dogru olur mu?

@ity = Uiy = 30,0, + 4,4, [m=k i¢in dogru demistik.]

=3.a,.a +(a,+3.a_)a, =3a.a +a.a. +3a_.q.

=a,.3a,+a,)+3a _.a, =a.a, ,+3a_.a,

m=k+1 i¢in dogru oldugunu gostermis olur. Oyleyse dzellik, dizinin tiim terimleri igin gecerlidir.
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6) 4, = (an+l)2 - (3'an71)2
Ispat: 5. 6zellikteki esitlikte m=n alahm. «,,,=3.a,.a,+a, a

a, =3.a,_.a +ta.a
n n—1"n

n"ntl

=3a, (a, -3a, )+(a, —3a,_)a, [Dizinin 6zelliginden]

=3a _,.a —(3‘61"71)2 +(an+])2 -3a,_.a, = (am)2 - (3.aH)2

=141

3.3. KK Dizi Ailesi ve Ozellikleri

79

Fibonacci dizisinde her bir terim kendinden 6nceki terime b6liimii altin orana yaklasir. Burada ikinci

dereceden denklemleri kullanarak a = k.[a, ,+a, ] seklindeki diziler i¢in de benzer sekilde her bir terimin

kendinden 6nceki terime bélimiiniin hangi sayilara yaklasacag: arastirilirsa agsagidaki sonuglar elde edilir:

+x/§ 2+\/E

1
k=1 i¢in Altin Oran= — k=2 i¢in Sabit Oran = >

3.3.1. KK Dizi Ailesindeki k=2 Dizisinin Ozellikleri

k=3 i¢in Sabit Oran =

34421

k=n i¢in Sabit Oran =

n+Vn’+4n

2

(11 a2 d3 04 as a6 a7 a ag an
1 2 6 16 44 120 328 896 2448 2a, +2a,,
a —a -1
1) al+a2+a3+...+aﬂz%
ispat: ¢, +a,+a,+a,+..+a,
=(%—aJ{——a3j+[%—a4J+(%—a§j+...+[h HJ+(%—%I]
[Dizinin 6zelliginden; a,,=2.(a,,+a,), dolayisiyla a, 2%—11 olur.]

:—az—ﬁ_ﬂ_&_,..-ﬂ_thM:_az_(az+a3+a4+"'+a")—h+h
2 2 2 2 2 2 2 2
_o-(-a) a, 4.
2 2 2
A+1) a a
A:_u_ﬂ+~7ﬂ [alzl ve (1,2:2 oldugundan]
2 2 2
A+(A+1) _ %2 " A A= Dy~ 4 —
2 2
1+2.(a,, —a,, )
2) atagtact.ta, = ———a—

Ispat: a,+a,+a,+..+a,

=a,+2.(a,+a,)+2.(a,+a,)+..+2.(a,, ,ta, )

2n-2
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a, —a, —1
= — 2 2n-1
=a+2.(a+a,+a,+a, +.+ am)_a1+2{ = 3” ]

[1. 6zellikte n yerine 2n-2 aldik.]

_1+2.(a,,—aqa,,)

[a,=1 olarak yerine yazdik.]
3 1 y y

2'(a2n+1 T D
3

3) a,+a,+ta,+..+a, =

ispat: a,+a,+a,+..+a,

=a,+2.(a,+a)+2.(a,+a,)+..+2.(a,, ,+a,, )
— 2 — 2 aZ/H—l_aZn_l 1
=a,+2.(a,+a,ta,+a,+..+ta, )=a,+2. -

[1. 6zellikte n yerine 2n-1 aldik ve a, degeri 1’i ¢ikardik.]

2'(a2n+l 4, = 1y

S e— [a,=2 olarak yerine yazdik ve diizenledik.]

4) a-a,+a,—a,+.+(-)"a =(-1)"2a,  +1

Ispat: 2. ve 3. 6zelliklerdeki esitlikleri taraf tarafa ¢ikaralim:

1+2.a, —2.a,
a+a+a+..+a, =—2w—rl
n—1 3
2a, —2a, =2
a,+a,+a,+..+a, =—>=4 21
" 3

1+2.a, —2.a 2a, —2a, -2
— — _ — “n T2n-1 _ TT2n+l “2n
a-a,+a,—a,+..+a, —a, =

1 2n 3 3

_ 1+2.a, —2a 2a,, +2a, +2

21— =

3

_4a, -2a,  -2a, +3 _ 4a, -2a, —4a, —4a, +3

- 3 3

la,, ,=2.a,+2.a, , yazdik.]

—6.a, +3

= 72;1 =1-2.a,

Son esitlikte tek indisli terimlerin pozitif katsayili, cift indisli terimlerin negatif katsayili olduguna dikkat ederek ve 2n
yerine n yazilarak diizenlenirse asagidaki esitlik elde edilir:

a-a,+a,—a,+.+(-1)"a =(-1)"2.a,_ +1

5) a, =2a .a ta.a

n+m n* " mtl

Ispat: m’ye gére timevarim yapalim.
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m=1i¢in dogru mu? 4, =24, .4 +a,.a,—>a, =24, +2a, [a=1ve a,=2] dogrudur.

n" 1+

m=k iginr am—k = 2'an—1'aA +a/1'ak+l e§1t11g1 dogru OISun'

m=k+1 i¢in dogru olur mu?
Aty = Yotk

=2a.a, +Q2a,+2a _)a, =2a.a +2a.a. +2a_.a

k+1 n=1"k+1

a.a_ +2.a .a

=a,.2a,+2.a, )+2a, a, =a.4, n-1%s1

n-1"

m=k+1 i¢in dogru oldu. Oyleyse 6zellik, dizinin tiim terimleri igin gegerlidir.

_ (anﬂ)2 - (2.an_])2

0 a, .

Ispat: 5. 6zellikteki esitlikte m=n alahm. «,,, =24, .a,+a, a

n+n

2.a _.a —(2.an71)2+(an+1)2—2.a a

a = =1 n=1"n+1

2n 2

— (anﬂ)z — (z‘an—l)z
2n )

3.3.2. KK Dizi Ailesindeki k=3 Dizisinin Ozellikleri

n"ntl

=2a.a +a,.a, [m=kicin dogru demistik.]

a, a, a, a, as a, a, ag a,
1 3 12 45 171 648 2457 | 9315 3a,,+3a,,
-2a, -1
1) a+a,+a+..+a = RS e Sa”“

ispat: A=a,+a,+a,+a,+..+a,

= ﬂ—a2 + ﬂ—a3 + &—a4 + ﬁ—a5 ot Tt g || Ze2
3 3 3 3 3 ! 3

[Dizinin 6zelliginden; a

2.a, 2a, 2a 2a 2a a

A=—q ——3 "4 75 T Tl g T2

>3 3 37 3 3 3

4="% -2.(a,ta,+a,+..+a) _ 2a,, + %
3 3 3

_=% -2.(4-a) _2a,, 4w
3 3 3

A

w2 =3(a,,+a,), dolayisiyla a, =

an+2 _

an+l ]

a

n+l
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2)

ispat:

3)

ispat:

4)

ispat:

BENZER DIZILERIN BENZER OZELLIKLERI

_—3—2.A+2_2.a a

A=—————-—2+-22 [g =1 ve a,=3 oldugundan]
3 3 3
a  —2a -1
3.4=-24%a,,~2a,,~1- 4=t tel

3.(a, —2.a +2
a+a,+a,+..+a, :M
n—1 5

a+a,+ag+..+a,

=a +3.(a,+a,)+3.(a,+a)+..+3.(a,, ,+a,, ;)

a, —2a, —1
—_ —_ 2 2n-1
_al+3.(a1+a2+a3+a4+...+a2"2)—a1+3,[7” 5 2 ]

[1. 6zellikte n yerine 2n-2 aldik.]

3.(a,, —2. +2
=% [a,=1 olarak yerine yazdik.]
3. -2.a, —1
a,ta,ta +..+a, = (@ S Pal))

a,+a,+a,+..+a,

=a,+3.(a,+a,)+3.(a, +a)+..+3.(a,, ,+a,, )

a, —2a, -1
— — 2n+l 2n
—az+3.(a2+a3+a4+a5+...+a2n1)—a2+3.[ P —1]

[1. 6zellikte n yerine 2n-1 aldik ve a, degeri 1’i ¢ikardik.]

2.a, —1)

3. -
:(aszzn [a,=3 olarak yerine yazdik ve diizenledik.]

1 1
a—-a,+a,—a,+.+(=1)"a =(-1)"3a,  +1

2. ve 3. 6zelliklerdeki esitlikleri taraf tarafa ¢ikaralim:

3.(a, —2.a +2
a+a,+a+..+a, =M
n—1 5

3.(a, . —2a, -1
a,+a,+a +..+a :M
6 2n

5
3.(a, —2. +2 3. —2a, —1
a-a,+a,—a,+.+a, —a, = (aln azm) _ (a2n+l D )
n n 5 5
_ 3a, -6a, +2-3a, +6a, +3 _ 9.a, —6.a, —-3.a,  +5
5 5
[a2n-1:3‘ 4y, +3.a,, yazdik.]



5)

ispat:

6)

Ispat:
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9a, —6a, -9a, -9a, +5 -15a, +5

5

-15.a, +5

= —=1-3a,,
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Son esitlikte tek indisli terimlerin pozitif katsayily, ¢ift indisli terimlerin negatif katsayili olduguna dikkat ederek ve 2n

yerine n yazilarak diizenlenirse asagidaki esitlik elde edilir:

1 1
a—a,+a,—a,+.+(=)"a =(-1)"3a,_+1
a. =3a _.a +a.a

n+m n=1"m n*mtl

m'ye gore tlimevarim yapalim.

m=1i¢in dogru mu? 4, = 3a,,a+a.a,—a, =3a +3a, [111: 1ve a,

m=kicin, @,,=3.a,_.a, +a.a, esitligi dogru olsun.

n

m=k+1 i¢in dogru olur mu?

Aoty = Yoy =

=3a,a,+3.a,+3.a, )a

i =3a.a +3a.a.  +3a .a

n=1"k+1

=a,.3.a,+3a,)+3a_.a, =a.a,+3a_.a,

3a,a,+a,,.a,, [m=kicin dogru demistik.]

=3] dogrudur.

m=k+1 icin dogru oldu. Oyleyse 6zellik, dizinin tiim terimleri igin gegerlidir.

— (ann)z — (3'an71)2

a
2n 3
5. dzellikteki esitlikte m=n alahm. a,,6=3.a _.a,+a a
a —-3a a —-3a
azn = 3'“»«1-( n+l 3 n—1 ]+[ n+l 3 -1 ].anﬂ
3’a”—l A ~ (3'an—| )2 + (an+l )2 - 3‘an—| 4,

@, = 3

—_ (anﬂ )2 — (3'a,,_| )2
q =-—ull Tl

2n 3
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Bulgular, 6zelliklerin karsilastirmali goriilebilmesi i¢in Cizelge-1'de 6zetlenmistir.

Cizelge 1. Ozelliklerin Karsilagtirmali Gosterimi

ata+a+..+a a -1 4., +a,~1 4., *a,~1 4,1 4,1 4y =0, 1 4,=2a, -1
| T T AT 2
! " 2 3 2 3 3 5
a+a+a+..+a, a, 4, 4, Gt 1 3'a2n+1 e 2 1+ 2'(a2n - az”—l) 3'(‘12,, - z'az”—l) +2
X " " 2 3 3 3 3 5
a,+a,+a,+..+a, a,,, -1 9y, =1 9y =1 Doneny —n-1 28,,,=34,,+1 2(ay, =4, =) 3dy,y =20, = 1)
8 " 2 3 3 3 3 5
| | -D"a,-a,  |+1 | (-D'|a —a,  |+1 | (-D)"[a, —a ]+n¢n | 1
a—a,+a,—.+)"a, | (D)"a_ +1 |: "2 ”*‘] |: "3 ntl ] ”*‘3 L -D"[2a, ~a,]l-1 D"2a,_ +1 (=D)"™3.a,_ +1
ntl 2
Crdl+adi+.+ad a.a 4,4 4,4 (G a,,t3a,, +n _ _ _
1 2 3 i n n* el
2 3 9
a,. a,_.a +a.a. a,_.a t+a.a,. a,_.a t+a.a,. 2a, .a t+a.a,., 3a,.a t+a.a, 2a, .a +a.a,., 3a,.a t+a.a,
2 2 2 2 2 2 2 2
a & - (a,, —a ) (a,,—a ) (a.V-Qa_y (a.V-Ga ) (a,,) —2a,_) (a,) -Ba,)
2 n+l -1 2 3 n+l n-1 n+l n-1 2 3

4. SONUG ve TARTISMA

Fibonacci dizisi i¢in bilinen 7 temel &zelligin
benzerlerinin, bu ¢alismada 1K, K1 ve KK diye
isimlendirilen dizi ailelerinin elamaniolan dizilerde
mevcut olup olmadigr arastirilmistir. Her bir aileden
ilk iki dizi tizerinde yani toplam 6 dizi tizerinde
calisilmistir. 1K ailesinden alinan iki dizi i¢in de
bahsedilen 7 6zellik elde edilmigtir. K1 ailesinden
alinan ilk dizi (k=2 durumu) igin, temel 7 6zelligin
yani sira bu o6zelliklerin ispatlanmasina yardimc:
olacak bir 6zellik ve bu 6zelligin sonucu olan 2
6zellik olmak tizere toplam 10 6zellik ispatlariyla
verilmigtir. K1 ailesinden alinan ikinci dizi (k=3
durumu) igin, temel 6zelliklerden terimlerin
kareleri toplamiyla ilgili olan 6zellik hari¢ 6 6zellik
ispatlariyla verilmistir. KK ailesinden alinan iki
dizi igin de yine temel Ozelliklerden terimlerin
kareleri toplamiyla ilgili olan 6zellik hari¢ 6’sar
6zellik ispatlariyla verilmistir. Boylece, Fibonacci
dizisinin mantigina benzer sekilde tiretilen dizilerle
ilgili Fibonacci dizisinin 6zelliklerine benzeyen

toplam 42 6zellik ispatlariyla verilmigtir.

Bulunan 6zelliklere bakildiginda, hem ayni aile
icindeki dizilerin kendi aralarinda hem de aileler
arasinda Dbenzerlikler,
Bu

sonraki

iligkiler gortilmektedir.
genellestirilebilir bir

adimda 0Ozelligin ne sekilde degisecegi

sayede oOzellikler ve

ongoriilebilir. Ornegin tek sayr indisli terimlerin
toplamini veren ifade, 1K dizi ailesinde k=2 igin

olusturulan dizide % iken; ayni ailedeki k=3

icin olusturulan dizide % olmustur. Bu sekilde

ayni ailedeki sonraki diziler igin %% seklinde
gidebilecegi tahmin edilebilir.

Literattirdeki  caligsmalara bakildiginda bu
¢alismadaki yontem ve bulgularla benzerlik

gosteren bir galismayla karsilasilmamistir. Altun
(2016), Giileg (2014) ve Bolat (2008) da galigmalarini
Fibonacci dizine benzer sekilde ttiretilen dizilerle
yapmalarina ragmen onlar ¢ok daha farkli dizi
aileleriyle, farkli yon ve yontemlerle ¢alismiglardir.
(2008) yaptig:
calismadaki K1 ailesinin k=2 i¢in elde edilen dizisi

Yalnizca Koken’in calismada bu

olan Jacobsthal dizisinin baz1 6zelliklerinden
bahsedilmis ancak tamamen farkli bir yol
izlenmisgtir.

Gelecek c¢aligsmalarda bu calismada ele alinan
dizi ailelerinin diger elemanlarinda (k=4,5,...) da
benzer 6zellikler arastirilabilir. Bulunan 6zellikler
dizilerin boliinebilme o6zellikleri

disinda gibi

yeni Ozellikler arastirilabilir. Bazi diziler igin
bulunamayan terimlerin kareleri toplamiyla ilgili
olan 6zellik tizerinde c¢aligilabilir. Yine Fibonacci
dizisine benzer sekilde farkli diziler olusturulup,
bu dizlerin 6zellikleri ispatlanabilir. Ornegin, bir
terimi kendinden 6nceki iki terimin farkli tam say1
kuvvetlerinin toplamindan olusan diziler ele alinip
incelenebilir. Bu ¢alismada elde edilen 6zelliklerin,
alanlar: miimkiinse

uygulama arastirilabilir,

anlamlar1 analitik olarak yeniden yorumlanabilir.
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