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Oz

Bu c¢alismada, en kiigiik asal alt kiime tanimi kullanarak sonlu bir yarigrubun genis rankin1 bulmak i¢in
alternatif bir yaklasim ele alinmistir. Bu baglamda, T,, doniisiimler yarigrubunun genis ranki i¢in daha sade bir
ispat verilmistir. Ayrica, dikdortgensel bir bantin ve devirli bir grubun genis ranklar1 bu yontemle tekrar

hesaplanmuistr.

Anahtar Kelimeler: Genis rank, Doniigiim yarigrubu, Dikdortgensel bant, Devirli grup.

An alternative method for the large rank of a finite semigroup

Abstract

In this work, an alternative approach to find the large rank of a finite semigroup using the smallest prime
subset is discussed. In this sense, a simpler proof is given for the large rank of the transformation semigroup
T,.. Additionally, large ranks of a rectangular band and a cyclic group are recalculated by this method.

Keywords: Large rank, Transformation semigroup, Rectangular band, Cyclic group.

1. Giris

Yirminci yiizyilin ikinci yarisindan itibaren
cebirin bir alt dali olarak basli basina bir
arastirma alan1 olmaya baslayan yarigrup
teorisinde en Onemli problemlerden birisi
yarigruplarin siniflandirilmasidir.

Lineer cebirdeki boyut kavrami ile benzerlik
gosteren rank kavrami, cebirsel yapilarin
siiflandirilmasinda 6nemli bir rol oynar.
Grup teorisinde rank tek tiirlii tanimlanirken,

*Corresponding Author: okelekci@ohu.edu.tr

yarigrup teorisine genisletildiginde farkli
degerler veren rank tanimlar1 yapilabilir.

Bu noktada, Howie ve Riberio (1999),(2000)
iki calismasinda toplamda bes ¢esit rank
tanimlamislardir. Bu ranklar farkli yarigrup

yapilari i¢in hesaplanmustir. (Kelekci 2011)
ve (Minisker 2009).

Bu calismada ise genis rank kavramina
odaklanilmig, asal alt kiime tanimiyla T,
dontistimler yarigrubunun genis ranki ig¢in
daha kisa bir ispat verilmistir. Ayrica
dikdortgensel bir bantin ve devirli bir grubun
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bilinen genis ranklar1 yine asal alt kiime ile
yeniden hesaplanmustir.

2. Materyal ve Metot

Y sonlu bir yarigrup olsun. A €Y olmak
lizere Va€EACY igin a € (A—{a}) ise A
ya Y nin bagimsiz bir alt kiimesi denir.

_ |A]: VA S Y,}
* n(¥) =max { A bagimsiz
_(lAl:34 < Y,}
o rz(Y)—mm{ (A =y
|[Al:3A CY,
o 1r3(Y)=maxiA baglmSLz}
ve({A) =Y
B Al:3ACY,
o n(¥) =max] A baglmSlZ}
_ ,IMNAEK}
o rS(Y)—mm{ Ay =y

seklinde olup sirasiyla kiigiik, alt, orta, iist ve
genis rank olarak isimlendirilmistir. Uzun
stiredir
kiimesinin kardinalitesi yani normal rank
burada alt ranka tekabiil etmektedir.

caligilagelen minimum doguray

Kolayca gosterilebilir ki, r;(Y) < n,(Y) <
r3(Y) < n(Y) < r<(Y) dir.

Calisma boyunca agiklanmayan terimler igin
Howie (1995) e bakiniz.

3. Bulgular

V, Y vyarigrubunun bostan farkli bir alt
kiimesi olsun. V kiimesinin asal olmasi i¢in
gerek ve yeter sart Vx,y € Y i¢in xy € V ise
ya x €V ya da y € V dir. Bu asal alt kiime

tanimindan hareketle Kumar ve Krishna
(2014) nin 6nermesini verelim.

Onerme 3.1. U, sonlu bir Y yarigrubunun
uygun bir alt kiimesi olsun. U nun Y
yarigrubunun en kiiclik asal alt kiimesi
olmas1 icin < Y —U kiimesinin Y
yarigrubunun en genis 0z alt yarigrubu
olmasidir.

Ispat: Y —U kiimesinin Y nin bir alt
yarigrubu olmamasi i¢in x,y € Y — U iken
xy €Y —U olmasi xy €Y —-U
olmas1 ise xy € U olacak sekilde x,y € U
elemanlarinin var olmast demektir. Bu ise

gerekir.

yalnizca U nun asal bir alt kiime olmamasi
O halde U asal bir alt
kiimedir. Simdi U nun en kiigiik oldugunu
gosterelim. Y nin A ve B gibi iki alt kiimesini
|Al + Y — Al = [B] + |Y — B
oldugundan |A| < |B| olmasi ancak ve ancak
|Y — B| < |Y — A| ile miimkiindiir. O halde
U en kiigiiktiir. m

ile mumkiindir.

alalim.

Bu 6nerme ile Howie (2000) deki genis rank
icin verilen teorem, asagidaki sonucgla da

ifade edilebilir.

Sonu¢ 3.2. U, Y yarigrubunun en kiigiik asal
alt kiimesi olsun. O zaman 15(Y) =

Y — U| + 1 dir.

Teorem 3.3. T,, X, ={12,..,n} kiimesi
iizerinde tanimlanabilecek tiim doniistimler
yarigrubu olsun. O zaman 75(T,) = n" —
|A,| + 1 dir.

Ispat: T, doniisiimler yarigrubunun tiim
denklik
D-siniflarinda

elemanlar1  Green bagntilari

(eggbox)
gosterilebilir. Bu D-siniflar1  doniisiimlerin

aracilifiyla

imajlarindaki eleman sayilarina bakilarak
isimlendirilirler. Yani T,, nin n tane D-sinifi
vardir. Dy, D,,...,D, smiflarindan D, = S,
dir. T, nin her doguray1 S,, nin (simetrik
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grup) dogurayimi icermek  zorunda
oldugundan ve i <n —1 olmak iizere D,,-
siniflart igin im(af) < im(a) oldugundan
yani dontistimleri carparak imaj1
arttiramayacagimiz i¢in en kiigiik asal
kiimeyi bulmak i¢in S,, e bakmak yeterlidir.
En kiiciik asal alt kiimeyi S, nin i¢inde
aramali ve bu kiime S, yi dogurmayan
elemanlardan olusup maksimum eleman
sayilli kiime olmalidir. Bu kiime ise tam

olarak A,, Alterne gruba esittir. m

Ornek: T; yarigrubunu goz Oniine alalim.
(1 2 3¢ 2 3)(1 2 3
U_{(l 2 3)'(2 3 1)'(3 1 2)}
kiimesi en kiiciik asal alt kiimedir.
Dolayisiyla 75(T3) = 33 —3;!+ 1 =25 dir.
Yani 25 elemanli her alt kiime T; i dogurur.

Teorem 3.4. mn=>2 ve m>n olmak
lizere R,,, dikdortgensel bir bant olsun. O
zaman 15(R,,,) = mn —n + 1dir.

Ispat: Dikdortgensel bir  bant i,j €
{1,2,..,m} ve a,p€ {1,2,..,n} olmak
(i,)(yj,B) = (i,B) islemi ile bir
yarigruptur ve Ryn =112, ...,m} X
{1,2,...,n} seklinde gosterilir. Ayrica L bir

uzere,

sol sifir yarigrup ve R bir sag sifir yarigrup
olmak tizere R,,, =L X R dir. Yani L=
{1,2,...,m}ve R ={1,2,...,n} alabiliriz. Sol
ve sag sifir yarigrubun biitiin elemanlar
indirgenemez oldugu icin en kiigiik asal alt
kiime |n| elemanli olmahdir ve bu kiime
keyfi bir i €L icin
U=1{3(1),(02),..(>(n)} seklindedir.
Clinkii segilen bu i € L elemanin1 diger
elemanlarin miimkiin c¢arpmalarindan elde
edemeyiz. Dolayisiyla Sonug 3.2. den ispat
biter. m

Teorem 3.5. n>2 olmak iizere C,, n
elemanlt devirli bir grup olsun. O zaman p, n
yi bdlen en kiiciik asal olmak iizere

2 ,nasalise

(aP)| + 1,n asal degil ise dir.

rS(Cn) = {l
Ispat: Devirli bir grupta indirgenemez
eleman yoktur. Bu yiizden n nin asal oldugu
durumda, birim eleman hari¢  biitlin
elemanlar en kiigiik asal alt kiimenin eleman1
olmak zorundadir. Yani U, C, nin en kiigiik
asal alt kiimesi ise |U| =n —1 dir. Birim
elemanin yanmna hangi elemani segersek
secelim C,, i dogurur. Buradan 15(C,) = 2
dirr. n nin asal olmadigi durumda ise,
(aP) = {aP,a??,...,a™ = a°}, g elemanli bir

alt gruptur. Dolayisiyla en kiigiik asal alt
kiime, (aP) alt grubunun elemanlar1 harig
diger biitiin elemanlardir. O zaman en kiiclik
asal alt kiime |n — (aP)| elemanli olmalidir.
Sonug 3.2. den sonug elde edilir. m

4. Sonug ve Tartisma

En kiigiik asal alt kiime kavrami yardimiyla
rs(T,,) yeniden ispatlanmistir.  Ayrica
dikdortgensel bantin ve devirli grubun genis
ranklar1 yine asal alt kiimeler vasitasiyla
bulunmustur.

Sadece genis rank degil diger biitiin ranklar,
calisilmayan diger cebirsel yapilar i¢in
calisilabilir.
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