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Profil Kaydirmah Helisel Disli Carklarin Matematik
Modellenmesi

Ciineyt Fetvacr*

0z

Bu ¢alismada evolvent profilli helisel disli ¢arklarin kremayer takimla imalatinin matematik modellenmesi
ele alinmistir. Litvin’in vektor yaklasimindan hareketle takim ve imal edilen disli cark geometrisini tayin
eden ifadeler verilmistir. Modellemede profil kaydirma ve asimetrik dis profili de goz 6niine alinmistir. imal

edilen dislide evolvent bolgenin iist sinirinin analitik tayini arastirilmistir. Bir bilgisayar programi gelistiri-
lerek tasarim parametrelerinin imal edilen disli geometrisindeki etkileri incelenmistir.
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Mathematical Modelling of the Profile Shifted Helical Gears

ABSTRACT

This paper studies the mathematical modelling helical gears manufactured by rack cutters. Based on
Litvin’s vector approach the equations that determine the geometries of cutter and generated gears are
given. Addendum modification and asymmetric tooth profile are also taken into consideration in the
mathematical model. Analytic determination of involute parameter upper limit is investigated. A computer
program is developed to generate the tooth profile of involute helical gears and to illustrate the effect of tool

geometry on the generated surfaces.

Keywords: Rack cutter, asymmetric tooth profile, helical gear, addendum modification

* lletisim Yazar
Gelig/Received : 24.06.2019
Kabul/Accepted  : 07.10.2019

Prof. Dr., Istanbul Universitesi, Miihendislik Fakiiltesi, Makina Miihendisligi Boliimii, Istanbul -
fetvacic@jistanbul.edu.tr, ORCID: 0000-0002-1622-1583



) Fetvac, C.

1. GIRIS

Bir¢ok makinanin hayati elemant olan disli ¢arklar otomobillerden ugaklara, ofis ma-
kinalarindan takim tezgahlarina genis bir uygulama alaninda kullanilmaktadir. Mil
eksenlerinin konumuna gore farkl tipleri olmakla birlikte disli ¢arklarin yaygin uy-
gulama alan1 paralel eksenli millerde giic ve hareket iletimidir. Bu uygulamalarda
disler diiz veya helisel olarak imal edilmektedir. Diiz disliler tasarim, imalat ve analiz
kolaylig1 arz ederken, helisel dislilerdeki tedrici kavrama karakteristigi diiz dislilere
nazaran sessiz ¢alisma imkani saglamaktadir. Boylelikle helisel disliler daha yiiksek
hizlarda giirtiltiisiiz ¢aligmaktadir. Helisel dislilerin diger bir avantaji alttan kesme
olmaksizin daha kiigiik dis sayilarina inilebilmesidir [1].

Disli carklarin matematik modellenmesi ¢ok sayida arastirmaya konu olmustur. Dis
profili evolvent yanak, trokoid kdk ve dairesel tabandan olusmaktadir. Kremayer-tipi
ve pinyon-tipi takimlarla imal edilen dis profillerinin matematik modelleri literatiirde
cesitli yaklasimlarla sunulmustur. Bununla birlikte yaygin olarak kullanilan metod
“Litvin’in Vektor Yaklagimi1” dir [2]. Bu metotta ilk olarak takimin imal eden yiizeyle-
ri vektdr formda modellenmektedir. Genellikle bu model takimin normal kesitinde te-
sis edilir. Disli tipine gore uygun doniisiimler ile farkl kesitlere aktarilabilir. Takim ile
taslak arasinda kinematik bag uygun koordinat doniisiimii ile ifade edilir. Diferansiyel
geometri ve disli ana kanunu uygulanarak taslagin donme parametresi tayin edilir ve
sonug olarak imal edilen disli geometrisi elde edilir. Ayrica gesitli modifikasyonlar
(bombeli dis, protuberans vs) modele kolaylikla eklenebilmektedir. Son yillarda nem
kazanan bir diger modifikasyon ise dislerin sag ve sol profillerinin farkli kavrama agi-
st ile tasarlanmasidir. Bu inovatif tasarimla imal edilen disliler asimetrik disli ¢arklar
olarak adlandirilir. Hafiflik, ytiksek verimlilik, sessizlik ve yiiksek giivenilirlik elde
edilir [3].

Evolvent profilli dislilerde kii¢iik dis sayilarinda ortaya ¢ikan alttan kesme dis dibi
kesitini zayiflatarak egilme mukavemetini azaltmakta ve aktif profili kisaltarak kav-
rama oranini diisiirmektedir. Bu nedenle dislilerin alttan kesilmesi istenmez. Profil
kaydirma alttan kesmeyi 6nlemek i¢in tercih edilir ¢linkli diger metotlar 6zel takim
gerektirir.

Literatiirde vektor metodunu kullanarak kremayer takimla evolvent diiz ve helisel
digli ¢arklarmm matematik modellenmesi ve simiilasyonunu ele alan bircok ¢alisma
mevcuttur [4-9]. Bu ¢alismalarin genelinde dikkat ¢eken bir husus evolvent bolge
parametresinin iist sinirinin takim geometrisi igin gegerli oldugu fakat imal edilen dis-
lide profilin standart dis basi ¢apini gecerek sonlanmasidir. Bu durumda fazla kismin
giderilmesi ya ilave bir algoritma ile ya da CAD programinda trim islemi ile yapilir.
Takimla taslagin es ¢alismasinda kavrama kitasinda katedilen mesafeden hareketle
evolvent parametresinin imal edilen dislide tam profili saglayan {ist sinir1 tayin edile-
bilir. Fetvaci, gerek kremayer takim ve gerekse pinyon-tipi takim igin analitik ifade-
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leri sunmugtur [10, 11].

Bu makalede evolvent profilli helisel disli ¢arklarin kremayer takimla imalatinin ma-
tematik modellenmesi ele alimmistir. Takip eden bolimde kesici takimin imal edici
yiizeylerinin matematiksel ifadeleri vektor formda verilmistir. Ugiincii béliimde imal
edilen disli ¢arkin matematik modeli verilmistir. Dordiincii bolimde kavrama kita-
sinda kat edilen mesafeden hareketle evolvent bdlgenin {ist sinirinin analitik tayini
aciklanmistir. Matematik modelden hareketle gelistirilen programin g¢aligtirmasiyla
elde edilen disli cark grafikleri besinci boliimde verilmistir. Sonuglar altinct bolimde
vurgulanmugtir.

2. KREMAYER TAKIMIN MATEMATIK MODELI

2.1 Normal Kesitte Takim

Asimetrik evolvent disli kremayer takim normal kesitte Sekil 1°de gosterilmistir. Li-
teratiirde gesitli diizenlemelerle verilen ifadeler bu ¢alismada sivri ug ve tam yuvarlak
u¢ durumunda da /#,=1.25 - m, standart takim bas yiiksekligini saglayacak sekilde su-
nulmaktadir [6, 8, 12]. Ayrica profil kaydirma yer vektorii ifadelerine e = x - m, olarak
eklenmistir. Normal modiil m, sembolilyle ve profil kaydirma faktorii x semboliiyle
gosterilmektedir.

h b, =mm,/4 | b, =7m,/4 =%
N LN A
L P2 f P1
b 1, ~4-4u
l, d)td erEl)s

Sekil 1. Kremayer Takimin Normal Kesiti
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Takimmn @c ve bd bolgeleri imal edilen disli garkin taban yiizeylerini sirasiyla

olusturmaktadir. Sp(Xn, Yy, Z,,) koordinat sisteminde ac ve bd bolgelerinin yer
vektorleri agagida verilmistir. Bdolgelerdeki herhangi bir noktanin konumunu tayin
eden egrisel parametrelerinin sinirlari

[la € 0,b, — (hy — p1(1 — sinay))tana,, — plcosanl] ve [lb €0,b, — (hy —
po (1 = sinay,,))tanay,, — pzcosanz] dir.

ac TMn

xXh =g+ cymmy,
ac ac 2
Ry =W = _hf +e (1)
ac
Zn 0
x4 — 24 1, + cymy,
bd _ ) bal _ 2
Ry® = = —hf +e 2)
zp? 0

Takimin ce ve df bolgeleri imal edilen disli carkin kok yiizeylerini sirasiyla
olusturmaktadir. Bu bdlgelerdeki herhangi bir noktanin konumunu tayin eden egrisel
parametrelerin sinirlari [I, € 0,90° — a,4] ve [l; € 0,90° — a,,,] dir. S, (X,,, Y, Z)
koordinat sisteminde ¢é ve df bolgelerinin yer vektorleri asagida verilmistir.

)

ce
In —hs + p; — picosl, t+e

ce
Z,
0

n

{xf,“’} {bc + (hf —p(1— sinanl)) tana,, + picosay,; — p,sinl, + cynmn}
Ree = =

_ ) ar
R ={w, —hs + p, — pycosly+e
0

af
Zn

d
x,,f { —b, — (hf —p,(1— sinanz)) tana,, — p,CoSAy, + p,sinly + cynmn} 4@

Takimin €g ve fh bolgeleri imal edilen disli carkin evolvent yanak yiizeylerini
sirastyla  olusturmaktadir. S, (X,,Y,,Z,) koordinat sisteminde eg ve fh
bolgelerinin yer vektorleri asagida verilmistir.

eg

Xn b — l.sinay; + c,mm,
RY =yt = { locosay, +e (5)
79 0
fh .
Xn —b + lgsinay, + cymmy,
R£h = y,{h = lfcosozn2 +e (6)
zI" 0
n
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Bu bdlgelerdeki herhangi bir noktanin konumunu tayin eden egrisel parametrelerin
sinirlari [l, € —h,/cosay,y, hy/cosay, ] ve [lf € —h,/C0SQny, hy/cOSay,] dir.

2.2 Helisel Doniisiim

Sn koordinat sistemine bagli normal kesitteki profile donme ve 6teleme hareketinin
bir kombinasyonu doniisiim uygulanir. Bu doniisiim Sekil 2°de gorsellestirilmistir ve
matris ifadesi (7) numarali denklemde verilmistir. Imal edilen dislinin helis agis1 /8
semboliiyle gosterilmektedir ve A = |0,0,| dir.

|

Onoc‘
@, Pl /

(@)

X

n

X

c

n

B
ANz,

Sekil 2. Helisel Y(izey icin Koordinat Dénuisiim

Z

cosff 0 —sinf —Asinf
P 0 o
“lsinf 0 cosf  Acosf
0 0 0 1

Boylece helisel disli kremayer takimin vektorel ifadesi S, (X,,7,, Z.) koordinat siste-
minde elde edilir.

Ré = [Mcn]R% ®

Bu ifadede iist indis i sirasiyla ac, bd, ce, df, eg ve fh bolgelerini gosterir. Agik
formda ifade agagida verilmistir.

xt = xicosp — Asinf

yi=y; 9)
zt = xlsinf + Acosp
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Diferansiyel geometriden takimin imal eden yiizeylerinin birim normal vektorleri
asagidaki ifade ile elde edilir [2].

aRéxaRé
; al; 94 (10)
nt = ———
¢ ARL BRZH

X
Blj A

Bu ifadede iist indis i takimin bolgelerini ve alt indis j bu bolgelere ait egrisel para-
metreleri gosterir.
2.3 Donme Diizleminde Takim

Helisel disli carkin iki boyutlu modeli uygun diizenlemelerle 6nceki bdliimlerden ve-
rilen denklemlerden elde edilir. Kremayer takimin profili donme diizleminde ifade et-
mek i¢in (9) numarali denklemin {igiincii satir1 asagida gosterildigi formda diizenlenir.

A = (2L — xisinB)/cosp (11)
Bu ifade (9) numarali denklemin birinci satirinda yerine konularak z. nin herhangi bir

degeri icin digli ¢arkin iki boyutlu modeli elde edilir.

3. DISLI CARKIN MATEMATIK MODELI

Kremayer takim ile imal edilen disli cark arasindaki koordinat bag1 Sekil 3’de goste-
rilmistir. S, (X, Y., Z.) kremayer takimin koordinat sistemi, S (Xi, Y1, Z;) imal edilen
cark dislisinin koordinat sistemi ve S; (X, Y, Z,) sabit olan referans koordinat siste-

¥ 3
S=rp1¢l X
1
AN AN ANy
[/ ¢
. )
X

Sekil 3. Kremayer Takim ile imal Edilen Digli Arasindaki Koordinat Bagi
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midir. Takimin 6teleme hareketi S = r,; ¢, ve imal edilen disli ¢arkin ¢, agist kadar
donme hareketi senkronizedir. S, koordinat sisteminden S, koordinat sistemine donii-
siimiin matris ifadesi (12) numarali denklemde verilmektedir [2].

cosgy singy 0 ry(sing —¢cosd)
[Mlc]= —si)n¢l co(s)qﬁl (1) rpl(cosgbl(;l—qﬁlsinm (12)
0 0 0 1

Profil kaydirilmig takimin yer vektorii R} ve doniisiim matrisi olmak [M, ) uzere (13)
numarali denklem kullanilarak takimi imal edilen dislinin S; (X;, Y;, Z,) koordinat
sisteminde ifade etmek mimkiindiir [2].

R = [M IR (9

Es calisma denklemi Disli Ana Kanunun matematik ifadesidir. (14) numarali denk-
lemde gosterilen bu ifade yuvarlanma agisi ile yilizey parametreleri arasindaki bagi
tesis eder [2].

XE-xi

_Yeyé _

Zizt (14)

1 1 L
Nex Ncy Ncz

X%, Y} ve ZL sembolleri, S, koordinat sisteminde, ani donme ekseni iizerindeki bir
noktanin (I noktasi) koordinatlarini gosterir. Takim yiizeyindeki temas noktasinin
koordinatlar1 x;, y; ve z: dir. Birim yiizey normali n.’nin dogrultman kosiniisleri
Ny, Ny VE N, dir. ¢y yuvarlanma parametresi ve 15,¢ disli carkin taksimat dairesi
yarigapidir.

(13) ve (14) numarali denklemlerin eszamanli ele alinmasiyla imal edilen disli ¢ark
yiizeylerinin matematik modeli elde edilir. Bu model ile istenilen z, kesitinde imal
edilen dislinin bilgisayar grafigi olusturulabilir.

4. EVOLVENT BOLGE UST SINIRININ ANALITiK TAYINi

Sekilde kremayer ile digli ¢arkin temasi alin kesitte gosterilmektedir. Temasin iist
sinurt disli carkin bas dairesinin kavrama dogrusunu kestigi T noktasidir. Burada PT

uzaklagma hattinin uzunlugudur ve PT = —rytana, +/1? —r# olarak hesaplanir.
Dis basi dairesi yarigapt 1; , temel dairesi yarigapi 73, ve alin kavrama agis1 a, dir.
Efektif yiikseklik h.rr = PTsina, ifadesiyle hesaplanir. Sonug olarak imal edilen
disli geometrisini hesaplarken takim geometrisi i¢in verilen [l]- € —hy/cosay,, hy/
cosa,] yerine [lj € —hg/cosay, hess /cosan] ifadesi kullanilmalidir [10]. Profil
kaydirma durumunda ise h.sr = PTsina, — e olarak alinir.
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— |
hegr = PI'sing, i

Sekil 4. Kremayer-Disli Cark Mekanizmasi Kavrama Dogrusu

5. UYGULAMALAR

Cesitli dizayn parametrelerinin imal edilen disli ¢ark geometrisine olan etkilerini in-
celemek icin dnceki boliimlerde verilen matematik modelden hareketle bir bilgisayar
programi yazilmistir. Bu hesaplayict program BASIC programlama dilinde GW-
BASIC editoriinde hazirlanmis ve ¢alistirilmigtir. Program ¢iktilar: bir grafik isleme
programinda degerlendirilerek gorsellestirilmistir.

Sekil 5’de alttan kesilmis bir helisel disli ¢ark alin kesitte gosterilmektedir. Bu uy-
gulamada normal modil m,= 3mm, dis sayist T = 10, kavrama agis1 a, = 20°, helis

literatiir Pt onerilen

Sekil 5. Alin Kesitte Helisel Disli Geometrisi
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acis1 f = 25° ve takim ug yuvarlatma yarigapi p = 0.38 - m, olarak alinmigtir. Burada
sol profil evolvent parametrenin literatiirdeki iist sinir1 ile sag profili ise 6nerilen st
sinir ile olusturulmustur. Literatiirde takim icin verilen iist sinir imal edilen taslakta
dis basini agmaktadir. Fazlalig1 gidermek i¢in ilave algoritma veya CAD programinda
trim islemi gerekmektedir. Onerilen sinir ise analitik olarak taslak dis bas1 yarigapini
saglamaktadir.

Sekil 6’da alttan kesilmis bir helisel disli cark alin kesitte gosterilmektedir. Bu uy-
gulamada normal modiil m, = 3mm, dig sayis1 7 = 15, kavrama acist a,= 15°, helis
acis1 = 15° ve takim ug yuvarlatma yarigap1 p = 0.3373 - m, olarak alinmigtir. Sekil
7’de ise minimum profil kaydirma miktart e = x - m,= 0.4452 - m, uygulanarak alttan
kesmenin dnlenmesi gorsellestirilmistir.

Sekil 7. Alttan Kesmenin Sinirda Onlenmesi
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Sivri uclu takim halinde ise sinir dig say1s1 yiikselmektedir. Alttan kesmenin daha be-
lirgin olarak goriildiigii Sekil 8’deki uygulamada normal modiil m, = 3mm, dis sayis1
T =15, kavrama agis1 a,,= 15°, helis agis1 f = 15° ve takim u¢ yuvarlatma yarigapi p
= 0.0 alinmistir. Sekil 9°da ise minimum profil kaydirma miktari e = x - m,= 0.6952 -
m, uygulanarak alttan kesmenin dnlenmesi gorsellestirilmistir.

Sekil 9. Sivri Uclu Takimla imalatta Alttan Kesmenin Sinirda Onlenmesi

Profil kaydirmanin teorik {ist sinir1 sivri tepedir. Pratikte sivri tepeye miisaade edil-
mez. Dis bas1 kalinligiin belli bir degerin altinda olmasi istenmez. Sekil 10°da a, =
20° kavrama agis1 igin ¢esitli dis sayilarinda (helisel disliler igin ise esdeger dis sayi-
larinda) uygulanabilecek profil kaydirma faktorii gosterilmektedir.
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A

A
:E C‘kf \w(\ _ ]
2 & W
% ,'5 \CQO 7
“— .
Al

g ;v‘A 0
5 YAV A
=1 2/
< A
= LAL Y
5= /.4
S /784
;. 05 Fd
0 Zn =57 ]

0 10 20 30 40 50 60

esdeger dig sayist

Sekil 10. Profil Kaydirma Ust Sinir Diyagrami [13]

Sekil 11°da gorsellestirilen uygulamada normal modiil m,= 3mm, dis sayis1t 7= 12,
kavrama acis1 a, = 20°, helis acis1 f = 21.826° ve takim ug yuvarlatma yarigap1 p =
0.38 - m, olarak alinmistir. Esdeger disli ¢ark sayis1 7,,= 15 dir ve profil kaydirma
miktari e =1 - m, alinarak sivri tepe sinirina ulagilmistir.

Sekil 11. Sivri Tepeli Dis Geometrisi
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Sekil 12°de gorsellestirilen asimetrik profilli disli ¢ark uygulamasinda normal modiil
m" = 3mm, dis sayis1 7' = 20 ve helis a¢is1 f = 15° alimmustir. Sag profilin kavrama
acist a,,; = 20° ve takim ug yuvarlatma yarigap1 p; = 0.38 - m, dir. Sol profilin kavrama
acist a,,, = 15° ve takim ug yuvarlatma yarigap1 p, = 0.3373 - m, dir. Sekil 4’de kre-
mayerin bas hattinin (veya takimin evolvent alt sinir hattinin) kavrama dogrusunu
temel nokta N’de kesme durumu gosterilmisti. Sekil 12°de ise bas hatti ikinci profil
icin temel noktasinin altinda kalmaktadir. Bu durumda ikinci profilin alttan kesilmis
oldugu goriilmektedir.

Sekil 12. Asimetrik Dis Geometrisi

SONUCLAR

Bu makalede evolvent profilli helisel disli carklarin matematik modellenmesi ve bil-
gisayar simiilasyonu ele alinmistir. Matematik modelde asimetrik dis tasarimi da géz
ontine alinmistir. Matematik modelin programlanarak bilgisayar ortamina aktarilmasi
ve sonuglarin gorsellestirilmesi tasarim asamasinda ¢esitli parametrelerin imal edile-
cek dislideki etkilerini inceleme firsat1 saglar. Boylelikle hatali tasarimin yol agacagi
zaman ve malzeme kaybi 6nlenmis olur. Takim ucu yuvarlatma yarigapinin artmasi
dis dibi kesitini artirmaktadir. Sivri uglu takim ise ayni dizayn parametrelerinde alttan
kesme tehlikesini artirmakta ve 6nlemek igin daha yiiksek miktarda profil kaydirmaya
ihtiya¢ duymaktadir. Diiz disli cark i¢in verilen miisaade edilen profil kaydirma mik-
tarini gosteren diyagramlar esdeger dis sayisi kullanilarak helisel disli ¢arklar i¢inde
gecerli olmaktadir. Profil kaydirma takimin vektor ifadesine eklenmistir. Literattirde
kremayer takimin evolvent bolgesinin {ist sinir1 i¢in verilen yiikseklik imal edilen dig-
lide dis bast sinirin1 agan profil olusturdugundan sunulan bu ¢aligmada analitik sinir
ifadesi gelistirilmistir. Bu ifadede profil kaydirmanin etkisi de géz 6niine alinmistir.
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Boylece standart bas dairesi diginda kalan kisimlarinin kaldirilmasi i¢in ilave CAD
operasyonlarina veya bir algoritmaya gerek kalmamaktadir.

SEMBOLLER

be

: Taksimat hattinda takim dis kalinlig1 belirleyen parametre

¢, :Takim dis sayisini belirleyen parametre

e :Profil kaydirma miktar1

h, :Takim evolvent derinlik

hy : Cark dis derinligi (takim tam bas yiiksekligi)

h, :Cark bas yiiksekligi

;  :Takim yiizeyi bolgelerinin egrisel parametreleri

m, : Normal modiil

[M;] : S; koordinat sisteminden S; koordinat sistemine doniisiim matrisi

nL : Birim normal vektor

i Disli ¢arkin taksimat yarigapi

S : Takimin senkron hareket miktar1

S; : Koordinat sistemleri (i=f, ¢, 1), f sabit, ¢ hareketli takim, 1 hareketli taslak

disli

T  :Dis sayist

x  : Profil kaydirma orani

a,  : Normal kesitte kavrama agisi - sag profil

0, - Normal kesitte kavrama agisi - sol profil

a, :Alin kesitte kavrama agisi

B :Helis agist

¢» : Yuvarlanma parametresi

p1: Takim ucu yuvarlatma yarigap1 - sag profil

p2 : Takim ucu yuvarlatma yarigapi - sol profil
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