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PORTFOLIO SELECTION PROBLEM WITH BICTERIA

Abstract: In this paper, daily closing prices of stocks in IMKB-
30 index is examined between periods of August3, 1998 and
August 31, 2000. Afterwards a model with two objective
Sfunctions is established. The primary purpose of this model is
portfolio risk minimization and the secondary purpose is
portfolio expected return maximization. Suppose the
distribution of the portfolio returns are known to be normal

with mean u and variance o?. In this case, we can design
the linear expected return function E (X ) and the quadratic
risk function V(X ). Therefore the investor has two conflicting

Jfunctions. We can reformulated as a single compromise
objective function by taking convex combination of these
functions with a A(0 < A < 1) parameter called a risk-aversion

coefficient. Thus, we have a parametric quadratic
programming problem. We can solve this problem for each
calculating A with two person-zero sums game matrix and we
Jind some efficient portfolios on the efficiency frontier.

Keywords: Bicriteria Portfolio Selection, Convex
Combination, Game Theory, Decision Matrix,
Quadratic Programming

L GIRIS
Markowitz’in 1952 yilinda yazmig oldugu
makalede, portfdy secimi problemi icin Onerdigi

“Ortalama-Varyans” yontemi bu alandaki aragtirmalara
hiz katmig ve ayn1 zamanda da modern finans teorisinin
gelismesinede temel olmustur [1]. Bu tarihten sonra ¢esitli
yazarlar  tarafindan  ortalama-varyans = modelinin
gelistirilmesi ve ¢6zlimii ile ilgili birgok makale ve kitap
yazilmigtir. Yine Markowitz’in 1959 yilinda yayimlanan
kitab: ile portfdy secimi problemi hem ayrintili olarak
incelenmis hem de yatinmlarin etkin cesitlendirilmesi
kavram:1 ile yeni bir arastirma ufkunun agilmasi
saglanmistir [2].

Markowitz’in  “Ortalama-Varyans” modelinin
esasl, yatrim getirisi olarak portfoyiin beklenen
getirisinin, yatirim riski olarak da portféyiin beklenen
getirisi varyansinin alinmasina dayanir. Bu nedenle
Markowitz’e gore, istenilen bir getiri orami karsiliginda
portfdyiin varyansinin minimize edilmesi ile minimum
yatirim riskine veya katlanilabilecek bir risk seviyesine
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Ozet: Bu calismada, IMKB-30 endeksinde yer alan hisse
senetlerinin 03.08.1998 ve 31.08.2000 tarihleri arasindaki
giinliik kapams fiyatlan dikkate alinarak iki amach bir portfoy
secimi problemi modeli olusturulmugtur. Bu modeldeki birinci
amag portfoy riskinin minimizasyonu, ikinci amag portfoy
getirisinin maksimizasyonudur.

Hisse senetlerinin olusturdugu portfoylerin getirilerinin u

ortalamali o varyansh normal daglyima sahip olduklar
varsaylarak dogrusal E(X) portfoy getirisi amag fonksiyonu
ile kuadratic V(X) portfiy riski amac fonksiyonu
diizenlenmigtir. Bir yatinimct igin ¢atgan bu iki amag
fonksiyonunun, riskten kacinma katsayisi adi verilen bir
{0 < A <1) parametresi ile konveks kombinezonu alinarak

uzlasik tek bir amag fonksiyonu olusturulmustur. Boylece
parametrik kuadratik programlama problemi modeli elde
edilmigtir. Iki kigili sifir toplamlt oyun matrisi ile secilen her
A agurh@y icin model coziilerek etkin sumr iizerinde yeni bir
portfoy bulunmustur.

Iki Amagh Portfoy Secimi, Konveks
Kombinezon, Oyun Teorisi, Karar
Matrisi, Kuadratik Programlama

Anahtar Kelimeler:

gore portfoyiin beklenen getirisinin maksimize edilmesi
halinde maksimum yatirim getirisine ulagilir. Bunu
yapabilmek igin de yatinm getirisi ve yatirim riski
fonksiyonlarint iceren bir model menkul kiymet getirileri
kullanilarak  olusturulur ve bu model kuadratik
programlama ile ¢oziilerek etkin sinir iizerindeki portfoy
bilesimleri elde edilir.

Genel olarak, U(f;(%), /(%)) seklinde iki amagli bir

fayda fonksiyonu igeren modeller cesitli yazarlar
tarafindan fonksiyonlara agirliklar verilerek tek amach
hale donistiiriilerek  ¢oziilmiiglerdir  [3,4]. Fayda
fonksiyonu, birisi dogrusal getiri fonksiyonu digeri de
kuadratik portfoy riski fonksiyonu gibi birbiri ile ¢atigan
iki fonksiyondan olustugu zaman bu fonksiyonlar cesitli
yazarlar tarafindan degisik sekillerde agirliklandirilarak
tek bir uzlagik amag fonksiyonu elde edilmistir [5,6 gibi].
Yine bazi yazarlar bu iki fonksiyonu riskten kaginma
katsayis1 adimt verdikleri agirlikla konveks kombinezon
olarak birlestirmiglerdir. Riskten kaginma katsayisinin
secimi de literatiirde ¢ok farkh sekillerde yapilmaktadir.
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Baz: aragtirmacilar yatirimciya bagli oldugunu belirterek
[0.1] araliginda [7], bazilar1 da (0,) arahinda keyfi bir
reel sayir alarak secmislerdir [1]. Portfoy secimi
probleminin amag¢ fonksiyonunu Getiri/Risk seklinde

kesirli programlama problemi olarak tanimlayan
arastirmacilar  (Ziemba) n  modelleri Dinkelbach
anlaminda ¢oziiliirken kullamlan parametre riskten

kacinma katsayisi olarak tanimlanmistir [8]. Bu modelin
¢oziimii sonucunda optimal parametre yani optimal
riskten kaginma  katsayisi  bulunarak  yatinmciya
Onerilmistir [9].

Bizim bu c¢alismamizda ise, riskten kaginma
katsayisi, risk ve getiri fonksiyonlarn kullanilarak
olusturulan iki kisili-sifir toplamli oyun matrisinden elde
edilmistir [10]. Daha sonra bu katsay: ile getiri ve risk
fonksiyonlarinin konveks kombinezonu alinarak uzlasik
tek amagli model tertiplenmistir.

II. MODEL

Hisse senedi getirilerinin Ortalama-Varyansin’a
dayali olarak bir portfdy segimi problemi modeli
asa8idaki gibi yazilabilir.

n n n
Zgin =AY inxjalj _(] _l)zluixi

i=1 j=1 =l
Sinirlayici Kogullar, )]

14
2% =1

i=]
xi20,i=12,...,n

Buradad (0<A<1), olmak iizere yatirimcinin
riskten kaginma katsayisidir. 4 ne kadar biiyiikse o kadar
fazla riskten kaginilir. Yani A=1oldugunda yatirimci
riskten ¢ok korkuyor ve getiriyi fazla Onemsemiyor
demektir. Tersine 4 =0 olmasi risk ne kadar biiyiik olursa
olsun ben katlanirim, yeter ki getiri fazla olsun seklinde
diisinen ve yatirimin riskini tamamen ihmal eden
yatrimciyr gosterir. x; 20 ile de borsada agifa satisin

yapilmadig1 varsayiimaktadir.

Portfoyiin beklenen getirisi,
n
E(X)=E, =¥ u;x; @
i=1

ile hesaplanir. Burada;

n : Hisse senedi sayist

x; : Portfoye giren i. hisse senedinin oram
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4; : i. Hisse senedinin ortalama getirisi

E(X)= E, : Portféyiin beklenen degeridir.
‘ »

Portfoyiin riski, portféyiin getirisinin degiskenligi
olarak tamimlanir. Riskin hesabinda kullanilan temel
Olciiler, ortalama sapma, varyans ve standart sapmadir.
Genellikle portfoy riski  hesaplarken  varyanstan
faydalanilir. Ancak getiri ve risk arasindaki iligkiyi
geometrik olarak gosterirken varyansin karekokii olan
standart sapmadan yararlanilir. Yani etkin sinir eZrisi

cizilirken eksenlerden biri getiri E, , di8eri ise risk o, dir.

Portfoytin riski,

n n
V(X)=0',2) =Z]Z]xl'kjo-l_/ (3)
i=] j=

ile olgiiliir. Burada;

a',,2 : Portfoylin varyans: (riski)

x;:  Portfoye giren i. hisse senedinin oran

x;: Portfoye giren j. hisse senedinin orani

o i.vej. hisse senetlerinin getirileri arasindaki
kovaryans

Bu aciklamalar 1s13inda  kovaryans kavramini
actklamak yararli olacaktir. Kovaryans birlikte hareket
eden herhangi bir tesadiifi degiskenler grubunun egilimini
olger. ki tesadiifi degisken arasindaki kovaryans “bu iki
degiskenin ortalamalarindan sapmalarimin  ¢arpimnin
beklenen degerinin bulunmas: ile elde edilen bir
katsayidir.”

Genel olarak R; ve R; getirileri arasindaki

i
kovaryans;

o;; =E{[Ri- E(R))] [R;- E(R)]}
seklinde hesaplanur.

Markowitz’ in, “bir yatrumci gerceklestirecegi
yatirimdan yiiksek oranda getiri bekler ve riski ise
istemez” varsaymmi iizerine kurdugu portfoy secimi
modelinde, yatirimer belli bir getiri igin riski minimum
kilan yada belirli bir risk seviyesinde maksimum getiriyi
saglayan portfoyii se¢meyi ister. Cesitli getiri diizeyleri
icin minimum riski, belirli risk diizeyleri i¢in maksimum
getiriyi saglayan portfdylerin olusturdugu kiimeye “etkin
kiime” denir. Etkin kiimenin i¢inde yer alan bir portfoy
belli bir getiri diizeyi igin aym getirili diger portfoyler
veya onlarin kombinasyonlarindan daha az risklidir. Bu
etkin kiimenin geometrik yeri, miimkiin portfoyler
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kiimesinin simrinda oldugu igin “etkin siir” adim
almaktadir.

E,

A

Sekil.1: Etkin Smur Egrisi
M. UYGULAMA

Uygulamada, IMKB-30 endeksinde 31.08.2000
tarihi itibari ile yer alan ve Tablo.1’de gosterilen firmalara
ait hisse senetlerinin 03.08.1998 ve 31.08.2000 tarihleri
arasindaki giinliik kapanis fiyatlari kullanilmgtir.

Ele alinan periyot icinde hisse senetlerinin giinlitk
getirileri, giinliik getirilerin aritmetik ortalamasi alinarak
giinliik ortalama getiri ve getirilerin (30x30) luk varyans-
kovaryans matrisi sirasiyla (4), (5) ve (6) formiilleri
kullanmilarak bulunmustur. Varyans-kovaryans matrisinin
pozitif definitligi test edilerek V(X) kuadratik fornunun
minimuma sahip oldugu garantilenmistir. Daha sonra
portfoy getirisi ve portfoy riski fonksiyonlari sirasiyla,

30 30 30
E(X)=3% uix; V(X)=3 3 xx04

i=1 i=1j=1

formiilleri kullanmilarak bulunmustur. (7) de verilen ¢ok
amach dogrusal programlama problemi modeli yukaridaki
fonksiyonlara uygulanarak iki amag fonksiyonlu ve esitlik
kisitlr (8) modeli tertiplenmistir. Bu modelin ¢6ziimii igin
agirhikli toplamlar yontemi kullanilarak (1) modeli elde
edilmistir. Bu modeli olugturan risk ve getiri
fonksiyonlarimin agirlidi olan riskten kaginma katsayisi
A, fonksiyon degerleri oyun matrisi kullamlarak
bulunmus ve Tablo.3’de gosterilmistir. (1) modeli her
bulunan Ai¢in yeniden tertiplenmis ve kuadratik
programlama ile ¢oziilerek etkin simir tizerinde yeni bir
portfoy bulunmugtur (Tablo.4).

Tablo.1: Uygulama Kapsamindaki Hisse Senetleri

AKBANK
AKCANSA
AKSIGORTA
ALARKO HOLDING
ALCATEL TELETAS
ARCELIK

DOGAN HOLDING
DOGAN YAYIN HOLDING
. EFES HOLDING

10. ENKA HOLDING

11. EREGLI DEMIR CELIK
12. FORD OTOSAN

13. GARANTI BANKASI
14. HURRIYET GAZETECILIK
15. IHLAS HOLDING

16. IS BANKASIC

17. KOC HOLDING

18. MEDYA HOLDING

19. MIGROS

20. NETAS TELEKOM

21. PETKIM

22. PETROL OFISi

23. SABANCI HOLDING
24. SISE CAM

25. TANSAS

26. TOFAS OTO FABRIKA
27. TRAKYA CAM

28. TUPRAS

29. VESTEL

30. YAPI KREDi BANKASI

10[00] o [a ] o | =

Hisse senetlerine ait getiriler,

—=t+l _ —t
_Pbi —p
Riy==—"+

— 4)
Pi

formiilii ile hesaplanmigtir. Burada;

R;,: i hisse senedinin . giindeki getirisi

p*: i hisse senedinin ¢ +1. giindeki ortalama fiyati

pi: i hisse senedinin 1. giindeki ortalama fiyati dir.

Her bir hisse senedi i¢in ortalama getiri;
1
Hi=—2R;, 5)
m =i

olmak iizere, i ve j. hisse senetleri getirileri arasindaki
kovaryans
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olup, (30x30) boyutlu pozitif definit varyans-kovaryans

m
g,

Mom-1,5

matrisidir. Burada,

> (Ri.t - /li)

(Rj,z—#j)

m:Yatirim periyodu (giin sayis1)

t=12,...,mdir.

goriilmektedir.
(A),45,...,A59 > 0)
matrisi pozitif definittir. Bu nedenle amag¢ fonksiyonu

Asagidaki tabloda getirilerin varyans-kovaryans
matrisinin, ana mindrlerinin determinantlarinin degerleri
determinantlari
varyans-kovaryans

Biitiin

ana
oldugu igin,

minor

-konveks ve tek minimumludur.
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Degerleri

(6)

Tablo.2: Varyans-Kovaryans Matrisinin Ana Minér

A, =0,001913638

Ag = 1,49806E-49

A, =1,82895E-06

A5 =1,53141E-52

A5 =1,63781E-09

A g = 1,7962E-55

A, =1,02558E-12

A9 =1,44665E-58

A5 =7,26302E-16

A,y =1,29186E-61

Ag =6,13793E-19

Ay, =1,31142E-64

A, =8,15286E-22

A,y =2,17435E-67

Ag =1,2918B-24

A,y =7,88437E-T1

Ay =7,86366E-28

A,, =8,39329E-74

A,y =5,36986E-31

A,s =8,79471E-77

A, 1 =7,48152E-34

A g = 1,03465E-79

A, =6,579E-37

Ay; =7,66196E-83

A3 =3,95243E-40

A, =4,87361E-86

A\, =2,52733E-43

A, =3,73112E-89

A,s = 1,85582E-46

Ay =3,00652E-92

Asagida genel formunu verdigimiz ¢ok
dogrusal programlama probleminin

amagcli

ma)i] (x)= ler'l}
maxfo(x) = C%

ma){fk (x) = Ck?c} 7

xe S
S={§‘I€e R Ai=b,x>0be R’"}

¢Oziimii icin; Belenson-Kapur’un Onerdigi
toplamlar yontemi
Ozdemir tarafindan
olusturulan yeni
problemin ilk
gosterilmistir.

agirlikhi
[10] ve bu yonteme Giresunlu-

karar matrisi ilave edilerek
algoritmanin [9] bu calismadaki
iterasyonuna uygulanmast asagida

firisk ve f, getiri fonksiyonlarmi ifade etmek

lizere f; fonksiyonu lineer bir fonksiyon iken, f,

fonksiyonu non-lineer bir fonksiyon olup kuadratik bir
form teskil etmektedir.
Calismamizda,

Min{fy =V (%)}

Min{f, = —E(%)} (8)

s-f

modeli her iki fonksiyon igin ayr1 ¢6ziilerek ;

30
in = l,x,» >0

i=1

% :Risk Fonksiyonun Céziim Noktas

%, :Getiri Fonksiyonun C6ziim Noktas
olmak iizere

0;0.066;0.022;0;0;0.085;0;0.11;0;0;0.16;0;0;0;
}1* ;1 0.003;0.012;0;0.02;0.11;0;0;0.0457;0.037;0;
0.15;0.12;0.054;0;0;0

—« {0;0;0;0;0,0,0.183;0.170;0:0;0;0.162;0,0,0;0;0;0:0;0;
X .
271 0;0;0;0;0.484;0;0;0;0

¢Oziim noktalarini sirasi ile bu fonksiyonlarda yerine
koyularak (2x2) lik fonksiyon degerleri oyun matrisini
olusturalim.
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IV. OYUN MATRISI

[ & =
G=f | 0014 0044
f» | -0,003 -0,004
K =1 olmak lizere
G=h
Ji . N
z; =——j=12,....k sartina gore,

if

V. NORMALIZE EDILMIiS OYUN MATRISI

—% —k
| X2

Gy =1
£ 1001 1

halini alir. Normalize edilmis matris lineer programlama
problemi olarak ¢oziiliirse;

2=0.998
x =0,044719
X, =0,95399

degerleri bulunur.

;J:(_XL
.

A" =(0,0447;0,9553) dir.

ﬂ-) = (4{,45) olmak iizere
z

’ k .
m; _ A M=Sm;ve & =2 12,0k esitliginden
Jii i=l M
my = 0,0447 =0,0448
0,998
my = 0’9959583 =0,9564

]

M =0,0448+0,9564 =1,0012

m; .
A= —ML olmak iizere;

P [0,0448 09564

; =(0,0447;0,9553)
1,0012 71,0012

Bu degerler birinci iterasyondaki A" degerleridir.
(Bkz. Tablo.3.)

VI. KARAR MATRISI

1—z;, i#j ) . -
d;j ={ oz’f ' J,yardlml ile normalize edilmis
s 1=7

Gy matrisi, karar matrisine aktarilir.

| & 3
D= f 0 -0,028
£ |-0001 0
Buna gore;

3
djj = max {mj‘?"‘ll ~ 2 l} esitliginden

i

faydalanarak bir sonraki asamada x5 noktasi cikip,

yeni x3 noktasi karar matrisinde yer alacaktir.

Bu iterasyonlar birbirinin aymi iki ¢6ziim noktas:
bulunana kadar devam eder. Birbirinin ayni olan bu
noktalar optimum ¢6ziim degerini veren noktalardir.
Bizim calismamizda ise, sekizinci iterasyonda Tablo 4. de
yer alan altinci portfoy (P6) iin getirisi ile aym getiriye
sahip ancak riski daha fazla olan bir portfoy elde
edilmistir. Bu portfoyiin etkin smr iizerinde yer almadig1
tesbiti yapilarak iterasyonlara son verilmis ve algoritma
bu agamadan sonra galistirilmamustir.

Tablo.3: 1" Degerleri

iterasyon A 1-4
Sayisi
1 0,9553121509 0,0446878491
2 0,8048263535 0,195173645
3 0,6200755693 0,3799244307
4 0,7006426373 0,2993573627
5 0,6579272884 0,3420727116
6 0,8607590633 0,1392409367
7 0,4326975231 0,5673024769

Asagidaki tabloda etkin sinir1 olugturan portfoyler
ve bu portfoylerin olusturdugu etkin sinir egrisi Sekil.2’
de gosterilmistir..
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Tablo.4: Etkin Siir Uzerindeki Portfoyler

HISSE PORTFOYLER(%)
SENEDI

Pi P2 P3 P4 P5 P6 P7
AKBNK (90,00 [%0,00 [%0,00 [%0,00 [9%0,00 [%0,00 90,00

AKCNS 91,59

%0,00 (%0,00

70,00 {%0,00 {%0,00 |%0,00

AKGRT |%3,72

%4,26 (%0,00

%0,32 [%0,00 {%4,62 |%0,00

ALARK (%0,00

%0,00 |%0,00

70,00 (%0,00 |%0,00 {%0,00

ALCTL 90,00

%0,00 |%0,00

%0,00 {%0,00 [%0,00 %0,00

ARCLK 9,985

%10,52 1%4,62

%8,61 |%7,00 1%10,35|%0,00

DO HOL|%0,00

%0,00 |%8,80

%4,59 [%6,52 |%0,00 |%18,30

DY HOL %12,76

%15,93 (17,11

%16,921%16,49 [%15,01 {%17,01

EFES (%0,00

70,00 |%0,00

%0,00 |%0,00 70,00 [%0,00

ENKA |%0,00

%0,00 |%0,00

%0,00 [%0,00 {7%0,00 |%0,00

EREGL 916,70

715,44 1%9,98

%12,85(%11,55 |%15,98%0,00

FROTO (%0,00

%6,39 1%13,18

79,63 {%11,47%3,87 |%16,25

GARAN (90,00

70,00 (%0,00

%0,00 (%0,00 {%0,00 |%0,00

HURGZ 9,0,00

%0,00 |%0,00

%0,00 |%0,00 |%0,00 |%0,00

THLAS 90,00

%0,00 1%0,00

90,00 |%0,00 (%0,00 [%0,00

ISC |%4,29

%9,92 (%5,29

%7,56 1%6,57 [%9,17 1%0,00

KCHOL (90,00

%0,00 (%0,00

90,00 190,00 190,00 [%0,00

MEDYA |%2.93

%0,00 (%0,00

%0,00 [%0,00 |%1,61 [%0,00

MIGRS (%7.60

%0,00 1%0,00

%0,00 (%0,00 {%0,00 |%0,00

INETAS (0,00

%3,71 |%1,55

%2,81 1%2,29 |%4,63 |%0,00

PETKM |%0,00

%0,00 [%0,00

%0,00 {%0,00 [%0,00 |%0,00

PTOFS |95 34

%5,38 |%1,30

%3,53 1%2,58 1%35,90 |%0,00

SAHOL (%2 65

%0,00 1%0,00

%0,00 (%0,00 [%0,00 [%0,00

SISE  |%0,00

%0,00 [%0,00

%0,00_{%0,00 |%0,00 [%0,00

TNSAS [518,40

%28,45 (%38,17

%33,18 {%35,53 1%25,26 (%48,43

TOFAS (%820

900,00 %0,00

%0,00 %0,00 |%0,00 |%0,00

TRKCM (955,97

%0,00 (%0,00

%0,00 |%0,00 {%3,60 |%0,00

TUPRS (90,00

%0,00 {%0,00

%0,00 [%0,00 [%0,00 |%0,00

VESTL (20,00

90,00 [%0,00

%0,00 |%0,00 [%0,00 (%0,00

YKBNK 19,0,00

70,00 1%0,00

70,00 [%0,00 1%0,00 |%0,00

GETIRI %0,35|

%0,41] 70,43

%0,42) %0,42) 70,40 %0,45

RISK %32,97,

%3,07| %3,21

%313 %3,16, %3,05 %343

0,0040
0,0030
0,0020
0,0010 +
0,0000

GETIRI

0,0050 e

OPTIiMUM PORTFOYLER

0,029 0,030 0,031 0,032 0,033 0,034 0,035

RiSK
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Sekil.2: Etkin

Sinir Egrisi

VIL. SONUC

Tablo.3’de bulunan A degerlerinin (1) modelinde
yerine konulup ¢oziilmesi sonucu elde edilen Tablo 4.
deki portfoylerin getiri ve riskleri de hesaplanarak son iki
satirda verilmistir. Bu degerlerin risk-getiri diizleminde
noktalanmas1 sonucunda Sekil 2. de goriinen etkin sinir
egrisi bulunmustur. Etkin simr yatinmciya optimal
portfoyler hakkinda bilgi verir, ancak hangi etkin
portfoytin secilecegi yatirnmcinin riske karsi tutumuna
gore belirlenir.

Genellikle, yatirimcilar riskten kaginan ve riski
sevenler olarak ikiye ayrilir. Calismamizin sonucunda
elde edilen Tablo.3’ deki A riskten kacinma katsayilarina
kars1 gelen portfoy riskleri incelendiginde A’nin degeri
1’e yaklagtikca risklerin kiiciildigii yani riskin daha fazla
daginldigi  ve portfdylerin daha ¢ok ¢esitlendigi
goriilmektedir. Bu durumda riskten kaginan bir yatirimel
daha biiyiik bir A riski seven yatirimer ise daha kiigiik bir
A secgerek daha biiyiik riskli bir portféy elde eder. Tabii
ki risk arttikga getiride artacaktir.
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