Arastirma Makalesi / Research Article Igdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 10(1): 556-562, 2020
Matematik / Mathematics Journal of the Institute of Science and Technology, 10(1): 556-562, 2020

DOI: 10.21597/jist.569915 ISSN: 2146-0574, elSSN: 2536-4618
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OZET: Bu calismada, u’=1Vv’=v,uv=vu,q=p" ve p tek asal sayr olmak iizere
R=F, +uF, +VF, +uvF, + szq +uv? F, halkasi tizerindeki devirli kodlar kullamlarak F, iizerindeki

kuantum kodlar elde edildi. Ayrica F,iizerindeki kuantum kodlarin parametreleri belirlendi. Bazi

ornekler verildi.

Anahtar kelimeler: Kuantum kodlar, devirli kodlar, Gray doniigimil.

Quantum Codes
ABSTRACT: In the present paper, the quantum codes over F, which are obtained from cyclic codes
over the finite ring R =F, +uF, +VF, +uvF, +V°F, +uv’F, with u? =1,v* =v,uv=vu, whereq=p"
and pis an odd prime. Moreover the parameters of quantum codes over F,are determined. Some

examples are given.
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GIRIS

Kuantum hesaplama ve kuantum iletisimde kullanilan kuantum kodlar, kuantum bilginin taginmasi
sirasinda olugabilecek hatalarin tespiti ve diizeltilmesi i¢in kullanilir.

Kuantum hata diizeltici kodlar ilk olarak Shor ve Steane tarafindan birbirinden bagimsiz olarak
elde edilmistir (Shor, 1995; Steane, 1996).

Klasik kodlama teorisi, kuantum teorisinden farkli olmasina ragmen Calderbank ve ark. bu iki
teori arasindaki gecisi bulmuslardir (Calderbank ve ark., 1998). Bu makalede sonlu cisimler lizerindeki
kodlardan kuantum kodlar elde edilmistir.

J. Qian ve ark. F,+UF,,u”* =0 sonlu halkas1 iizerindeki devirli kodlardan kuantum hata diizeltici
kodlar: elde etmislerdir (Qian ve ark., 2009). X. Kai, S. Zhu, F, +UF,,u’ = Ohalkas: iizerinde (Kai ve
Zhu, 2011), X. Yin ve W. Ma, F,+UF, +U°F,,u’®=0 halkas: iizerinde (Yin ve Ma, 2011), devirli

kodlar1 kullanarak kuantum kodlarin parametrelerini olusturmuslardir. J. Qian, F, +VF,,v* =V halkasi

tizerinde keyfi uzunlukta devirli kodlardan kuantum kodlar1 bulmustur (Qian, 2013). (Ashraf ve
Mohammed, 2014; Ashraf ve Mohammed, 2015; Ashraf ve Mohammed, 2016), M. Ashraf ve G.

Mohammed F, +VF,,v’ =1 F +VF,,v’ =vve F, +UF, +VF, +uvF,,u’ =u,v* =v,uv=vu  halkalar

tizerinde devirli kodlardan kuantum kodlarin parametrelerini elde etmislerdir. A. Dertli ve ark. sonlu
halkalar1 kullanarak kuantum kodlarin parametrelerini devirli kodlardan elde etmislerdir (Dertli ve ark.,

2015a; Dertli ve ark., 2015b; Dertli ve ark., 2015c; Dertli ve ark., 2016b). Ayrica A. Dertli ve ark. Ry, R,

halkalarim1 kullarak negacyclic kodlardan kuantum kodlar1 olusturmuslardir (Dertli ve ark., 2015d;
Dertli ve ark., 2016a).

Liu Yan ve ark. u’=Lv’=v,uv=vu,q=p", p tek asal sayr olmak iizere
R =F, +UF, +VF, +uvF, +V°F, +uv’F, halkas: iizerinde skew cyclic kodlar1 galismislardir (Liu ve
ark., 2017). Biz ise bu ¢alismada Liu Yan ve ark. makalesindeki R sonlu halkasini kullanarak devirli
kodlardan kuantum kodlar elde ettik. Calismamizin 2. boliimiinde halka ile ilgili temel bilgiler verildi.
3. boliimiinde R halkasi lizerindeki devirli kodlarin dualini igermesi igin gerekli ve yeterli sart verildi.
Son olarak bazi 6rnekler elde edildi.
MATERYAL VE YONTEM
[lk olarak Liu Yan ve ark.
2 2
R=F, +uF, +VF, +uvF, +Vv°F, +uv'F,
= {a1 +Ua, +Va, +uva, +viag +uv’a; 1 a; eF,,1<j< 6}
sonlu halkasini incelediler. Ayrica bu caligmalarinda R =F, +uF,, u®=1 halkasmi kullanarak
F,[u,v]/ <u® -1,v® —v,uv—vu > halkasini R =R, +VR, +V’R, olarak gosterdiler (Liu ve ark., 2017).
Liu Yan ve ark. a=a, +ua, +Va, +uva, +v’a; +uv’a;,a; € F,, j=1,2...,6, ab,ce R, s,teF,
olmak iizere
¢ R—>R’

a+vb+vic (a,a+b+c,a-b+c)
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¢1 : Rl - qu
S+ut > (s,t)
Gray doniisiimlerini kullanarak asagidaki ® Gray doniisiimiinii tanimladilar.

P:R>F;
ar (a,a,,a +a,+a,,a,+a, +a,a —a,+a;,a,—a, +a,)
F, lizerinde x ve y vektorlerinind,, (X, y) Hamming uzakhi@ x —y vektdriiniin Hamming
agirhgma esittir. X = (Xy,..., X, ;) € R"elemanimin Lee agirligt w, (x), W, (X) =W, (D(X)), herhangi bir

X,y € R" elemanlarinin Lee uzakhigid (X, y), d (X, y)=w_(x—y) olarak tamimlanir.

Teorem 1: Gray doniisiimii @ uzaklik koruyan bir doniisiimdiir ve F, -lineerdir (Liu ve ark., 2017).

R tizerinde nuzunluga sahip birC lineer kodu R" nin bir R -altmodiiliidiir.

Lemma 2: C,Riizerinden uzunluga sahip, rankik ve minimum Lee uzakligid olan bir lineer kod
olsun. Bu durumda @(C), F, iizerinde bir [6n,k,d] lineer bir koddur (Liu ve ark., 2017).

Herhangi bir x = (XO,..., Xn_l), y= (yo,..., yn_l) elemanlarinin i¢ ¢arpimi asagidaki gibi tanimlanir

n-1
Xy = Z X;Yi
i=0

Eger xy =0ise xvey elemanlar1 ortogonaldir denir. C,R iizerinde n uzunluga sahip bir lineer
kod olmak iizere C kodunun duali

Ct={x :vyeC,xy=0}

seklindedir. C kodunun duali deR iizerinde n uzunluga sahip lineer bir koddur. EgerC — C*iseC
koduna self ortogonal kod, C =C* iseC koduna self dual kod denir.
Teorem 3: C, R iizerinde n uzunluga sahip lineer bir kod olsun. Bu durumda®(C )" = d)(CL). Ayrica,
C self dual kod ise ®(C) kodu da self dual koddur (Liu ve ark., 2017).

(Liu ve ark., 2017), Cin Kalan Teoremini kullanarak R halkasini asagidaki sekilde ifade etmistir.

R=27(1+u)1-V*)F, ®2™"(1-u)1-V*)F, @47 (1+u)(v+V*)F,
@47 (1-u)(v+V*)F, @47 (1+u)(—v+V*)F, @47 (1-u)(-v+V*)F,

m =27 (1+u)A-v?),n, =27 (1-u)A-V?)
75 =47 L+u)(v+VvP),n, =47 (L-u)(v+V?)
s =47 L+ u)(~v+V?),n, =47 A-u)(-V+V?)

olmak {izere R iizerinde n uzunluga sahip C lineer kodu

6
C :Z”icj
j=1
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—{, eF" 13 e FMiefL2,..., 61\ {j}, X0, eC| kodlan F,

tizerinde n uzunluga sahip lineer kodlardir (Liu ve ark., 2017).

seklinde ifade edilir. Burada ki C,

J

G,,G,,...,Gg, sirastylaC,,C, ,..., C; kodlarmnin iirete¢ matrisleri ise C kodunun {irete¢ matrisi

mG,

G = 772.62

1:Ge
dir. d_,C kodunun minimum Lee agirligt olsun. d,, (C,), swrasiylaC,,C,,...,C,; kodlarinm minimum

Hamming agirlig1 olmak iizere,

d, =d,, (®(C)) = min{d,, (C,),d,, (C;).....d, (Co)}
dir (Liu ve ark., 2017).
Onerme 4: i=12,.6 icin C,, Fq tizerinde nuzunluga sahip lineer kodlar olmak iizere
C=nC ®nC,®nC,®n,C, dnC, ®nC,,Riizerinde n uzunluga sahip lineer bir kod olsun. C
kodunun devirli bir kod olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul i=12,...,6i¢in C, kodlarinin devirli kod
olmasidir.
Ispat: C devirli bir kod, (aé,ail,..., 311171)‘5 C, (ag,af,...,affl)e CZ,...,(ag,af,...,ar?fl)eC6 olmak {izere
i=01.,n-1 icinm =na +n,a>+..+na olsun. Ckodu devirli bir kod oldugundan
(mg,m,,...,m, ,)eCigin(m, ,,m,,...m, ,)eCdir. Budurumda,

1

(Mo g2 Mg ey My ) = 770(8 118100 B 0) + 175 (B 4, Bg s B ) Fons 17680 1,80 11 By )

esitligi elde edilir. Boylece (a,,ag,..a_,)eC,..,(a2,,ad,.,a°,)eC,. O halde C,C,, .. ,Cq
kodlar1 devirli koddur.

Tersine,C,,C, ,...,Cskodlart  devirli  kod olsun. Bu durumda i=0,1..,n-1ligin
1

m :771311"‘772812 +...+77631.601mak lizere (my,m,,...,m,,)eC ve (aé,ai,...,ai_l)ecl,...,
(agafa,f_l)e C, olur. Buradan

(mnflimo""’mnfz):771(3#11a(l)'""aﬁfz)+772(a§717a§""'a§72)+---+776(ar?71’agv"'vagfz) eC
elde edilir. O halde C devirli bir koddur.

Onerme 5:C = Z‘j:lnjC j» Rizerinden uzunluga sahip devirli bir kod olsun. O zaman f, f, ..., fe
sirastylaC,,C, ,...,C, kodlarinin iireteg polinolart olmak iizere

C= <771 LR/ R PR/ f6>
dir.
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Lemma 6: C = Zﬁ?:lnjC i R tizerinde n uzunluga sahip devirli bir kod olsun. Bu durumda f, f, ..., f;
sirastylaC;,C, ,..., C; kodlarinn iirete¢ polinolar: ve
f(X)=m F.00)+7, () +... 47 T (X)

olmak iizere C = (f(x)) olacak sekilde tek bir f(X) polinomu vardir ve f ()] x" 1.

Lemma7: C=3",n ,C;, Riizerinde n uzunluga sahip devirli bir kod olsun. Bu durumda i=1,2,...,6
igin h*(x)= x*"™h (X_l), h(x)= (Xn —1)/ f.(x), reciprocal polinomlari olmak iizere

C'= <771hl* +n,h, +...+776hg>

esitligi elde edilir.

Lemma 8: f*(x), f(X)polinomunun reciprocal polinomu olmak iizere f (X)polinomu ile iiretilen

devirli bir C kodunun dualini igermesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

X" ~1=0(mod ff*)

olmasidir (Ashraf ve Mohammed, 2017).

BULGULAR VE TARTISMA

Lemma 9: C,veC,,F, iizerinde tammli sirasiyla [n,k;,d,], ve [n,k,,d,]. parametrelerine sahip lineer
kod,C, < C,,

d =min{w, (v): ve(C,\C,)uU(C,\C,")}>min{d,,d,}

olsun. Bu durumda [[n,k, +k, —n,d]]. parametrelerine sahip birC kuantum hata diizeltici kod vardir
(Ashraf ve Mohammed, 2017).

Teorem 10: f(x)=1,f,(X)+7, f,(X)+...+1 f;(X) olmak iizere C ={f(x)),R iizerinde keyfin
uzunluga sahip devirli bir kod olsun. Bu durumda C* — C olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosuli=1,...,6

icin f “(x), f (X) polinomunun reciprocal polinomu olmak iizere X" —1= O(mod f,(x) fi*(x)) olmasidir.
Ispat: x"-1= O(mod f.(x) fi*(x)) olsun. Lemma 8 denC;' cC,dir. Buradan 7,C' c#,C, ve

6 6 6 6
_zlnjcj c _Zlnjcj elde edilir. Béylece<_2177jh}‘(x)> c <2177j fj(x)>. Yani, C* = C dir.
i= i= 1= =

6 6
Tersine, C* < Colsun. Bu durumda 2. 77J-CjL c 1,C;. C kolar F,iizerinde tanimli oldugundan
=1 j=1

7,C,, modulon; ye gére C koduna denktir. O halde C;" = C;. Bsylece X" —1=0(mod f,(x) f;"(x))dir.

Lemmma 9 ve Teorem 10 u kullanarak kuantum kodlarin parametrelerini asagidaki gibi elde
ederiz.

Teorem 11: C =3%,7,C,;, Riizerinden uzunluga sahip devirli bir kod olsun. Egeri=1,2,...,6, i¢in
C;' cC,iseC* cCdir ved, ,C kodunun minimum Lee agirlig, k , ®(C) kodunun boyutu olmak iizere

[[Bn, 2k —6n,d, ]] parametrelerine sahip bir kuantum hata diizeltici kod vardir.
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Ornek 1: F, ={x+ay : x,y e F,a’ +a+2=0} olmak iizere x° —1=(x+1)3 (x+2)* e F[X]

f,(x)=f,(x)= f,(x) = f,(x) = f,(x) = fy(x) = x+1
olsun. Bdylece C = (n, f,, 7, f,..... 7 fs). C; kodlar1 6 uzunlugunda [6,5, 2]-koddur. Bu durumda ®(C),
[36,30,2] parametreye sahip lineer bir koddur. Teorem 10 dan, C* —C. Teorem 11 i kullanarak,
[[36, 24, 2]] parametrelerine sahip kuantum kod elde ederiz.

Ornek 2: x°-1= (X+1)5 (x+4)° e R[]
f(x)=F,(x)=(x+4)?, 1,00 = £,00 = £,00 = £,00 = (x +1f
olsun. Bdylece C =(n, f,,7,f,,.... 7 ¢ ). C;kodlari10uzunlugunda [10,8, 2]-koddur. Bu durumda®(C)

, [60,48,2] parametreye sahip lineer bir koddur. Teorem 10 dan, C* —C. Teorem 11 i kullanarak,
[[60, 36, 2]] parametrelerine sahip kuantum kod elde ederiz.

Cizelge 1. Kuantum Kodlar

n g C,=C,=C, C,=C,=C, @(C) [N, K,D]|

3 19 [3.2,2] [3,2,2] [18,12,2] [[18,6,2]]

4 9 [4,3,2] [4,3,2] [24,18,2] [[24,12,2]]

12 3 [12,9,2] [12,9,2] [72,54,2] [[72,36,2]]

20 9 [20,16,4] [20,16,4] [120,96,4] [[120,72,4]]

27 3 [27,21,2] [27,21,2] [162,126,2] [[162,90, 2]]

30 5 [30,29,2] [30,29,2] [180,174,2] [[180,168, 2]]
36 5 [36,34,2] [36,34,2] [216,204,2] [[216,192 2]]

SONUC
Bu calismada, u?=1 v¥=v, uv=vu, q=p"veptek asal say1 olmak uzere

R=F, +uF, +VF, +uvk, +Vv? F+ uv? F, halkas: tizerindeki devirli kodlar kullamlarak F, lizerindeki
kuantum kodlarin parametreleri elde edilerek bazi sonlu cisimler tizerinde drnekler verildi. Yapilan bu
calisma farkli halkalara taginarak yeni optimal kuantum kodlar elde edilebilir.
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