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OZET

Bu ¢aligmada GAP kullanilarak belirli kosullar altinda ¢aprazlanmis modiillerin siiflandirilmasi yapilmustir.
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CALCULATIONS ON THE HOMOLOGY OF CROSSED MODULES
ABSTRACT
We get an classification of crossed modules under certain conditions by using GAP.

Keywords: Crossed Modules, Homology, GAP.

1. GIRiS

Caprazlanmig modiill kavrami, J.H.L.Whitehead tarafindan [17] de tanimlanmistir. Whitehead,
ozellikle relatif homotopi gruplarinin cebirsel yapilari iizerine yaptig1 calismasinda ¢aprazlanmig
modiillere yer vermistir. O zamandan itibaren ¢aprazlanmis modiil kavram diger alanlarda da dnemli
bir yer tutmustur. Caprazlanmis modiiller, temel cebirsel yapilardan biri olarak incelenebilir.
Caprazlanmis modiillerin homotopi teorisinin, gruplar iizerinde homoloji ve kohomoloji, cebirsel K-
teori, devirli (cyclic) homoloji, kombinatdr grup teori ve diferensiyel geometri dahil olmak iizere
matematigin bir¢ok alaninda énemli rolii vardir. Degismeli cebirler {izerinde ¢aprazlanmis modiillerle
ilgili 6nemli sonuglar Arvasi ve Porter [1, 2] ile Arvasi ve Ulualan [3, 4, 5] calismalarinda elde
edilmistir.

Wensley vd. [16] da g¢aprazlanmigs modiil grup teorisini, programlama dili olan GAP (Group,
Algorithm and Programming) [10] ile bilgisayar ortamina XMod paketi adi altinda aktarmustir.
Gruplar iizerinde herhangi bir mertebeden biitiin ¢aprazlanmis modiillerin ve bunlarin izomorfizm
siniflarmin belirlenmesi Odabas vd. [13] ¢alismasinda yapilmistir. Cebirler lizerinde g¢aprazlanmis
modiillerin bilgisayar ortamina aktarilmasi ise Arvasi ve Odabas [6, 7, 12] calismalarinda
gergeklestirilmistir. Caprazlanmis modiil yapisina kategoriksel denk olan 1-parcalanmis simplisel
cebirler GAP ortamina Odabas tarafindan aktarilmistir [14]. Bu ¢alismada GAP programi kullanilarak
gruplar tizerindeki ¢aprazlanmig modiillerin birinci homolojisi hesaplanmis ve faithful ¢aprazlanmisg
modiiller, ¢aprazlanmis modiillerin aspherical ve simply connected 6zellikleri incelenmistir. Ayrica
[28, 28] mertebeden ¢aprazlanmig modiillerin smiflandirilmas1 yapilarak birinci homoloji
caprazlanmis modiillerinin yapilarini igeren tablo sunulmustur.
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2. CAPRAZLANMIS MODUL KAVRAMI

Caprazlanmig modiil kavram ilk olarak Whitehead [17] tarafindan verilmistir. Bu kavram homotopi
teoride dnemli bir yer tutmustur. Cebirsel olarak ¢aprazlanmis modiiller, grup kavramimin iki boyutlu
bir genellestirmesi olarak aciklanabilir. Norrie [11] calismasinda grup teorideki temel kavramlari
caprazlanmis modiiller bakis agisiyla ele almistir. Daha sonra ¢aprazlanmis modiil kavrami, degismeli
cebirler Porter [15] calismasinda, Hopf cebirler Woronowicz [18] c¢alismasinda, Lie cebirler ve
Leibniz cebirler Casas [8, 9] calismalarinda tanimlanmustir.

C ve G iki grup ve 0: C — G bir grup homomorfizmi G nin C iizerine etkisi olmak tizere G — Aut(C)
homomorfizmi

(i) C, G-equivariant
(i) Peiffer 6zdesligi

ozelliklerini saghyorsa (C, G, 0) u¢liisti bir ¢aprazlanmis modiil olarak adlandirilir.

Her ¢ € C ve g € G i¢in G nin C iizerine etkisi % olmak iizere

0(%)=ga(c)g*
esitliginin saglanmasi C nin G-equivariant olmasinin gerek ve yeter sartidir. Ayrica her ¢, ¢’ € C igin

0t = et

olmas1 Peiffer 6zdesligi olarak adlandirilir. Asagidaki teorem caprazlanmis modiil aksiyomlarinin
dogal bir sonucu olarak verilebilir.

2.1. Teorem
(C, G, 0) bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda,
(i) kerd, C nin merkezinin (Z (C)) bir alt grubudur.
(i) oC, G nin bir normal alt grubudur ve buradan coker 0, yani G/6C béliim grubu elde edilir.
Ornekler
(1) N, G grubunun normal alt grubu olmak iizere inclusion (i¢ine) homomorfizmi ve

i:GxN—N
(9,n)—gn=gng*

G nin N tizerine etkisi ile birlikte (N, G, i) ¢aprazlanmis modiilii elde edilir.

(2) G bir grup olmak iizere ZG ile gosterilen tam grup halkanin elemanlari, G grubunun
elemanlarinin sonlu lineer kombinasyonlari ile Z nin elemanlarinin katsayi oOlarak kullanilmasiyla
olusur. AX € Z olmak iizere ZG halkasinin herhangi bir elemani

Z Ayx

XEG
2
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bi¢imindedir.

Bir ZG-modiil ise abelyan M grupla birlikte, ZG den M nin endomorfizmlerin halkasina bir
homomorfizmden olusur.

M , bir ZG-modiil olmak tizere agikar (trivial) homomorfizmi ve

GxM—>M
(9, m) — gm=gm

etkisiyle birlikte (M, G, 1) ¢caprazlanmis modiilii elde edilir.

(3) K birgrupve G ={fk: fk: K— K: fk(k')= kk'’k*} seklinde K mnin i¢ otomorfizmlerinin grubu
olmak tizere,

0:K— G
k — fk

homomorfizmi
G xK— K
(9, K) — (i ' = kkk™
etkisiyle birlikte (K, G, 0) ¢aprazlanmig modiilii elde edilir.
(4) GveH ikigrup ve G ® H tensor ¢arpimi olmak {izere,

0:Go®H —G
(@®h)—g"g'=ghg'h

homomorfizmi ve

Gx(G®H)—>G®H
g.geh) —%eh=%g%

etkisiyle birlikte (G ® H, G, 0) ¢aprazlanmis modiilii elde edilir.
Herhangi bir (C, G, 0) ¢aprazlanmis modiilii i¢in etki yardimiyla

CC6={ceC:gc=c, herge G}
stcg(C)={geG:gc=c,herceC}

kiimeleri tammlanir. C © kiimesinin Z(C) nin bir alt grubu oldugu kolayca gésterilebilir. Buradan C©,
C nin bir normal alt grubudur. stg(C) stabilizer alt grubu ise G nin bir normal alt grubudur.

2.2 Tanim

(C, G, 0) ¢aprazlanmis modiilii
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(i) stc(C) = {1c } ozelligini saglarsa faithful ¢caprazlanmis modiil,
(ii) ker 0 = {1c } ozelligini saglarsa aspherical ¢aprazlanmig modiil,

(iii) coker 0 = {lc/ac } ozelligini saglarsa simply connected (basit baglantili) ¢aprazlanmis
modiil

olarak adlandirilir.

2.3 Tamim

G bir grup ve K bir abelyan grup olsun.
1-KbL-G—1

kisa tam dizisi, i nin gorintiisii L nin merkezinde kalacak sekilde varsa L grubuna G nin K ile
merkezsel genislemesi denir.

2.4 Tanim

f: A — B bir grup homomorfizmi olmak iizere gof=1a olacak sekilde g: B — A grup homomorfizmi
varsa f ye kesit denir.

Ornekler
(1) C bir grup olmak tizere 0 : C — Aut(C) ¢aprazlanmis modiilii faithful 6zelligini saglar.
(2) N =Gi¢ini: N — G ¢aprazlanmigs modiilii aspherical 6zelligini saglar.
(3) Herhangi
1-K—-LLG6—1
bir merkezsel genisleme verildiginde

0:L—G
Il —a(l)

grup homomorfizmi ve kesit homomorfizmiyle tamimlanan etkiyle birlikte ( L, G, 0 ) bir ¢aprazlanmis
modiildiir. Ayrica 0 : L — G tam oldugundan 0 (G)=Qve Q/d(G)=Q/Q ={e}olup (G, Q,2)
bir simply connected ¢aprazlanmis modiildiir.

Simdi, herhangi iki ¢aprazlanmis modiil arasindaki iliskiyi kuracak morfizm kavramini tanimlayalim.
(C,G,0d)ve(C, G d) iki ¢aprazlanmis modiil olmak iizere her ¢ € C ve g € G i¢gin

a(9e)=5(9) ac)

ve
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c—% ¢

diyagrami degismeli, yani
B(o(c)=0d(a(c))
olacak sekilde o : C — C', #: G — G' homomorfizmleri varsa
(¢,p):(C,G,0)—(C',G,0)
morfizmine ¢aprazlanmis modiiller arasindaki morfizm denir. Boylelikle XMod kategorisi tanimlanir.

(C, G, 0) ¢aprazlanmis modiiliiniin kendi iizerine olan tiim ¢aprazlanmis modiil morfizimleri bir
endomorfizm kiimesi olusturur ve End(C, G, 0) ile gosterilir.

(@,p):(C,G,0)—(C',G,72)

caprazlanmis modiil morfizmi i¢in « ve f izomorfizm ise (a, p) bir ¢aprazlanmis modiil
izomorfizmi olarak adlandirilir. (C, G, 8) ve (C', G', ') ¢aprazlanmis modiilleri izomorfiktir denir ve
(C,G,0)=(C', G, &) ile gosterilir.

(C, G, 0) bir ¢aprazlanmis modiilii verildiginde

(i) S<CveH<G,

(i) & =0]s, oninS ye kisitlanmusi,

(iii) H nin S tizerine etkisi G nin C lizerine etkisinin indirgenmesiyle verildiginde ( S, H, ') bir
caprazlanmis modiil oluyorsa bu caprazlanmis modiile (C, G, J) caprazlanmis modiiliiniin alt
¢aprazlanmis modiilii denir.

Bununla birlikte (C , G, 8 ) nin bir (S, H, &") alt caprazlanmis modiilii;

(i) H=CG,

(i) herg €G, s €Sigin, gs €S,

(iii) herh €H, c €C igin, hec! €S

ozelliklerini saghyor ise (S, H, @) ye (C, G, 0 ) ¢aprazlanmis modiiliiniin bir normal alt ¢aprazlanmig

modiili denir.
5
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Bir caprazlanmis modiiliin (1, 1, 1) asikar c¢aprazlanmis modiilii ve kendisinden basgka normal alt
caprazlanmig modiilii yoksa basit ¢aprazlanmig modiil olarak adlandirilir.

Herhangi bir
(@,B):(C,G,0)—(C,G,72)

¢aprazlanmig modiil morfizmi verildiginde ker(a, ) = (ker a, ker 5, 0 ) ¢aprazlanmis modiiliine (a, f5)
nin ¢ekirdegi denir. ker(a, f), (C, G, 0) ¢aprazlanmigs modiiliiniin bir normal alt ¢aprazlanmisg

modiiliidiir. Benzer sekilde Im(a, ) = (a(C), B (G), ¢') ¢aprazlanmis modiiliine (e, f) nin goriintiisii
denir. Im(a, ), (C', G/, 8'") ¢aprazlanmis modiiliiniin bir alt ¢aprazlanmis modiiliidiir.

1> (R M, )25 6 0) 225 (1, Q, w)—>1

caprazlanmig modiil morfizmi dizisi;
(i) (a1, 1) monomorfizm,
(if) (a2, p2) epimorfizm,
(iii) Im(a1, p1) = ker(az, f2) sartlarini sagliyor ise kisa tam dizi olarak adlandirilir.
2.5 Teorem (1. izomorfizm Teoremi)
(o, B): (C,G,0) — (C, G, &) bir gaprazlanmis modiil morfizmi olsun. Bu durumda
Im(a, p) = (C, G, 0)/ker(a, )
dir.
(C, G, 0) bir gaprazlanmis modiil,
[G,C]1=({gcc!:ceCvegeG})
C nin displacement alt grubu ve G' = [G, G] komutator alt grup olmak lizere
(C,G9'=[C,G0),(C,G,a)]=(G,C]G,0)
seklinde tanimlanir.
Ornekler

(1) N =G igini: N — G caprazlanmis modiiliiniin komutator alt ¢aprazlanmis modiilii
(N,G,i)'=([G,N],G',i)dir.

(2) M bir G-modiil ve | =G agiimentasyon ideali, yani {g-1 : g € G} kiimesi tarafindan iiretilen bir
ideali olsun. Bu durumda (M, G, 0)'= (M -1, G/, 0) dur.

6
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Bir (C, G, 9) bir ¢aprazlanmis modiiliiniin merkezi;
Z(C,G,0)=(C% z(G)Nstc(C), o)

seklinde tamimlanir. (C, G, d) = Z (C, G, 0) oluyor ise ¢aprazlanmig modiil abelyandir denir.

3. CAPRAZLANMIS MODULLER VE HOMOLOJI
Abelyan ¢aprazlanmig modiiller kategorisi AbXMod olmak tizere
Ab : XMod — AbXMod

abelyanlastirma funktoru geregince her 6 : C — G ¢aprazlanmis modiiliinden abelyan ¢aprazlanmig
modiil elde edilebilir. Soyle ki;

(C,G,0)/(C,G,0)=(C/[G,C],G/G,0)

seklindedir. Ab funktoru U : AbXMod — XMod inclusion funktorunun bir sol ekidir [11]. Buradan
hareketle (C, G, 0) ¢aprazlanmig modiiliiniin birinci homoloji ¢aprazlanmig modiilii

Hy(C,G,8)=(C/[G,C],G/[G,G],d)
olarak tammlanir.
Ornekler
(1) N= Gigin

Hi(N, G, i) = (N/[G,N], Hi(G), i)
dir.

(2) M bir G-modiil i¢in

Hi(M, G, 0) = (Ho(G, M), H1(G), 0)
dir.
3.1 Tanim

(C, G, 0) nin birinci homoloji g¢aprazlanmis modiilii asikar ¢aprazlanmis modiil ise (C, G, 9) ye
miikemmel (perfect) ¢aprazlanmig modiil denir.

Ornekler

(1) G miikemmel grup ise (G, G, 1) ve (1, G, i) mikemmel (perfect) caprazlanmis modiildiir. Bu
ifadenin tersi de dogrudur.

(2) M bir G-modiil, G miikemmel grup ve
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N =({gm—2m:m, € Mveg € G})

ise (M/ N, G, 0) bir miikkemmel (perfect) ¢aprazlanmis modiildiir.

4. GAP UYGULAMALARI

GAP (Group, Algorithm and Programming) cebirin bilgisayar araciligi ile hesaplanmasi icin
gelistirilen bir bilgisayar paket programidir. GAP programi agik kaynak kodludur ve kullanicilari
tarafindan gelistirilmektedir. Bu amagla yazilan ortak paketler, yazilan kullanim kilavuzu ile birlikte
St. Andrews’deki GAP merkezine gonderilir. Buradaki hakemlerin degerlendirmesi neticesinde uygun
bulunan paketler, program kiitiiphanesine eklenerek biitiin kullanicilara internet tizerinden tcretsiz
olarak dagitilir.

Arvasi ve Odabas XModAlg paketinde ve [7] makalesinde grup cebirlerin bu 6zelliklerini kullanarak
caprazlannms modiiller ile bu yapiya kategoriksel denk olan cat!-cebirlerini bilgisayar ortamina
aktarmistir. Bu makalede gruplar tizerindeki c¢aprazlanmis modiillerin birinci homolojisi GAP
programi araciligiyla bilgisayar ortamina aktarilmistir. Ayrica [28, 28] mertebeden c¢aprazlanmis
modiiller i¢in aspherical, simply connected ve faithful 6zelliklerini inceleyen bir tablo verilmistir.

Bu kapsamda ilk FirstHomologyOfXMod fonksiyonunu yazdik. Daha sonra bu fonksiyonu
kullanarak bir gaprazlanmig modiiliin miikemmel olup olmadigini test edecek IsPerfectXMod
fonksiyonunu yazdik. Asagidaki GAP oturumunda 60. mertebeden As alterne ve 120. mertebeden
SL(2, 5) 6zel lineer grubu kullanilarak (SL(2, 5), As, 0 ) ¢aprazlanmis modiilii elde edilmistir. Daha
sonra bu ¢aprazlanmis modiiliin birinci homoloji ¢aprazlanmis modiilii olusturulmustur. Daha sonra
(SL(2, 5), As, 0) caprazlanmis modiiliiniin miikkemmel gaprazlanmis modiil oldugu goriilmiistiir.

gap> A5 := AlternatingGroup(5);

Alt( [ 1 ..517)

gap> SL2_5 := SmallGroup(120,5);

Group([ (1,2,4,8)(3,6,9,5)(7,12,13,17)(10,14,11,15)(16,20,21,24)
(18,22,19,23), (1,3,7)(2,5,10)(4,9,13)(6,11,8)(12,16,20)(14,18,22)
(15,19,23)(17,21,24) 1)

gap> StructureDescription(SL2_5);

"SL(2,5)"

gap> XMler := AllXMods(SL2_5,A5);

gap> Length(XMler);

120

gap> XM := XMler[23];

[Group( [ ( 1, 2, 4, 8)( 3, 6, 9, 5)( 7,12,13,17)(10,14,11,15)
(16,20,21,24)(18,22,19,23), ( 1, 3, 7)( 2, 5,18)( 4, 9,13)

( 6,11, 8)(12,16,20)(14,18,22)(15,19,23)(17,21,24)

] )->AlternatingGroup( [ 1 .. 5] )]

gap> StructureDescription(XM);

[ "SL(2,5)", "A5" ]

gap> FirstHomologyOfXMod(XM);

[Group( () )->Group( () )]

gap> IsPerfectXMod(XM);

true

Asagidaki tabloda mertebesi [28, 28] olan ¢aprazlanmis modiillerin izomorfizm altinda
sinmiflandirmalar1 ve bu simiflandirmanin bazi 6zellikleri verilmistir.
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Tablo 1.

Aile No XMod Aspherical Simply FaithFull Homoloji XMod

Sayisi Connected
1 84 true true false ["C4" "C4"]
2 84 false true false ["C4", "C2x C2"]
3 84 false true true ["C2", "C2x C2"]
4 1 false true false ["C28","C4"]
5 1 false true false ["C14","C4" ]
6 1 false true false ["C2","C4"]
7 1 false true false ["C4", "C4"]
8 1 false true false ["C28","C4" ]
9 1 false true false ["C14","C4" ]
10 1 false true false ["C2","C4"]
11 1 false true false ["C4", "C4"]
12 6 false true false ["C2","C4"]
13 6 false true false ["C4","C4" ]
14 6 false true false ["C2","C4"]
15 6 false true false ["C4", "C4" ]
16 1 false true false ["C28","C28"]
17 1 false true false ["C14","C28"]
18 1 false true false ["C2","C28" ]
19 1 false true false ["C4","C28" ]
20 2 false true false ["C28","C28"]
21 6 false true false ["C28","C28"]
22 6 false true false ["C14","C28"]
23 1 false true false ["C28","C28"]
24 1 false true false ["C14", "C28"]
25 1 false true false ["C2","C28" ]
26 1 false true false ["C4", "C28" ]
27 12 true true false ["C28","C28"]
28 6 false true false ["C28","C28"]
29 6 false true false ["C14", "C28"]
30 1 false true false ["C28","C2x C2"]
31 2 false true false ["C14","C2x C2"]
32 2 false true false ["C2","C2x C2"]
33 2 false true false ["C4","C2x C2"]
34 1 false true false ["C14","C2x C2"]
35 2 false true false ["C2","C2x C2"]
36 2 false true false ["C2","C2x C2"]
37 1 false true false ["C2","C2x C2"]
38 2 false true false ["C2","C2x C2"]
39 1 false true false ["C4","C2x C2"]
40 1 false true false ["C28","C2x C2"]
41 1 false true false ["C14","C2x C2"]
42 1 false true false ["C2","C2x C2"]
43 1 false true false ["C4", "C2x C2"]
44 6 false true false ["C2","C2x C2"]
45 12 false true false ["C2","C2x C2"]
46 6 false true false ["C2","C2x C2"]
47 6 false true false ["C2","C2x C2"]
48 6 false true false ["C4", "C2x C2"]
49 1 false true false ["C28","Cl4 x C2"]

9
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["C14","C14 x C2"]
["C2","Cl4 x C2"]
["C4","Cl4 x C2"]
["C2","Cl4 x C2"]
["C28","C14 x C2"]
["C14","C14 x C2"]
["C2","Cl4 x C2"]
["C4", "Cl4 x C2"]
["C28","C14 x C2"]
["C14","C14 x C2"]
["C28","C14 x C2"]
["C14","C14 x C2"]
["C2xC2","C2x C2"]
["C2","C2x C2"]
["C2xC2","C2x C2"]
["Cl4 x C2","C4" ]
["C14","C4"]

["C2", "C4"]

["C2x C2","C4" ]
["C1l4 x C2","C4" ]
["C14","C4" ]

["C2", "C4"]

["C2x C2","C4"]
["C2", "C4"]

["C2x C2","C4" ]
["C2", "C4"]

["C2x C2","C4" ]
["C14 x C2","C28" ]
["C14","C28"]
["C2","C28" ]

["C2x C2","C28" ]
["C14 x C2","C28" ]
["C14","C28"]

["C1l4 x C2","C28" ]
["C14","C28"]

["C2", "C28"]

["C2x C2","C28" ]
["C1l4 x C2","C28" ]
["C14","C28" ]
["Cl4x C2","C2x C2"]
["C14","C2 x C2"]
["C2","C2x C2"]
["C2xC2","C2x C2"]
["C14","C2 x C2"]
["C2","C2x C2"]
["C2","C2x C2"]
["C2","C2x C2"]
["C2","C2x C2"]
["C2xC2","C2x C2"]
["Cl4x C2","C2x C2"]
["C14","C2x C2"]
["C2","C2x C2"]
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102 3 false true false ["C2xC2","C2xC2"]
103 18 false true false ["C2","C2x C2"]

104 36 false true false ["C2","C2x C2"]

105 6 false true false ["C2xC2","C2xC2"]
106 18 false true false ["C2","C2x C2"]

107 18 false true false ["C2xC2","C2xC2"]
108 1 false true false ["Cl4 x C2","Cl4 x C2"]
109 9 false true false ["C14","Cl4 x C2"]

110 9 false true false ["C2","Cl4x C2"]

111 3 false true false ["C2xC2", "Clax C2"]
112 18 false true false ["C2","Cl4 x C2" ]

113 9 false true false ["C1l4 x C2","Cl4 x C2"]
114 9 false true false ["C14","C1l4 x C2" ]

115 9 false true false ["C2","Cl4 x C2" ]

116 9 false true false ["C2xC2","Clax C2"]
117 6 false true false ["C1l4 x C2","C1l4 x C2"]
118 54 false true false ["C14","Cl4 x C2" ]

119 54 false true false ["Cl4 x C2","Cl4 x C2"]
120 54 false true false ["C14","Cl4 x C2"]

121 6 false true false ["Cl4 x C2","Cl4 x C2"]
122 36 true true false ["C1l4 x C2","Cl4 x C2"]

Tablo 1 de yer alan siitunlarla ilgili asagidaki bilgiler verilebilir;

1. Izomorfizm ailesi sirasi; 1320 adet [28, 28] mertebeden ¢aprazlanmis modiil olup bunlar igin 122
adet izomorfizm ailesi olugmustur.

2. Herbir izomorfizm ailesinde yer alan ¢aprazlanmis modiil sayisi; bir ailede en fazla 84 en az 1
caprazlanmig modiil bulunmaktadir.

3. Izomorfizm ailesinde yer alan ¢aprazlannis modiillerin aspherical olup olmadiklar;; bu
ozellikteki aile sayisi 4 diir.

4. Izomorfizm ailesinde yer alan ¢aprazlanmis modiillerin simply connected olup olmadiklari; tiim
aileler bu ozelliktedir.

5. Izomorfizm ailesinde yer alan ¢aprazlanmis modiillerin faithful olup olmadiklari; yalnizca 2 aile
bu ozelliktedir.

6. Izomorfizm ailesinde yer alan caprazlanmis modiillerin 1. homoloji c¢aprazlanmis modiillerin
yapist verilmistir.
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