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Öz 

Bu çalışmanın amacı yaklaşık kosimplektik manifoldlar üzerinde  𝜂 −Ricci solitonlar ele alınarak bazı eğrilik 

koşulları altında bu tür manifoldların yapısını incelemektir.  
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Einstein yarı-simetrik manifoldlar. 

 

  Ricci Solitons On Nearly Cosymplectic Manifolds 

Abstract 

The object of the present paper is to examine 𝜂 −Ricci solitons on nearly cosymplectic manifolds and 

investigate curvature conditions for which 𝜂 −Ricci solitons in nearly cosymplectic manifolds. 

Keywords: Nearly cosymplectic manifolds, 𝜂 −Ricci solitons, Ricci-semisymmetric manifolds, Einstein-
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1. Giriş 

Son yıllarda birçok araştırmacı diferansiyel 

geometrinin önemli konularından biri olan 

değme manifoldları çalışmaktadır. Bu konu 

diferansiyel geometrik yapıların sentezinde 

kullanılmaktadır ve modern matematikte 

değme manifoldların geometrisi artan bir 

ilgiye sahiptir. Değme manifoldlarda hemen 

hemen değme manifoldların birçok sınıfı 

vardır ve bunlardan önemli bir tanesi de 

 , , , g    hemen hemen değme metrik 

yapısına sahip,   0X X   şartını sağlayan 

yaklaşık kosimplektik manifoldlardır. Blair 

(1972), Blair vd. (1974) yaklaşık 

kosimplektik yapıların önemli özelliklerini 

ortaya koymuşlar ve yaklaşık kosimplektik 

yapıları Hermityan manifoldlardaki yaklaşık 

Kähler yapılarla paralel düşünmüşlerdir. Son 

zamanlarda bu konu birçok araştırmacı 

tarafından çalışılmıştır. (Endo, 2005; De 

Nicola vd., 2018; Yıldırım ve Ayar, 2020, 

Ayar ve Yıldırım., 2019). 

https://orcid.org/0000-0002-7885-1492
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Ricci solitonlar, Einstein metriğinin bir 

genelleştirilmesi olarak ilk defa Hamilton 

tarafından literatüre kazandırılmıştır 

(Hamilton, 1982). Daha sonra değme 

geometride Ricci solitonlar üzerine çalışmalar 

1983 yılında Sharma ve Sinha’nın “ On para-

A-Einstein Manifolds” adlı çalışılmaya 

başlanmış ve Perelman’ın Poincare varsayımı 

üzerine çalışmalarında Ricci solitonları 

kullanmaya başlamasıyla giderek önem 

kazanmıştır ( Sharma vd, 1983; Perelman, 

2010). Daha sonra Ricci solitonlar birçok 

araştırmacı tarafından değme metrik 

manifoldlarda incelenmiştir ( Tripathi, 2008; 

Blaga, 2015; Bejan ve Crasmareanu, 2011; 

Ayar ve Yıldırım, 2019) 

( , )M g  üzerinde ,S Ricci tensörü; £ , Lie 

türevi; g , Riemann metriği; V düzgün bir 

vektör alanı ve  bir sabit olmak üzere g  

metriği   

2 2 0V£ g S g                                      (1)                                              

koşulunu sağlıyorsa ( , , )g V   üçlüsüne M  

üzerinde bir Ricci soliton adı verilir. Burada 

sabitin negatif, sıfır ve pozitif olması 

durumunda soliton sırasıyla daralan, 

değişmeyen ve genişleyen isimlerini alır      

(Hamilton, 1986).                                                                                                

  Ricci solitonlar, Ricci solitonların 

genelleştirilmişi olarak Cho ve Kimura 

tarafından tanımlanmıştır (Cho ve Kimura., 

2009). Bu notasyon aynı zamanda kompleks 

formdaki Hopf hiperyüzeylerinde çalışılmıştır 

(Calin ve Crasmareanu, 2009). M  üzerinde 

V düzgün bir vektör alanı, S Ricci tensörü, 

 ve  sabitler olmak üzere g  Riemann 

metriği,         

2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( ) ( ) 0V£ g S X Y g X Y X Y           (2) 

koşulunu sağlıyorsa ( , , , )g V   dörtlüsüne 

M  manifold üzerinde bir   Ricci soliton 

denir (Cho ve Kimura, 2009). Burada  X  ve 

,Y  M  üzerinde herhangi vektör alanlarını 

temsil eder. Bu bağlamda Blaga’nın (Blaga, 

2015) para-Kenmotsu manifoldlar üzerinde 

 Ricci solitonlar  ve Ayar vd. (Ayar vd., 

2020) yaklaşık Kenmotsu manifoldlarda  

Ricci solitonlar çalışmaları örnek 

gösterilebilir. Özellikle (2) eşitliğinde 0 

olması durumunda ( , , , )g V   dörtlü  

Ricci solitonu ( , , )g V   üçlü Ricci solitona 

indirgenir.  

Bu çalışmada yaklaşık kosimplektik 

manifoldlar üzerinde    Ricci solitonlar 

incelenmiştir. Çalışmanın 2. Bölümü olan 

Materyal ve Metod kısmında yaklaşık 

kosimplektik manifoldlarla ilgili ön bilgiler ve 

bu tür manifoldlar üzerinde çalışılıcak eğrilik 

koşullarıyla ilgili tanımlar verilmiştir. 3.kısım 

olan Bulgular kısmında ise yaklaşık 

kosimplektik manifoldlar üzerinde     Ricci 

solitonların varlığı incelenmiş ve bu tür 

manifoldlarda  Ricci soliton olması 

durumunda 
21

2
( )tr h    eşitliğinin 

sağlanması gerektiği elde edilmiştir. Burada  

h ,  1,1  tipli tensör alanıdır. Aynı zamanda 

( , , , )g     Ricci solitonuna sahip 

yaklaşık kosimplektik manifoldlar Ricci yarı-

simetrik ve Einstein yarı-simetrik ve . 0S R   

koşulları çalışılmıştır.  

2. Materyal ve Metod 

( , , , )g   hemen hemen değme metrik 

yapısıyla donatılmış nM  ( 2 1n m  ) bir 

yaklaşık kosimplektik manifold olsun.  bir 

 1,1  tipli tensör alanı,   bir 1 form,    bir 

vektör alanı ve g de bir Riemann metriği 
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olmak üzere M  üzerinde herhangi , ,X Y Z  

vektör alanları için aşağıdaki denklemler 

sağlanır (Blair, 1972; Endo, 2005; De Nicola 

vd., 2018) :   

0,    ( ) 0,     ( ) 1,  X                         (3)                             

2 ( ) ,      ( ) ( , ),  X X X X g X         (4)                        

( , ) ( , ) ( ) ( ),g X Y g X Y X Y                   (5)  

,X hX                                                     (6)                                                                                           

2 2(( ) , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),Xg Y hZ Y g h X Z X g h Y Z       (7)                               

2 2( ) ( , ) ( ) ,X h Y g h X Y Y h X                       (8)                                

2( )tr h  sabit                                               (9)                                            

2 2( , ) ( ) ( ) ,R Y Z Y h Z Z h Y                   (10)                                                                  

2 2( , ) ( ) ( , )R X Y Y h X g h Y X    ,         (11)                                                     

2( , ) ( ) ( ),S Z Z tr h                                (12)                                                             

2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ),S Y Z S Y Z Y Z tr h         (13)                                    

 

burada h  (1,1) tipli tensör alanı ters-

simetriktir ve   ile antikomütativdir. Ayrıca 

 , g ’ye göre kovaryant türev operatörüdür.  

( , )M g  bir n boyutlu Riemann manifold 

olsun. Eğer herhangi : M R   fonksiyonu 

için Ricci tensörü  

 ( , ) ( , )S X Y g X Y                                   (14)                                                               

koşulunu sağlarsa manifold Einstein manifold 

olarak isimlendirilir (Perelman, 2002). M  bir 

yaklaşık kosimplektik manifold olsun. Eğer 

herhangi , ( )X Y M  için  

( , ) ( , ) ( ) ( )S X Y ag X Y b X Y                 (15)                                               

koşulu sağlanırsa M ’ye  bir  Einstein 

manifold denir. Burada  , : Ra b M    bir 

fonksiyondur. Eğer M  n boyutlu manifold 

 Einstein yaklaşık kosimplektik manifold 

ise  Einstein olma koşulu, yaklaşık 

kosimplektik manifoldlar için aşağıdaki gibi 

ifade edilir (Aktan ve Tekin, 2017). 

2 2( )  ( )
( , ) ( , ) ( ) ( ).

1 1

r tr h n tr h r
S X Y g X Y X Y

n n
 

     
    

    
  

Elde edilecek sonuçlar için aşağıdaki tanımlar 

verilebilir: 

Tanım 2.1. ( , )nM g  yaklaşık kosimplektik 

manifoldu . 0R S   koşulunu sağlıyor ise 

Ricci yarı-simetriktir.  

Tanım 2.2. ( , )nM g  yaklaşık kosimplektik 

manifoldu . 0R E   koşulunu sağlıyor ise 

Einstein yarı-simetriktir. Einstein tensörü, S

Ricci tensörü, r skaler eğrilik olmak üzere  

( , ) ( , ) ( , ),
r

E X Y S X Y g X Y
n

                (16)                                               

şeklinde tanımlıdır. 

Önerme 2.1. (De Nicola vd., 2018) 

( , , , , )M g    bir yaklaşık kosimplektik 

manifold olsun. 0h   olması için gerek ve 

yeter koşul M  manifoldunun N  

Riemann çarpımına lokal olarak izometrik 

olmasıdır. Burada N bir yaklaşık Kähler 

manifolddur. 

3. Bulgular 

Yaklaşık Kosimplektik Manifoldlar 

Üzerinde    Ricci Solitonlar  

Teorem 3.1. Eğer bir yaklaşık kosimplektik 

manifold  Ricci soliton  koşulunu sağlıyor 

ise 21
2

( ).tr h     

İspat. ( , , , , )nM g    bir ( 2 1)n m  

boyutlu yaklaşık kosimplektik manifold ve 

( , , , ) ,g     ( , )nM g  üzerinde bir  Ricci 

soliton olsun. O halde aşağıdaki (2) denklemi 

gerçeklenir: 

2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( ) ( ) 0.V£ g S X Y g X Y X Y     
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V   alarak (7) denkleminden  

2 ( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( ) ( )S X Y £ g X Y g X Y X Y      
 

2 ( , ) ( , ) ( , )

2 ( , ) 2 ( ) ( )

( , ) ( , )

2 ( , ) 2 ( ) ( )

X YS X Y g Y g X

g X Y X Y

g hX Y g X hY

g X Y X Y

 

  

  

    

 

  

 

    

elde edilir. h   ters-simetrik olduğundan dolayı 

( , ) ( , ) ( ) ( )S X Y g X Y X Y           (17)                                              

bulunur. Yukarıdaki denklemde Y   

alınırsa 

( , ) 2( ) ( )S X X       

elde edilir ve  

2( , ) ( ) ( )S X tr h X    

(12) denkleminden; 

21
( ) ( )

2
tr h    

bulunur. Sonuç olarak ( , )nM g  üzerinde bir 

 Ricci soliton tanımlı ise 

21
( ) ( )

2
tr h    koşulu sağlanır.  

Teorem 3.2. ( , )nM g  Ricci yarı-simetrik 

yaklaşık kosimplektik manifold ve  ( , )nM g  

üzerinde ( , , , )g    bir  Ricci soliton 

olsun. Bu durumda ( , )nM g  ya Einstein 

manifoldudur ya da N  Riemann 

çarpımına lokal olarak izometriktir. 

İspat. Bir Ricci yarı-simetrik yaklaşık  

kosimplektik manifoldu düşünelim. Daha 

sonra Tanım 2.1. den 
nM  üzerinde herhangi 

, ,X Y Z TM  için  

                               

( ( , ) , ) ( , ( , ) ) 0S R X Y Z S Y R X Z           (18)                                   

dir. 

( , )nM g  Bir Ricci yarı-simetrik yaklaşık  

kosimplektik manifoldu üzerinde ( , , , )g   

bir  Ricci soliton ise (17) denklemi 

sağlanır. (17) eşitliği (18) de kullanılırsa 

2( , ) 0g h Y X   

elde edilir. Burada elde edilen denklemden 

0   veya 2( , ) 0g h Y X  dır. Eğer 0   ise 

(17) denkleminde yerine yazıldığında 

manifoldun Einstein olduğu görülür. Öte 

yandan eğer  2( , ) 0g h Y X   ise 2( ) 0tr h   

yani 0h   olduğu aşikardır dolayısıyla 

Önerme 2.1’den  manifold N  Riemann 

çarpımına lokal olarak izometriktir. Burada 

N bir yaklaşık Kähler manifolddur. 

Teorem 3.3. ( , )nM g  bir Einstein yarı-

simetrik yaklaşık kosimplektik manifoldu 

. 0S R   koşulunu sağlıyor ve ( , )nM g  

üzerinde ( , , , )g    bir  Ricci soliton ise 

manifold  Einstein veya N  Riemann 

çarpımına lokal olarak izometriktir. 

İspat.  

( ) ( , ) ( , )SX Y S Y Z X S X Z Y                                            

şeklinde tanımlı 
SX Y  endomorfizmi 

kullanılarak  

 ( , ). ( , )

( ). ( , )

( ) ( , )

(( ) , )

( , ( ) )

( , )( )

S

S

S

S

S

S X R Y Z W

X R Y Z W

X R Y Z W

R X Y Z W

R Y X Z W

R Y Z X W













 

 

 

 

 

             (19)                             

ifadesinden 
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( ( , ). )( , )

( , ( , ) ) ( , ( , ) )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

0

S X R Y Z W

S X R Y Z W S R Y Z W X

S X Y R Z W S Y R X Z W

S X Z R Y W S Z R Y X W

S X W R Y Z S W R Y Z X



 

 

 

 

 

 

 

 



 

elde edilir. Yukarıdaki denklemin   vektör 

alanı ile iç çarpımı yapılarak 

( , ( , ) ) ( , ( , ) ) ( )

( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , )

( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , )

( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , )

0

S X R Y Z W S R Y Z W X

S X Y R Z W S Y R X Z W

S X Z R Y W S Z R Y X W

S X W R Y Z S W R Y Z X

 

   

   

   



 

 

 



 

bulunur. S  yerine (17) deki eşitliği yazılırsa,  

          

( , ( , ) ) ( ) ( ( , )

( , ( , ) ) ( ) ( ) ( ( , ) ) ( )

( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ( , , , )

( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ( , , , )

( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ( , , , )

( , ) ( , , , )

g X R Y Z W X R Y Z W

g R Y Z W X R Y Z W X

g X Y R Z W X Y R Z W

g Y R X Z W Y R X Z W

g X Z R Y W X Z R Y W

g Z R Y X W

  

      

      

      

      

  

 

 

 

 

 

  ( ) ( ) ( , , , )

( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ( , , , )

( , ) ( , , , ) ( ) ( ) ( , , , )

0 (20)

Z R Y X W

g X W R Y Z X W R Y Z

g W R Y Z X W R Y Z X

   

      

      

 

 



                     

elde edilir. (20) ifadesinde W    Y 

alınır ve (3), (4) ve (11) denklemleri  

kullanılırsa  

2( 3 ) ( , ) 0g h Z X     

ifadesine ulaşılır. Bu denklemden 3   

veya 2( ) 0.tr h   3   ise manifold  

Einstein manifolddur. Ya da 2( ) 0tr h   ise 

0h   dolayısıyla Önerme2.1’den manifold 

N  Riemann çarpımına lokal olarak  

izometriktir. Burada N  bir yaklaşık Kähler 

manifolddur. 

 Theorem 3.4.  ( , )nM g  Einstein yarı-

simetrik yaklaşık kosimplektik manifold ve  

( , )nM g  üzerinde ( , , , )g    bir  Ricci 

soliton olsun. Bu durumda ( , )nM g  ya 

Einstein manifoldudur ya da N  Riemann 

çarpımına lokal olarak izometriktir. 

Proof. ( , )nM g  bir Einstein yarı-simetrik 

yaklaşık kosimplektik manifold olsun.  

Tanım 2.2’den   

 ( ( , ) , ) ( , ( , ) 0E R X Y Z E Y R X Z          (21)                                        

olduğunu biliniyor. (16) eşitliği (21) 

denkleminde kullanılarak 

( ( , ) , ) ( , ( , ) )

[ ( ( , ) , ) ( , ( , ) ) 0

S R X Y Z S Y R X Z

r
g R X Y Z g Y R X Z

n

 

 



  
 

elde edilir. ( , )nM g  bir Einstein yarı-simetrik 

yaklaşık kosimplektik manifold üzerinde 

( , , , )g     bir    Ricci soliton olsun. Daha 

sonra (17) denklemi kullanılarak,  

0 ( ( , ) , ) ( ( , ) ) ( )

( , ( , ) ) ( ) ( ( , ) )

g R X Y Z R X Y Z

g Y R X Z Y R X Z

    

    

  

 
 

elde edilir. h  tensör alanının ters-simetrik 

olmasından ötürü (11) Rimeann eğrilik 

tensörünün özelliği kullanılarak; 

2 2 2

2 2 2

0 ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

Y g h X Z g h Y X Z g h Y X Z

Z g Y h X g h Z X Y g h Z X Y

    

    

   

  
 

bulunur.  Elde edilen bu son denklemde

Z   alınarak, 

2( , ) 0g h Y X   

sonucu bulunur. 
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Son olarak bu denklem yorumlacak olursa 

0   veya 2( , ) 0g h Y X  dır. 0   ise 

manifold Einstein manifolddur.   

 Yada 2( , ) 0g h Y X   ise 2( ) 0tr h   yani 

0h   bulunur. Önerme2.1’den manifold 

N  Riemann çarpımına lokal olarak 

izometriktir. Burada N bir yaklaşık Kähler 

manifolddur. 
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