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Oz

Bu galismanim amaci e-tiimlenmis modiillerin torsiyon-teorik bir genellestirmesini elde etmektir. Bunun
i¢in oncelikle bir modiiliin 7,-kiiglik alt modiilleri tanimlanarak temel 6zelliklerine deginildi. Ardindan
T,-tiimlenmis modiil ve 7,-oyuk modiil kavramlarina yer verilerek bunlara iligkin temel teorik 6zellikler

irdelendi.

Anahtar Kelimeler: Kalitsal torsiyon teorisi, T,-kiiciik alt modiil, 7. -timlenmis modiil, 7,-oyuk modiil

A Generalized Version of e-Supplemented Modules Relative to a Torsion Theory

Abstract

The objective of this aim to obtain a torsion theoretic analogue of e-supplemented modules. For this, firstly we
define 7,-submodule of a module and give basic properties of this concept. After that, t,-supplemented modules
and z,.-hollow modules are introduced and investigated some fundamental properties of these modules.

Keywords: Hereditary torsion theory, t,-small submodule, t.-supplemented module, z.-hollow module.

1. Giris

Oncelikli olarak belirtelim ki, Bu caliymada
R, M ve 7 notasyonlar1 ile sirastyla birimli bir
halka, iiniter bir R-modil ve kalitsal bir
torsiyon teorisi temsil ediliyor olacaktir. M
modiiliiniin N (6z) alt modili (‘N < M)
‘N < M’ ile gosterilir. Bir M modiiliiniin N alt
modiilii i¢in N + K = M kosulu yalnizca K =
M oldugunda saglaniyorsa N ye M nin bir
kiigiik alt modiilii denir ve ‘N K M’ ile
gosterilir. Buna karsilik, N alt modiiliiniin M

*Sorumlu Yazar: esozen@sinop.edu.tr

nin {0} alt modiilii haricindeki diger tiim alt
modiilleri ile arakesiti sifirdan farkli ise N ye
M nin biiytik alt modiilii denir ve ‘N 2 M’ ile
gosterilir.

Son yillarda, kiigiik alt modiil kavraminin
genellestirmesini iceren kaydadeger
calismalarin varlig1 dikkatleri ¢ekmektedir
(Zhou, 2000; Zhou and Zhang, 2011). Bu
kavramlardan en goze g¢arpanlarini §-kiigiik
alt modiiller ve e-kiigiik alt modiiller (Kosar
vd. (2015) bu kavramu literatiire g-kiiciik alt

modiil olarak atfetmistir.) olarak belirtebiliriz.
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orti  ve
modiil

Tiimlenmis modiil, projektif
dolayistyla  yari  miikemmel

kavramlarmin verilmesinde anahtar rolii
oynayan kiiciik alt modiiller bu ydniiyle
modiil ve halka teorinin her siirecinde merkezi
bir konuma sahiptir. Dolayisiyla bunlarin
biraz Once degindigimiz genellestirilmis
versiyonlar1 ise torsiyon teorisine gore yeni
varyasyonlarina  erismek icin  oldukca

degerlidir.

N <Mve K=2M olmak iizere N+ K =M
K=M
gercekleniyor ise N ye M nin e-kiigiik alt

ifadesi  yalnizca oldugunda
modiilii denir ve ‘N <, M’ ile gosterilir
(Zhou ve Zhang, 2011). N < M iginN + K =

M ve N N K <) K olacak sekilde bir K < M
alt modiilii var ise K ya N nin M de bir (e-)
tiimleyeni denir. M modiiliiniin her alt modiilii
M de bir tiimleyene sahip ise M ye (e-)
tiimlenmis modiil denir. (Burada bahsi gecen
(e-) timleyen ve (e-) tiimlenmis modiil
kavramlarim Kosar vd. (2015) sirasiyla (g-)
timleyen ve (g-) tiimlenmis modiil olarak
irdelemistir. Kiigiik alt modiil, biiyiik alt
modiil, §-kiiciik alt modiil, e-kii¢iik alt modiil
gibi temel bilgilerin detaylarina erismek i¢in
sirasiyla Clark vd. (2006), Zhou (2000),
Quynh vd. (2013) yapilan
calismalar okuyucuya refere edilebilir.

tarafindan

Bu calismanin amaci e-tiimlenmis modiiller
icin bilinen kavramlarin ve sonuclarin
torsiyon teorik versiyonlarmi elde etmektir.
Buna ge¢meden once Materyal ve metod
boliimiinde torsiyon teorisinde kullanilan -
torsiyon modiil, t-torsiyon serbest modiil, 7-
yogun, t-plir ve t-biliylik alt modiill gibi

bilinmesi gereken temel kavramlara yer
verilmistir. Ayrica ¢alisma igerisinde 7,-0yuk
modiiller tanimmlanarak temel 06zellikleri

irdelenmistir. Bu ¢alismanin sonunda e-
timlenmis modiillerden daha genel olan t,-
literatiire

timlenmis modiiller

birlikte, e-
tiimlenmis (g- timlenmis) modiillerin bilinen
tiim genellestirilmig versiyonlarmin torsiyon
teorik olarak irdelenmesini saglayabilecek

kazandirilmigtir.  Bununla

caligmalarin zemini olusturulmustur.

Sonu¢  olarak  asagidaki  hiyerarsiden

bahsetmek mimkiindiir;

tiimlenmis O-tiimlenmis e-timlenmis T-e-timlenmis
modul modul moddl modiil

2. Materyal ve Metot

Tammm 2.1: R-mod da bir t-torsiyon teorisi
asagidaki kosullar1 gercekleyen 7 = (T, F)
siniflarinin ikilisidir.

1. TnF ={0}

2. T— M — 0dizisitamve T € T ise
M € T dir.

3. 0 > M — F dizisitam ve F € F ise
M € F dir.

4. Her M modiili igin 0 - T — M —
F — 0 dizisi tam olacak sekilde T €
T ve F € F modiilleri vardir (Bland,
1998).

Tammm 2.2: M €T ise M ye t-torsiyon
modiil;, M € F ise M ye t-serbest torsiyon
modiil denir (Bland, 1998).

Tamm 2.3: 7 = (7, F) t-torsiyon teorisinde
(M) = Y{N < M| N € t} olmak iizere

T ={M € R—mod|t(M) = M};
T-torsiyon modiillerin smifidir.

F ={M € R — mod| t(M) = 0};
T-serbest torsiyon modiillerin sinifidir
(Bland, 1998).

Tamm 2.4: T sinifi alt modiiller altinda kapali
ise yani igerdigi T-torsiyon modiillerin her alt
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modiilii de z-torsiyon ise 7 ya kalitsal torsiyon
teorisi denir (Bland, 1998).

Tanim 2.5: F sinifi homomorfik goriintiiler
altinda kapali ise 7 ya eskalitsal torsiyon
teorisi denir (Bland, 1998).

Onerme 2.6: 7" sinift homomorfik goriintiiler,
direkt toplamlar ve genislemeler altinda
kapalidir (Bland, 1998).

Onerme 2.7: F smifi alt modiiller, direkt

carpimlar ve genislemeler altinda kapalidir
(Bland, 1998).

Tanmm 2.8: M bir modil ve N < M olsun.
M/, bolim modili -torsiyon ise N ye

Mnin  t-yogun alt modili denir ve
"N <;_q M " ile gosterilir (Bland, 1998).

Tanim 2.9: M bir modiil ve N <M olsun.
M / y bolim modiilii z-serbest torsiyon ise N

ye Mnin t-pir alt modili denir ve
"N <, , M" le gosterilir. Ayrica M
modiiliiniin tim 7-yogun alt modillerinin
kiimesi "D, (M)"’; tiim t-piir alt modiillerinin
kiimesi "P.(M)" ile gosterilir. Buna gore M,
T(M) € P.(M) oldugu kolaylikla goriilebilir
(Bland, 1998).

Tamm 2.10: M bir modiil ve N < M olsun.
N<aMveN <,_; Mise N yeM nin t-biiyiik
alt modiilii denir ve " N 2, M "' ile gosterilir
(Bland, 1998).

Her t-biiylik alt modiiliin biiyiik alt modiil
oldugu agiktir. Ve tanimlari geregi t-biiyiik alt
modiilin  biiyiik  alt  modilin  bir
genellestirilmis versiyonu degil
ozellestirilmisi olduguna ulasilabilir.

Bu boliimde verilen tiim tanim ve diger
bilgilerin detayli formu i¢in Bland (1998) a ait
kaynak incelenebilir.

3. Bulgular

Tamm 3.1: M bir modiil ve N < M olsun.
K=, M icin N+ K =M ifadesi yalnizca
K = M oldugunda gergekleniyorsa N ye M
nin t.-kiigiik alt modiil denir ve "N «,, M"'
ile gosterilir.

Bir modiiliin her e-kiiciik alt modili .-
kiigtiktiir. 7-torsiyon modiiller igin tersi de
sOylenebilir.

Simdi t,-kiiclik alt modiillerin 6zelliklerini
asagidaki onerme ile verelim.

Onerme 3.2: M bir modiil olsun.

1. K,L,N <M ve K< N olsun.
Q) NKL, M ise KK M ve
N/K <<Te M/K dir.
b) N+L K, M= N KL, Mve
L L, M dir.

2. T,-kii¢iik alt modiillerin homomorfik
goriintiisii de 7,-kiiclik alt modiildiir.

3. Ki<M;<MK,<M,<M ve
M =M, @M, olsun. Bu durumda,
Ky ®K, &, My &M, & Ky &,, My
ve K, <., M, dir.

4. K<N<M, K< ,MveN,M nin
direkt toplam terimi ise K < N dir.

Tamm 3.3: M bir modiil ve U,V < M olsun.
M=U+V vebirT2,VignM=U+T
olmas1 T = V olmasin1 gerektiriyorsa V ye U
nun M de 7,-tiimleyeni denir. Eger M nin her
alt modiilii 7.-tlimleyene sahipse M ye .-
tlimlenmis modiil denir.

E-tiimlenmis her modiil 7,-timlenmistir.

Lemma 3.4: M bir modiil ve U,V < M olsun.
U alt modiilinin M de bir V t,-tlimleyene
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sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul U +
V=MveUNV K, V olmasidur.

Ispat: (=): V,Unun M de t,-tiimleyeni
olsun. Bu durumda U+V =M oldugu
agiktir. UNV K, V oldugunu gostermek
yeterlidir. Bir T2,V icin UNV+T=V
olsun. Buradan M =U+V =U+T olup
hipotez geregi T <, V icin T =V bulunur.

(=) U+V=M ve UNV K,V olsun.
T=,V igin M=U+T ise modiler
kuralindan V=(U+T)NV =T+ {UNYV)
olup UnNnV K, V ve T2,V oldugundan
T =V bulunur.

Lemma 3.5: M bir modil ve M;,U <M
olsun. M; t,-timlenmis ve M; + U, M de bir
T,-tlimleyenine sahip ise U da M de bir -
tiimleyenine sahiptir.

Ispat: X, M, + U nun M de bir 7 -tiimleyeni
olsun. Bu durumda (M; +U)+X =M ve
(M; +U) N X K, X dir. M; T,-tiimlenmis
oldugundan M; N (U + X),M; de bir Y t,-
tiimleyeni sahiptir. Bu durumda [M; n (U +
X)+Y =M, ve [M;n(U+X)]Nn
Y &, Ydir. Buradan M = (M; +U) + X =
Min(U+X)]+Y+U+X=U+X+Y
ve UNnX+Y)<[XnWU+Y)]+[Vn
U+X))<XnM;+D)]+[YnM)N
U+X)] <, X+Y

elde edilir. Boylece X + Y nin U nun M de bir
T.-tlimleyeni oldugu goriilir.

Yukaridaki Lemma kullanilarak sonlu sayida
To-timlenmis modiiliin toplammin da t,-
tiimlenmis oldugu sdylenebilir.

Teorem 3.6: M; ve M,
modiiller ise M; + M, de 7,-tiimlenmistir.

T.-tlimlenmis

Ispat: Yukaridaki Lemma geregi aciktir.

Sonu¢ 3.7: Sonlu sayida t,.-tiimlenmis

modiiliin toplam1 da 7,-tiimlenmistir.

Lemma 3.8: M bir modil ve X <U <M
olsun. V,U nun M de t,-timleyeni ise
V+X)/ de U/y in M/ de bir z,-
tiimleyenidir.

fspat: V,U nun M de rt,-timleyeni

oldugundan U+V =M ve UNV K,V

yazilabilir. Bu

[wavy+ X]/X Ke, v+ X)/X dir. Ayrica

M=U+V oldugundan
Uu+Vv V+X

U/Xn((V‘l'X)/X) —
[(UﬂV)+X]/X &, (V+X)/X

durumda

oldugundan (V+X)/X, Ul in M/ de bir

T-tliimleyenidir.

Teorem 3.9: M t,-tlimlenmis bir modiil ise
her faktor modiilii de t,-tlimlenmistir.

Sonu¢ 3.10:
homomorfik goriintiisii de 7,-tlimlenmistir.

To-timlenmis her modiiliin

Tamm 3.11: Bir M modiilii i¢in Rad,,(M) =
N{N <e M| N 2, M} dir,

Lemma 3.12: Bir M modilu
Radre(M) = 2L<<‘reML dlr

icin

Ispat: L,M nin herhangi bir t,-kiiciik alt
modiilii olsun. L nin maksimal ve ayni
zamanda t-biiyiik olan M nin her alt modiilii
tarafindan kapsandigi gosterilmelidir. Bunun
i¢in aksine, M nin bir T maksimal, t-biiyiik alt
modiilii i¢in L € T oldugu kabul edilirse T nin
maksimalligi geregi L+T =M olur.
LKL, M ve T<=; M oldugundan T =M
celiskisi elde edilir. Oyleyse, L, M nin her
maksimal t-biiyiik alt modiiliinde kapsanir.
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Yani ZL«TQML € Rad,,(M) dir. Tersine her
x € Rad,, (M) igin Rx <, M
Rx < ZL<<TeM L
Rad.,(M) < ZL«TeML elde edilir. Bunun
igin, Rx Ky, M olmadig1 varsayilirsa @
O={Ta, M|x¢T,Rx+T =M}

kiimesinin her zincirinin kapsama bagintisina
gore bir en kiiclik st smir1 mevcuttur.

oldugu

gosterilirse olacagindan

Oyleyse Zorn Lemmasi geregi bir K € Q
maksimal elemani mevcuttur. Dolayisiyla
K, M nin t-biiyilk maksimal bir alt modiilii
olup Rad,, (M) € K olup x & K oldugundan
x & Rad, (M) celiskisi elde edilir. Bu
durumda, her x € Rad,,(M)
Rx <, Mdir. Buradan x € Rx C ZL«TeML

olup Rad,, (M) < ZL«TeM L bulunur.

icin

Sonug¢ 3.13: Bir M modiili i¢in Rad(M) <
§(M) € Rad.(M) S Rad, (M) dir.

Lemma 3.14: Bir M modiili i¢in asagidaki
ifadeler saglanir.

1. Herm € Rad,,(M) i¢in Rm <, M dir.

2. N < M ise Rad,,(N) < Rad, (M) dir.

3. ftM — N modil homomorfizmasi
olmak iizere f(Rad.,(M)) < Rad,,(N)
dir.

4. M =@, M; ise
®Dic; Rad(M;) dir.

Rad,,(M) =

Ispat: Kaynak (Wisbauer 1991, Béliim 21.6)
incelenerek benzer sekilde ispat yapilabilir.

Tamim 3.15: Bir M modiiliiniin her 6z alt
modiilii 7,-kiiciik ise M ye t,-oyuk modiil
denir. Bir R halkas1 R-modiil olarak t,-0yuk
ise R ye 1,-oyuk halka denir.

Yar1 basit modiillerin ve e-oyuk modiillerin
T.-oyuk oldugu agiktir. Ayrica z-torsiyon bir
modiiliin her t,-oyuk alt modiiliiniin de e-
oyuk oldugu agiktir. Diger taraftan Zg, Z-

modiilii 7,-0yuk olup oyuk olmayan bir modiil
ornegidir.

Onerme 3.16: Bir M modiiliiniin 7,-oyuk
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin her 6z
T-biiyiik alt modiiliiniin M de kii¢iik olmasidir.

Ispat: (=): N, M nin 6z t-biiyiik alt modiilii
olmak tizere N nin M de kii¢iik olmadigini
kabul edelim. Bu durumda Bir W < M 6z alt
modilii icin W+ N =M dir. NS, M ve M
To-oyuk oldugundan W < M olup N =M
celiskisi elde edilir. M 7,-oyuk iken her 6z -
biiytik alt modiilii M de kiiciiktiir.

(<): M nin her 6z t-biiyiik alt modiiliiniin M
de kiiciik olsun. N, M nin herhangi bir 6z alt
modiilii olmak tizere W 2, M i¢gin N + W =
M olsun. W # M ise hipotez geregi W <« M
oldugundan N = M c¢eliskisi elde edilir. Bu
durumda W = M olup N <, M dir.

Onerme 3.17: Bir M modili icin
Rad,,(M) # M olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir:

1. M modiilii 7,-oyuktur.
2. M modiili lokaldir.
3. M modiilii oyuktur.

Ispat: (1 = 2): M modiilii 7,-oyuk ve T de
M nin herhangi bir 6z alt modiilii olsun. Bu
durumda T «;, M oldugundan T <
Rad,,(M) dir. Hipotez geregi Rad,, (M) #
M oldugundan, Rad,,(M),M nin her 6z alt
modiiliinii iceren en biiyiik 6z alt modiilii olur.
Oyleyse M modiilii lokaldir.

(2=3) ve (3=1) Onermelerinin
dogrulugu agiktr.

Onerme 3.18: 7,-oyuk modiiller 7,-
tiimlenmistir.
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Ispat: 7,-oyuk modiil tammm geregi M
modiiliiniin kendisi her alt modiiliiniin 7,-
tiimleyeni olur. Boylelikle iddia dogrulanir.

Onerme 3.19: M bir 6z t-biiyiik alt modiile
sahip sonlu lretilmis bir modiil olsun. Bu
durumda M nin her 6z t-biiyiik alt modiiliinii
iceren bir maksimal t-biiyilk alt modiili
vardir.

Ispat: K, M nin herhangi bir 6z t-biiyiik alt
modiilii olsun. M sonlu tiretilmis oldugundan
her 6z alt modiilii igceren bir maksimal alt
modiil mevcuttur. Ozel olarak K y1 da igeren
bir P < M maksimal alt modiilii vardr. K <
P <M ve K 2, M oldugundan P <, M olup
istenen elde edilir.

Onerme 3.20: M, Rad, (M) # M olacak

sekilde bir modiil olsun. M nin her 6z 7-biiyiik
alt modiilii M nin bir maksimal t-biiyiik alt
modiiliin tarafindan kapsanirsa
Rad,,(M) <., M dir.

4. Sonuc¢

Sonu¢ ve Tartisma: Modiil ve halka teoride
bilinen kavramlarin genellemelerinin  ve
torsiyon teorik kurgulamalarinin
yapilmasimin temeli, bir modiiliin belli bir
Ozelligini tim alt modilleri {izerinde
arastirmak yerine, onun t-yogun ya da t-plr
kisitlayarak

arastirmaktir. Bu amacla calismamizda bir

alt modillerine kendimizi

modiiliin 7-biiylik alt modiillerinden (ki ayni
zamanda
faydalanarak tanimladigimiz 7,-tlimlenmis

T-yogun alt modiillerdir)
modiiller ile e-tlimlenmis modiillerin yeni bir
genellestirmesi  elde edilmis ve temel
ozellikleri irdelenmistir.

Oneriler: Bu calisma ile birlikte e-tiimlenmis
modiillerin kalitsal bir torsiyon teorisine gore
yeni bir genellestirilmesi elde edilmistir. Bu
yOniiyle aslinda bilinen tiim diger tiimlenmis

uzerinde
modiil

modiil cesitlendirmelerinin,
modellenebilecegi yeni bir tiird
okuyucuya sunulmustur. Bu baglamda t,-
timlenmis  modiillerin  genellestirilmesi
baslig1 altinda pek ¢ok varyasyonel galigma

hazirlanabilir.

Tesekkiir: Bu calismanin degerlendirilmesi
ve  gelistirilmesi  asamasinda  degerli
katkilarmi esirgemeyen hakem hocalarimiza
tesekkiirii bir borg bilirim.
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