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Oz

Bu caligmada; ilk olarak iki serbest grubun gapraz ¢arpiminin monoid sunusu igin kelime probleminin
¢oziilebilir oldugu incelenmistir. Bunun i¢in teorik bilgisayar biliminde de dnemli bir yeri olan yeniden yazma
sistemi teknigi kullanilmigtir. Daha sonra ise ranklar1 2 olan iki serbest abelyan grubun ¢apraz ¢arpiminin
sunusu elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yeniden Yazma Sistemi, Kelime Problemi, Capraz Carpum.

Complete Rewriting System for Crossed Product of Infinite Groups
Abstract

In this work, firstly, it is investigated the solvability of the word problem for monoid presentation of crossed
product of two free groups. To do that it is used rewriting system method which has an important role in
theoretical computer science. Then it is obtained a presentation for crossed product of two free abelian groups

of rank 2.

Keywords: Rewriting System, Word Problem, Crossed Product.

1. Giris

Kombinatoryal Grup Teoride oldukca 6nemli
bir c¢alisma alami olusturan karar verme
problemlerinin, geometrik grup teorisi ve son
yillarda da teorik bilgisayar bilimi ile olan
iliskileri 6nem kazanan konular arasindadir.
Bu ¢alismanin temel konularindan biri olan
kelime problemi, 1911 yilinda Max Dehn
tarafindan ortaya atilan iic ana karar verme
problemlerinden biridir (Dehn, 1911). Bu
problemin  hangi  grup/grup c¢arpimlari
(monoid, yart grup siniflari) i¢in ¢oziilebilir,
hangileri i¢in ¢oziilemez oldugu yoniindeki
calismalar olduk¢a 6nemlidir (Miller, 1992).

*Sorumlu Yazar: eylem.guzel@kmu.edu.tr

Grup genislemesinin temelini olusturan
direkt ve yari-direkt carpimin genellemesi
olan ¢apraz ¢arpim; devirli gruplarda (Agore,
Militaru, 2008; Agore, Fratila, 2010) , Lie
gruplarinda  (Rudkovskii, 1997), Hopf
cebirinde (Carbani ve ark., 2010) ve C’-
cebirlerinde (Grundling ve Neeb, 2014),
halkalarda (Abuhlail, 2005), topolojik
uzayda, vb... alanlarda calisilmistir. Capraz
carpim yapisinin bu kadar 6énemli olmasi, bu
carpim ile herhangi c¢arpimin birlestirilmesi
sonucu olusturulan yeni cebirsel yapinin
ozellikleri nedir ya da bu ¢arpimi kapsayan
daha genis cebirsel yapilar olusturulabilir mi?
sorularm1  giindeme  getirmektedir.  Bu
sorulara grup teori alaninda verilen cevaplar
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olarak (Emin vd., 2013; Cetinalp, 2016;
Cetinalp vd., 2016; Cetinalp ve Karpuz,
2018; Karpuz ve  Cetinalp, 2018)
calismalarina bakilabilir. Grup teorisinde
yapilan bu c¢alismalardan hareketle, bu
calismada ilk olarak ranklarn  (iireteg
elemanlarin sayis1) 1 olan iki serbest grubun
capraz c¢arpiminin monoid sunusu i¢in tam
yeniden yazma sistemi bulunacaktir. Daha
sonra ise, ranklar1 2 olan iki serbest abelyan
grubun c¢apraz carpiminin
edilecektir. Boylelikle grup teoride capraz
carpim gibi Onemli bir genisleme tiirl
iizerine katki saglanacaktir.

sunusu elde

2. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde bir grubun kelime probleminin
¢oziilebilirligi, (pozitif) yeniden yazma
sistemi ve gruplarin ¢apraz carpimu ile ilgili
bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1 Kelime problemi

Elemanlar ve gruplar hakkinda ¢esitli sorulari
cevaplayan bir algoritmanin (veya metodun)
varligi problemine karar verme problemleri
denir. Eger verilen bir problemi ¢6zmek i¢in
bir algoritma (veya metot) varsa bu karar
verme problemine ¢oziilebilir, bdyle bir
algoritma yoksa o zaman da bu karar verme
problemine ¢oziilemez denir. En 6nemli karar
verme problemleri kelime, eslenik ve
izomorfizma problemleridir. Bu problemler
ve tlirevleri ile ilgili detayl bilgilere (Miller,
1992) den ulasilabilir.

Kelime Problemi: G sonlu sunuslu bir grup
olmak tiizere, bu grup icin kelime problemi G
nin Uretegleri ile olusturulan keyfi bir w
kelimesinin bu grubun birimine esit olup
olmadigina karar veren bir algoritmanin
varliginin arastirilmasi problemidir.

2.2 Yeniden yazma sistemi

Bu alt bolimde verilen bilgilere (Book,
1987), (Book ve Otto, 1993) ve (Sims, 1994)
kaynaklarindan ulasilabilir.

Sonlu bir X  alfabesi icin, X~ bu
alfabedeki  harflerden = olusan  biitiin
kelimelerin kiimesi ve A bos kelime olsun.
X lzerindeki yeniden yazma kuralh
(I,r)e X*xX* seklindeki sirali ciftlerdir.
Bu kural | —r seklinde gosterilir. Buradaki
| kelimesi sol yan, r kelimesi ise sag yan
diye adlandirilir. Yeniden yazma sistemi X
iizerindeki yeniden yazma kurallarinin bir
kiimesidir ve bu sistem R ile gosterilir. X~
kiimesindeki kelimeler arasindaki bu baginti

(—> I’) icin agagidaki kural tanimlanir:

X lizerindeki u ve v  pozitif kelimeler

olmak iizere, U-—>;V olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul X,yeX ve (I,r)eR igin
u=xly ve V=Xry olmasidir.

Bir ueX ™ kelimesi igin U—;V olacak

sekilde bir ve X" kelimesi varsa bu u
kelimesine indirgenir kelime denir.  Aksi
durumda ise bu u kelimesine indirgenemez
kelime denir.

u,ve X" igin, eger u—"r V bagintis1 varsa ve v
kelimesi indirgenemez ise, bu v kelimesine u
kelimesinin normal formu denir.

Tamm 2.1. (Book ve Otto, 1993) R yeniden
yazma sistemi olsun.

i) R
u >u, >U; —>...

sistemi i¢in kelimeler arasinda

seklinde sonsuz bir

zincir yoksa, bu yeniden yazma sistemine
Noetherian ya da sona ermis denir.

ii) R sisteminden alinacak biitiin u, v, we X
kelimeleri igin, U >, v ve u—, w iken
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Vo>pZ Ve wW-—>,z olacak sekilde bir
ze X* kelimesi varsa, bu yeniden yazma
sistemine elmas kuralimt saglar (confluent)

denir.

(i) R sistemi hem Noetherian hem de
confluent ozelliklerini  sagliyor ise bu
yeniden yazma sistemine tam (complete ya
da convergent) denir.

Eger R yeniden yazma sistemi tam ise, bu
sistem i¢indeki her bir kelime tek bir normal
forma sahip oldugundan, bu R yeniden
yazma sistemi ¢oziilebilir kelime problemine
sahiptir.

2.3 Gruplarin ¢apraz carpim

Agore ve Militaru (2008), Agore ve Fratila
(2010), c¢apraz carpim yapisint gruplar
iizerinde g¢aligmig ve bu carpimin bir grup
oldugunu ispatlamiglardir. Ayrica bilesenleri
devirli gruplar alarak bu gruplarin capraz
carpimlarinin sunuslarini elde etmislerdir.

Hve G iki grup olmak iizere, herhangi
9,0,,9,9,€G ve heH

a:G— Aut(H), g—>g>,_ h ve

i¢in
f:GxG —> H doniigiimleri

9, >, (9,>, h)=f(9,,9,)(0,9, >, h)f(9,.9,)"
f(9,,9,) f(9.9,.95) = (9, >, F(9,,9,)) F(9,,9,9,)

kosullarin1 sagliyorsa, bu durumda Hve G
(H,G,a, 1)

bi¢imindeki siral1  dortlidir. Eger
VgeG fAY=~1Ag)="f(g.1)=1

ise, (H,G,a, f) capraz sistemi normal

gruplarinin  ¢apraz  sistemi

bir
i¢in
olarak adlandirilir.

capraz sistem

(H,G,a, f)gapraz sistemi ile birlikte H ve

G ’nin gapraz garpimi H#' G ile gosterilip

(hl’ gl)(hZ’ gz) = (hl(gl > hz) f (gll gz)i glgz) (l)

carpimi ile tanimlanan H xG  kiimesidir.

Tammm 2.2. (Agore ve Militaru, 2008)
(H,G,a, f)normal capraz sistemi verilmis
olsun. Vhe H ve geG igin (1) ile verilen
carpim altinda H#' G, birimi (1,1) ve ters
elemani (h,g)™* = (f(g7™,9) g™ <, h™,g™)
olan bir grup olusturur.

iki grubun capraz carpimi; « ve f ' nin 6zel
durumlarina gore direkt, yari-direkt ya da
twisted ¢arpima indirgenmektedir.

C,=(a;a"=1) ve C,=(b;b"=1) sonlu
devirli grup sunuslari ve C, =(g; ) sonsuz

devirli bir grup sunusu olsun.

Teorem 2.1. (Agore ve Fratila, 2010)

(i) C,#!C_ tipindeki ¢apraz g¢arpiminin

sunusu

C,#/C,=(ab;a"=1, b"=a', bab=a' )
bi¢imindedir. Burada

i.(j—1) =0(modn) ve j™ =1(mod n) dir.

0<i,j<n-1,

(i) C # C, tipindeki capraz garpiminin

sunusu C, #; C, :<a, g;a"=1, glag = a‘>
bigimindedir. Burada (t,n)=1 ve t € Z dir.

(i) C, #' C_ tipindeki capraz garpimimin
sunusu  C,#.C, =(g,h;gh=hg, h"=g')

bi¢imindedir. Burada t € Z dir.

(iv) Cg1 #; ng
Cg1 #L ng = <gl’ 9; 5 9.0,9, = gz>

bi¢imindedir.

tipindeki capraz carpiminin

sunusu
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3. Sonuglar

Bu boliimde ilk olarak, Teorem 2.1 (iv) ile
verilen ranklari 1 olan iki serbest grubun
capraz ¢arpiminin monoid sunusu i¢in tam
yeniden yazma sistemi bulunacaktir. Daha
sonra ise, ranklar1 2 olan iki serbest abelyan
grubun c¢apraz c¢arpimimnin sunusu elde
edilecektir.

Teorem 2.1 (iv) ile verilen ranklar1 1 olan iki

serbest grubun capraz carpiminin
<gl,9;192,g;1 : 0,0,0, =0, >
%9, =09,0,=0,9, =9,°9, =1

biciminde monoid sunusunu ele alalim. Bu
sunusun tam yeniden yazma sistemi ig¢in
asagidaki sonug elde edilmistir. Bunun igin
kelimeler arasinda uzunluk-harfsel siralama

ve iiretecler arasmda g, >0, >0, >0,
siralamasini dikkate alalim. Ayrica, (i) ve
(]) yeniden yazma kurallarindaki bagintilart

gostermek tlizere, bu bagmntilarin kesiserek

elde edilen c¢akisan kelimeleri (i) (]))
notasyonu ile gosterilmektedir.
Teorem 3.1. Ranklart 1 olan iki serbest

grubun ¢apraz ¢arpiminin monoid sunusunun

tam yeniden yazma sistemi asagidaki
kurallardan olugmaktadir.

099, -05% (9%~

B o'e »9'0 @90 >0

G og -1 ©)g'e -1

M 95 -1 @991

Ispat.  Yeniden yazma kurallarindaki
iiretegler ~arasmda g, >0,' >0, >0,

bigiminde bir harfsel siralama oldugundan,
kelimelerin indirgendigi kelimeler sonlu
sayida adimla elde edilir. Boylece, sistemin
tam olmasi1 i¢in ilk sart olan Noetherian

ozelligi saglanmis olur. Confluent (elmas

kurali) ozelliginin saglandigin1 gostermek
icin ise, yeniden yazma kurallarinin ¢akisan
biitiin kelimeleri ve kritik c¢iftleri asagida
verilmistir.

DN (:0,9,9, (9,9;°9;,9),
2N (7):9,'9,9;" (9,9,9,,97),
(3N ®):6,9,'9,, (9,9,9,.9, )
(4)"(8):0,0,'9,, (9,'9,'9,,9),
(5)"(2):9,9,'9,, (9,,9,9,9),
B)N3):699, (9;,99,'9),
(6)N(1):9,'9,0,, (9,,9,9,9,),
)N (4):9,'9,9," (9,,9,°9,°9,"),
(5)(6):0,0,'9,, (9:,9y),
6)n(5):9,'9,9;", (9,"9;"),

(7) " (8):9,9,'9,, (9,.9,),

@) N (7):9,'9,9," (9,°,9,)-

Yukaridaki biitiin  kritik  ¢iftler, cakisan
kelimeye bagli olarak sonlu adimda kendi
aralarinda ayni kelimeye indirgendiginden
¢oziilebilirdir. Ornegin,

DN (M:9,'9,9, (9,89, 9,),

9,

0,0.9;, 9,9, %’
O halde yukarida verilen yeniden yazda
sistemi Noetherian ve confluent oldugundan
tamdir.

9,'0,9," %{ .
-0,

Sonug¢ 3.2. Ranklar1 1 olan iki serbest grubun
¢apraz carpiminin monoid i¢cin
elemanlarinin

9,20, (&, €7) seklindedir.

sunusu

normal formu

Teorem 3.1 ve Sonug 3.2 ile verilen normal
form yapist kullanilarak agagidaki sonug elde
edilmistir.
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Sonu¢ 3.3. Ranklar1 1 olan iki serbest
grubun c¢apraz carpiminin monoid sunusu
icin kelime problemi ¢oziilebilirdir.

Agore ve Fratila (2010) sonlu/sonsuz devirli
gruplarin ¢apraz ¢arpiminin sunuslarini elde
etmislerdir. Literatiirde baska tip gruplarin
capraz ¢arpiminin sunuslarinin elde edilmesi
ile 1ilgili ¢alismalar bulunmadigindan bu
yondeki ¢alismalar bu alanda O6nem
kazanmaktadir. Dolayisiyla asagidaki sonug
ranklart 2 olan serbest abelyan gruplarin

¢apraz carpiminin sunusunu vermektedir.
X = (X% ;X% =X%) Ve
Y=(y.Y, ; .Y, =VY,Y;) serbest abelyan
gruplarini ele
a:Y - Aut(X),y—a,(X) ve

Bunun i¢in

alalim. Ayrica

f:Y xY — X doniisiimler olsun.

Teorem 3.4. X#!Y g¢apraz carpiminin

sunusu

X0 % Yoo Yo 3 XX = XX VYo Yy Yy =Wy,
in]"g =a, (X;:)yi )
y;lxi - (Wyii}vyi ayfl (X]C )Wyfl,yi ) yfl

()

bigimindedir. Burada W, kelimesi X
grubunun tiretecleri ile elde edilen bir kelime,

W, =f(yhy) (1<ij<2) ve e=#1

ity

dir.

Ispat. Z={x,%,Vy,y,} ve 6:Z" —> X#,Y,
0(x%)=(%.1) ve H(yj):(l, yi)
(1S < 2) tanomli  bir

homomorfizma olsun. Bu 0
homomorfizmasimin 6rten oldugu kolaylikla
goriilebilmektedir.

bi¢iminde

Simdi X #'Y capraz ¢arpiminin (2) sunusu
ile verilen bagintilar1 sagladigini sirasiyla
gosterelim.

(X1'1)(X211) = (X1a1(xz) f(l,l) ,1)

1

= (x%,1) = (6%, 1) = (%, 1)(x,,1)
dir. Ayrica

@Gy)@y)@y) @ y,)™
=(F Oy Y)Y ) (F O y) Ly (Y2 y) 7 ys )

-1,,-1

= (FO ) YY) (F (Y ) ey s (F (Y2 ) D F (Y v, ) v ys

F
=(f (Y Y2)ay,, (F)F (VYo V' Ya ) VaYa Ye ' a')
:(\Nwl)
Olup (2) sunusundaki ilk iki
saglanmaktadir. Simdi

baginti

yixj =a, (x7)y, @<i,j<2)

bagitisinin saglandigini gosterelim. Bunun
i¢in,

@y D)7 =@ y)(x7.1)
= (a, (x}) F(y;.1). y)

= (a,, (x}), 1)
= (a,, (x)). DAL ;)

dir. (2) sunusundaki son bagint1 igin,

@y ()" = (F Oy y) M, 0,y )5 D)
=(FOh YDy (x5, 1)

=(FOy) e () (D), )

1

=(f (" y) e () y)

= (PO ) e O T y) DOy ™ w0
=(FO 7 y) e D Ty y) DY)
= (\N_—i ad (X?)Wyflv}ﬁ )y|_1

YitYi Vi
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elde edilir. Boylece bu @ homomorfizmasi,
(2) sunusu ile tanimli bir G grubundan

X #!Y ¢apraz carpim grubu iizerine bir 0
epimorfizmasi vermektedir. Son olarak bu 0

homomorfizmasinin birebir

gosterelim. Bunun i¢in We Z~ bostan farkli
herhangi bir kelime olsun. (2) sunusundaki
bagmntilar ile w=w,w, € G olacak sekilde

oldugunu

w, e (x50 Ve wy e fyy, vy,

kelimeleri vardir. Boylece bu weZ”

kelimesi i¢in,

0(w)=0(w)= H(WX,Wy) = Q(WX)Q(Wy)
=(wo 1) (W, w, ) 3)
:(WXWX,,Wy)

(wx, e{xl,xz,xll,le}*) elde edilir. Simdi

W =ww,, kelimelerini

alalim ve @(w') = 6(w") olsun. Buradan (3)
ile ww, =ww, eX ve w,=wjeY elde

W =ww, eZ"

edilir. Burada W, =W oldugu igin, W, =W},
dir. Boylece W, =W, € X esitligi elde edilir.
Bu durumda w, =w; ve W, =W esitlikleri
O halde,

W=w ve & homomorfizmasi birebirdir.
Sonug olarak (2) sunusu ile verilen G grubu

G grubunda saglanmaktadir.

X # G capraz carpim grubuna izomorftur.

Teorem 3.4 ile verilen X#'Y capraz

carpiminin sunusunun tam yeniden yazma

sistemi bagint1 kiimesinde verilen Wyv_1 , Ve

W, kelimelerinin uzunluklarina bagl oldugu
icin, bu
kelimelerin  6zel

yondeki bir c¢alismanin  bu
durumlar1  diisiiniilerek
ilerideki bir zamanda yapilmasi
planlanmaktadir. Ayrica ¢apraz c¢arpimi
olusturan gruplarin keyfi gruplar alinarak bu

gruplarin ¢apraz carpiminin sunusunun elde
edilmesi agik bir problemdir.
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