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Oz

Bu calismada (h — s), — preinveks fonksiyon sinifi tanimlanmigtir. Bu sinif kullanilarak Hermite-Hadamard
tipli esitsizlikler kesirli integrasyon yardimiyla elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin literatiirle desteklendigi

gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: (h —s), —preinveks fonksiyon smifi, esitsizlikler, kesirli integraller, Hermite-

Hadamard esitsizligi.

Hermite-Hadamard Type Inequalities For (h — s), — Preinvex Mapping Via Fractional Integrals

Abstract

In this paper, we define the (h — s), — preinvex function class. Using the (h — s), — preinvex function we
will obtain new Hermite-Hadamard type inequalities with the help of fractional integrals.

Keywords:(h — s), — preinvex function class,
inequality.

inequalities,

fractional integrals, Hermite-Hadamard

1. Giris

Tamiml.1: /,R’de bir aralik ve f:1 — R bir
fonksiyon olmak iizere her x,y €[ ve a €
[0,1] i¢in,

flax+ (1 -a)y) < af (x) + A - a)f(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks
fonksiyon denir (Pecari¢ ve ark.,1992).

Teoreml.1: I, R’de bir aralik, a,b € I ve

*Sorumlu Yazar: emetullah21@gmail.com

a < b olmak tizere f:1 € R - R konveks
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

+b 1 b fla)+f(b)
F(57) <55 ) Flode < 210 1
esitsizligi  literatiirde =~ Hermite-Hadamard
esitsizligi olarak bilinir (Pecari¢ ve ark.,
1992).

Tamml.2: R, = [0,00), f:R, >R Ve
0<s<1 olsun. a, =20, a+pf =1
olmak iizere her u,v € R, i¢in
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flau+pv) s af(w) + B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci
anlamda s — konveks fonksiyon denir.
Ikinci anlamda s — konveks fonksiyonlarmn
smifi K2 ile gosterilir (Breckner, 1978).

Teoreml.2: f fonksiyonu s € (0,1) ve
a,b € R, i¢in f: R, » R, ikinci anlamda
s — konveks bir fonksiyon ve f € L,[a,b]
olsun. Bu takdirde

. (a+h 1 (P
2 f( 2 )Sb—afaf(x)dx
_f@+f®)
- s+1

olur (Dragomir ve Fitzpatrick, 1999).

Tammiml.3: h:J € R - R pozitif fonksiyon
olsun, h # 0. Her x,y € I, € (0,1) i¢in

flax + (1 —a)y)

< h(@f(x)+h(1-a)f(y)

(1.2)

sartin1 saglayan negatif olmayan f:I C R —
R fonksiyonuna h — konveks fonksiyon
veya SX (h, I) smifina aittir denir (Varo$anec,
2007).

(1.2) esitsizliginin tersini dogrulayan f:1 €
R — R fonksiyonuna h — konkav fonksiyon
denir yani f € SV(h,I)drr (VaroSanec,
2007).

Teoreml1.3: (0,1) €] olacak sekilde Ive
J,R’nin iki alt araligi, h ve f fonksiyonlar1
siras1 ile J ve [ flizerinde tanimli negatif
olmayan iki reel fonksiyon olmak {izere
a,bel, a<b, fe€lab] ve fE€
SX(h,I) olsun. Bu takdirde

b
2h1(§)f(a er b) =5 i aaff(x)dx

1

< [f (@) + f )] f h(@)da

0

esitsizligi literatiirde h — konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak bilinir (Sarikaya ve ark.,
2008).

Tammml.4: h:J c R — R negatif olmayan
bir ~ fonksiyon, h#0.f:R*U{0}->R
negatif olmayan bir fonksiyon, u,v €
[0,0) =1, s € (0,1], t € [0,1] olmak iizere

fu+ (1 -1t)v)
<h@®)fw+h1-t)f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye ikinci anlamda
(h — s5), — konveks fonksiyon denir
(Ozdemir ve ark., 2013).

Teoreml.4: h:J] € R — R negatif olmayan
fonksiyon, h# 0.f:1 =[0,0) - R ikinci
anlamda (h — s), — konveks fonksiyon ve
f negatif olmayan fonksiyon ve her a,b €
[0,0)=1,s€(0,1],t €[0,1] 1i¢in f€
Lila,b], h € L,;][0,1] ise asagidaki esitsizlik
gecerlidir:

2

b
2h51(1)f (a er b) =5 1 aaff(x)dx

< [f(@) + f )] f RS (0)de

(Ozdemir ve ark., 2013).

Tamml.5: f € L[a, b] olsun. @ > 0 olmak
lizere a. mertebeden sag ve sol Riemann-
Liouville kesirli integralleri

1

I'(a) fa f®(x—t)*1dt, x > a;

Jarf(x) =

b a-—1
M@ J, FO@ —x)*tdt, x < b,

Jo-f(x) =
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seklinde tanimlanir (Das, 2011).

Burada I'(a) Gama fonksiyonu ve J%; f(x) =

Jo-f(x) = f(x) dir.

Teoreml.5: f:[a,b] > R pozitif  bir
fonksiyon f € L,[a,b] ve a < b olsun. f,
[a, b] tizerinde konveks fonksiyon ve a > 0

ise asagidaki kesirli integral esitsizligi
saglanir;
<a+b>< I'(a+1) [a (b) + J%F( )]
f 2 — Z(b— a)a ]a+f ]b_f a
_f@+f®)
< > :

Bu esitsizlik literatiirde kesirli integraller i¢in
Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir
(Sarikaya ve ark., 2013).

Bu makalede Tanim 1.4 ile verilen konveks
fonksiyon smifi, preinveks fonksiyon smifi
olarak genisletilmistir. Daha sonra yeni
tanimlanan bu smif kullanilarak kesirli
integraller yardimiyla Hermite-Hadamard
tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir. Asagida
verilen boliimde calismada gerekli goriilen
tanim ve teoremler verilmistir.

2. Materyal ve Metot

Tanm2.1: KCSR® ve nKXK->R"
stirekli fonksiyon olsun. Eger Vx,y €
Kvet € [0,1]i¢in x+tn(y,x) €K ise
K’ya n’ya gore inveks bir kiime denir (Weir
ve Mond, 1988).

Tanmm2.2: K € R" inveks bir kiime, f: K —
R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger Yu,v €
Kve t € 0,1] i¢in

fu+tnuw) =A-1t) fw+tf(v)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore
preinveks fonksiyon denir (Weir ve Mond,
1988).

71 fonksiyonu lizerine asagidaki kosul Mohan
ve Neogy tarafindan konulmustur (Mohan ve
Neogy, 1995).

C Kosulu: K € R"*, n: K X K - R"’ya gore
inveks bir kiime olsun. Vx,y €K ve tE€
[0,1] i¢in

n(y,y +tn(x,y)) = —tn(x,y)

n(x,y+mCy)) =1 -0n(xy)

Kosul C’den Vx,y € K ve t;, t, € [0,1] i¢in

N +tnlx,y),y+tin(xy))
=(t; —t1)n(xy)

esitligi elde edilir.

Teorem2.1: a,b € K° ve a<a+n(b,a)
olmak iizere K° (K nin i¢i) reel say1 araligi
tizerinde f:K =[a,a+ n(b,a)] = (0,o)
bir preinveks fonksiyon olsun. O zaman
asagidaki esitsizlik saglanir:

a+n(b,a)

2a +n(b,a) 1
f( 2 >Sn(b,a)af f(dx

_f@+ f@a+n(b,a)
o 2

(Noor, 2009).

Tamm2.3: f: K —» R* bir fonksiyon olsun.
Eger Vu,v €K, t €[0,1], s € (0,1) igin

futtnww) <A -t°f(w) +t°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye 7’ya gore ikinci
anlamda s — preinveks fonksiyon denir
(Noor ve ark., 2014).

Teorem2.2: a,b € K° ve n(b,a) > 0 olmak
tizere K° (K nin i¢i) reel say1 aralig1 izerinde
f:K =la,a+ nb,a)] <[0,0) - (0,)
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bir s — preinveks fonksiyon olsun. O zaman
asagidaki esitsizlik saglanir:

gs-i <2a + Z(b, a))

a+n(b,a)

j FO0dx f(a)+f(b)

s+1

n(b a)

(Li, 2010).

Tanmmm2.4: h:J] -» Rburada (0,1) €J, h %
0, R’de bir aralik ve K n’ya gore inveks bir
kiime olsun. Negatif olmayan f:K —
R stirekli bir fonksiyon olsun. Yu,v € K, t €
[0,1] i¢in

f (u+tn(v,w)
<h(1-0)f@ +h(@©Of()

esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore h —
preinveks fonksiyon denir (Noor ve ark.,
2014).

Teorem2.3:  Eger f:[a,a+n(b,a)] -
R h —preinveks fonksiyon ise, C kosulundan
n ve a<a+n(ba), h(%) >0 igin
asagidaki esitsizlik gegerlidir:

1

2h %)

f<a +%n(b, a))

b
1
Sn(b,a)l-f(x)dx

< [f(@) + f(b)] f h(o)dt

(Matloka, 2013).

Matloka (2015)’te asagidaki teoremleri elde
etmistir.

Teorem2.4: Eger f:[a,a+n(ba)] -
R h —preinveks  fonksiyon ise, C

kosulundan n ve a < a +n(b,a), h G) >0
i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir:

;f <a + 1 (b a))
gy e
I'(a)
(n(b )"
x g f(a+ nb,a)) + %1y f (@]

< [f(a) + f(b)]
xjt“ U[R(1 = £) + h(D)]de
0

a > 0 (Matloka, 2015).

Sonu¢2.1: Teorem2.4’te h(t) = t° almrsa
asagidaki esitsizlik s — preinveks
fonksiyonlar i¢in gegerlidir:

1

« ()

f <a + 177(b, a))
2
I'(a)
(n(b )"
x [Jgrf(a+ n(b, @) + )%,y f(@]

< [f(a) + f(b)]
IF(a)F(s +1) 1

lNla+s+1) s+a

olur. Burada

1

f t* (1 —t)sdt =

0

IF'a)I(s+1)
Na+s+1)

1
ft(l+s—1dt — 1
S+«
0
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ifadeleri gegerlidir (Matloka, 2015). f' € Lla,a+ n(b,a)] ise asagidaki esitlik
gecerlidir:

Sonu¢2.2: Teorem2.4’te n(b,a) =b —a ve

h(t) = t5 almirsa asagidaki esitsizlik s — 1
- +n(b,a)) +

konveks fonksiyonlar i¢in gegerlidir: n(b,a) F(a+na)+f)]

) . N Na+1)
a+ T ~a+l
~f () (n(b, )"
«-(3)

2 x & f(a+ n(b,@) + 1% o pa-F(@)]
I'(a)
- !
= [1a =07 =17 (@ + o, )t
X [J%f () + J%-f(a)] :

< [f(a) + f(b)] (Matloka, 2015).
I'(a)(s+1) N 1 Teorem2.5:f : [a,a + n(b,a)] » R
M(la+s+1) s+a fonksiyonu (a, a+n(b, a)) aralig1 lizerinde

ur (Matloka. 2015 tiirevlenebilir ve a < a + n(b, a) olsun. Eger
olur (Matloka, ) If'l, [a,a+n(b,a)l iizerinde h —
Lemma2.l: ACSR, mAxA->R gore preinveks ise asagidaki esitsizlik gegerlidir:
inveks bir kiime, a,b € Avea < a +n(b,a) 1
olsun.  Eger f:A-R  fonksiyonu | [f(a+nba)+f(@)]
: : - n(b,a)
diferansiyellenebilir ve f'€Lla,a+
(b, a)] ise asagidaki esitlik gecerlidir: I'(a+1)
U] g g _W[]g+f(a+ n(b,a))
,a
f(a)+f(a+77(b,a))_f‘(a+1) 1
a
2 277 (b' a) + ]Cé+ n(b,a)‘f(a)]
X []g"’f( a+ T](bl a)) +](cxl+ n(b,a)_,f(a)]
< [lf' @+ |f'(b)l]
_n(b,a)
— 2 1 1
X ft“h(t)dt + f(l —t)*h(t)dt
0 0

X f[t“ — (1 -0%f"(a +tn(b,a))dt
0 (Matloka, 2015).

(Iscan, 2013). Sonuc2.3: Teorem2.5’te h(t) = t° alinirsa
asagidaki esitsizlik s — preinveks

Matloka, Iscan’m 2013’te  yaymnladig fonksiyonlar icin gecerlidir:

lemmay1 farkli bir formda asagidaki gibi
vermistir: | 1

T (atnba)+f@]

Lemma2.2:f : [a,a + n(b,a)] > R
fonksiyonu (a,a +n(b,a)) arahg: iizerinde
tiirevlenebilir ve a < a + n(b, a) olsun. Eger

136



Kesirli Integrasyon Yardimiyla (h — s), —preinvex Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Ma+1) Ia+1)
T ~a+1i ]ff+f a+ n(b,a) I —— ]g+f a+ n(b,a)
(n(b, @) Ve A ) (n(b, @) e f( )

+ ]?H n(b,a)‘f(a)] + ]‘(11+ n(b,a)_f(a)]

<[If' @I+ If' B)] <( 2)“3

1 T'(a+1I(s+ 1) a+1

X +
sta+1 IN(a+s+2)

X <[|f’(a)|q + 1 (b)19]

(Matloka,2015).

Teorem2.6:f : [a,a + n(b,a)] - R, [F(a + DI(s+ 1)
fonksiyonu (a,a +n(b,a)) arahg iizerinde Fla+s ‘|1' 2)
tiirevlenebilir ve a < a + n(b, a) olsun. Eger 1 a
If'19, ¢ = 1, [a,a + n(b,a)] arah@inda h — + mb

preinveks ise asagidaki esitsizlik gegerlidir:
(Matloka, 2015).

| 1(b, @) [f( a+n(b, a)) +f(a)] Teorem2.7:f : [a,a + n(b,a)] » R
fonksiyonu (a, a +n(b,a)) arahg iizerinde
_ﬁ[ “f(a+ nb,a) tiirevlenebilir ve a < a + n(b, a) olsun. Eger
(n(b, a))aﬂ , If'19, g =1 olmak iizere [a,a + n(b,a)]

tizerinde h — preinveks ise asagidaki

+J e+ nwaf ()] esitsizlik gecerlidir:

(@ +10.0) + @]

1)
<
a+1 ( )
['(a+1
_ W V% f(a+ n(b,a))
x| [ @19 + 1£(b)19] e
1 +]?1+ n(b,a)‘f(a)]
1 q
X f[(l — )% + t*|h(t)dt 2
0 S—1
(ap + 1P
(Matloka, 2015). )
q
Sonu¢2.4: Teorem2.6’da  |f'|9, s— 'eoNIg , f
X + b)|1] x | h(t)dt
preinveks ve h(t) =t° alnirsa asagidaki LIf @I + 17 (B)1"] ©
esitsizlik gegerlidir:

burada * + = =1
[f(a+nb,a)+f(@)] P

| n(b,a) (Matloka, 2015).
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Sonu¢2.5:  Teorem2.6’da  |f'|9, s-—

preinveks ve h(t) =t° almrsa asagidaki
esitsizlik gegerlidir:

1
|m[f( a+nba)+f(a)]

[(a+1)
————g /& fla+ nb,a)
(n(b, a)) Ve A1 )

+ ]?1+ n(b,a)‘f(a)]

2

= 1 1
(ap + D)r(s + 1)a

< ([If' @14 + |f' Bl ])a
(Matloka, 2015).

3. Bulgular

Tamm3.1: J, (0,1) € J seklinde bir aralik ve
h:] — R negatif olmayan bir fonksiyon h #
0, K, MK XK — R" donilisimiine gore
inveks bir kiime olsun. f: K - R negatif
olmayan fonksiyon ve her u, v € K,t € [0,1],
s € (0,1] i¢in

f(v + tn(u,v)) (31)

<hS()f(w) +h*(1 - t)f ()

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonunan’ya gore

ikinci anlamda (h —s), — preinveks
fonksiyon denir. Eger (3.1)’deki esitlik
tersine cevrilirse f’ye ikinci anlamda

(h — s), — prekonkav fonksiyon denir.

Sonu¢3.1: Tanim 3.1°de h(t) =t alinirsa
ikinci anlamda s — preinveks fonksiyona
dontisiir. (3.1)’de s =1 alinirsa Tanim 3.1
h — preinveks fonksiyona doniiglir. Eger
h(t)=t s=1 alinirsa (h—s), —
preinveks fonksiyonu klasik preinvekslige
doniisir. (3.1)’de n(u,v) =u—v alnirsa
ikinci anlamda  (h —s), — preinveks

fonksiyonu ikinci anlamda
konveks fonksiyona dontisiir.

(h—5); —

Asagidaki teorem ikinci anlamda(h — s), —
preinveks fonksiyonlar i¢in elde edilmistir:

Teorem3.1: f:[a,a +n(b,a)] - Rikinci
anlamda (h — s), — preinveks fonksiyon ve
n i¢in Kosul C’nin dogrulandigmi ve a <

a+n(b,a), h G) >0 oldugunu kabul

edelim. Bu durumda a > Oi¢in asagidaki
esitsizlik gecerlidir:

1
W(s)f@*ﬂ“"“))

2

< I'(a) _
(nb, )

x [arf(a+ n(b, @) +J5s yw.0-f (@]
< [f @)+ f )]

1
X f t* 1 [hS(1 —t) + hS(t)]dt.
0

Ispat:  Ikinci  anlamda  (h—s), —
preinveks fonksiyonun tanimindan ve kosul
C’den 7 i¢cin

1
f<a+§n®w0>

= f<a+ tn(b, a)
+ %n(a + (1 —-t)n(b,a),

a+ tn(b,a))>
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< Flat b)) fla+tnb,a))
+f(a+ (1= tnb,a))] < hs(1 = t)f(a) + h*()f(b)

elde edilir.
ve
Esitsizligin her iki tarafi t*~! ile ¢arpilip
elde edilen esitsizligin [0,1] kapali araligi f (a + @ =0n(, a))
tizerinde integrali alindiginda < hS(O)f(@) + h5(1 — )f(b)
1 1 . ot
—f < a+ En(b; a)> yazilir Vevelde edilen esitsizlikler taraf tarafa
a-hs (E) toplanildiginda
' fla+mb o)+ f(a+ 1 -0nba)
< [ t* *f(a+tn(b,a))dt
! flaton ) < [A°(1—t) + R O][f (@) + f(D)]
1 elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi t*~1
4 f £3-1f(a + (1 - On(b, @) dt ile carpilip daha sonra elde edilen esitsizligin

her iki tarafi [0,1] aralig1 tizerinde t’ye gore
integre edildiginde

0

a+n(b,a) U g a1 Ju )
- f (ﬂ(b, a)) fGw n(b,a) f t*f(a + tn(b,a))dt
a+$(b,a) a+n(b,a)—u «1 du ’
+ u)——- !
c[ (Fhoa) e +[ et (a+ (- om0t
B I'(a) 0
-~ n(b,a)* < [f(a) + f(b)]

X []g+n(b,a)‘f(a) +]g+f(a + U(b, a))];

X f t*1hS(1 —t) + hS(t)]dt,
%f<a+%n(b,a)> 0
a-hs(3)

I'(a)
_ @ n(b, a)*
~ n(b,a)* X e inwaw-f (@ + 5 f(a+n(b, )]
X & na-f (@ +J%f(a+nb,a)]. < [f@ + fB)]
Bu durumda esitsizligin ilk kismi elde !
edilmis olur. x f te1[RS(1 — t) + hS(D)]dt

Esitsizligin ikinci kismmin ispati i¢in f’nin
ikinci  anlamda  (h —s), — preinveks elde edilir ki bu da ikinci kismin ispatini
olmasindan, t € [0,1] igin tamamlar. Ik ve ikinci kisim bir arada
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diistiniildiigiinde teoremin

sonug¢landirilmis olur.

ispati

Sonu¢3.2: Teorem 3.1de s =1 alinirsa
Teorem 2.4 elde edilir.

Sonu¢3.3: Teorem 3.1’'des=1 ve a=1
alindiginda Teorem 2.3 elde edilir.

Sonu¢3.4: Teorem 3.1’de s=1,a=1 ve
h(t) = t almirsa Teorem 2.1 elde edilir.

Sonu¢3.5: Teorem 3.1'de s=1, a=1,
h(t) =t,n(b,a) = b —a ahnirsa Teorem
1.1 elde edilir.

Sonu¢3.6: Teorem 3.1°de a =1, h(t) =t,
n(b,a) = b —a Teorem 1.2 elde edilir.

Sonu¢3.7: Teorem 3.1'de s=1, a=1,
n(b,a) = b —a alinrsa Teorem 1.3 elde
edilir.

Sonuc¢3.8: Teorem 3.1°de s =1, h(t) =t,
n(b,a) = b —a alinirsa Teorem 1.5 elde
edilir.

Sonu¢3.9: Teorem3.1’de a =1, n(b,a) =
b — a alinirsa Teorem 1.4 elde edilir.

Sonu¢3.10: Teorem 3.1°de h(t) = t alnirsa
Sonug2.1 elde edilir.

Sonu¢3.11: Teorem 3.1°de n(b,a) = b — a,
h(t) = t alinirsa Sonug2.2 elde edilir.

Teorem3.2:f : [a,a + n(b,a)] - R,
fonksiyonu (a, a+ n(b, a)) aralig1 tizerinde
tiirevlenebilir ve a < a + n(b, a) olsun. |f’],
la,a + n(b,a)] arahginda ikinci anlamda
(h —s), — preinveks fonksiyon
oldugundan asagidaki esitsizlik gecerlidir:

| 1

T f(atnba)+f@]

Fa+1)
———asiUarfla+ n(b,a)
(n(b,a)) Ve /1 )

+ ]‘(11+ n(b,a)‘f(a)]

<[lf'(@|+1f" (bl
x[ltWﬁayu+Jk1—twh%odt.

Ispat: Lemma 2.2 ve mutlak deger 6zelligi
kullanildiginda

| [f(a+n.) + f(@)]

n(b,a)
INa+1)

- S b,
) Varf(at nb @)

+]Z+ n(b,a)‘f(a)]
1
< fl(l —)* —t%|f'(a + tn(b,a))dt
0

yazilir ve f ikinci anlamda (h—s), —
preinveks fonksiyon oldugundan

f|(1 — )% —t%f'(a + tn(b,a))dt
< f [(1— D%+ e [A5(1 - DIf' (@)
+ R @OIF B)I1de

= If' (@) f [(1— %+ ] k(1 — )dt

HF @) f [(1 - 0% + t<]hs (D)t

=[If' @+ 1f Bl
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x l f ERS () dt + f (1— O%hs(t)dt

elde edilir ve ispat tamamlanr.

Sonu¢3.12: Teorem 3.2’de s =1 alinirsa

Teorem 2.5 elde edilir.

Sonu¢3.13: Teorem 3.2°de h(t) = t alinirsa

Sonu¢2.3 elde edilir.

Sonu¢3.14: Teorem 3.2°de n(b,a) =b—a
almirsa asagidaki esitsizlik ikinci anlamda
(h —s), — konveks  fonksiyonlar  igin

gecerlidir:

[ (@) + F@)

['(a+1)

=t % f(b) +J%-f(a)]

< [If'@|+ |f'(b)I]
X Lf t*hs(t)dt + 0f(l — t)*hs(t)dt].

Teorem3.3: f : [a,a + n(b,a)] - R,

(a, a+ n(b, a)) araliginda tiirevlenebilir
fonksiyon ve a < a+n(b,a). Eger |f'|9,
q=1, [a,a+n(b,a)] araliginda ikinci
anlamda (h — s), — preinveks fonksiyon

ise asagidaki esitsizlik gecerlidir:

[ [(a+nb.0) + f@)]

n(b,a)
Na+1)

- a+1 ]g*’f a-+ U(b. a)
(n(b, @) VA1 )

+ ](ZH n(b,a)‘f(a)]

Lt

) @+ 1wl

<(
a+1

QR

1

X f[(l —t)* + t*]h5(t)dt

0

Ispat: Lemma 2.2°de; mutlak deger dzelligi,
|f'|9 ikinci anlamda (h — s), — preinveks
fonksiyon olusu ve power-mean esitsizligi
kullanildiginda:

| 1
n(b,a)
INa+1)

- & b,
D) Uarf(a+ nb,a)

+ ]‘111+ n(b,a)‘f(a)]

[f(a+nba)+f(a)]

< [1a -0 +ellr(a+ mo,0)a
0

1 1‘%
< [(1—¢8)*+ t*]dt
/
x| [[(1-t)“
|

+t | (a+ ty(b,@)| dt

X fl[(l— t)“

1
q

+e|f/(a+ mb,0)|'de
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2 177 Teorem3.4:f : [a,a + n(b,a)] » R,

= (a 11 ) (a, a+ n(b, a)) araliginda tiirevlenebilir

fonksiyon ve a < a+n(b,a). Eger |f'|9,

: q=1, [a,a+n(b,a)] araliginda ikinci

X j[(l =) +t*][A°(1 = OIf (@] anlamda  (h — s), — preinveks fonksiyon
0 ise asagidaki esitsizlik gegerlidir:

. 1
+ RO B)1)de o (atn®o)+f@]
: SELACE R
=( 2 > q (T](b, a))a+1 a ’
a+1
1 +Jax n(b,a)—f(a)]
x| [F @l + 17 @)1 j [(1 - o)
0 S____E___I
% (ap + 1P

+ t*]n°(t)dt

1

1
[ 1F/ @17 + 1F )] f hs(6)dt
0

bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢3.15: Teorem3.3’te s =1 alinirsa

1 1
Teorem 2.6 elde edilir burada e

Sonu¢3.16: Teorem3.3’te h(t) =t almrsa Ispat: Lemma 2.2’de mutlak deger dzelligi

Sonug2.4 elde edilir. ve Holder esitsizligi kullanildiginda,
Sonu¢3.17: Teorem3.3’te n(b,a) =b—a | 1 a+nb,a)+ fla)
alinirsa asagidaki esitsizlik ikinci anlamda n(b,a) [f( T ) / ]
(h - s')z‘ — konveks fonksiyonlar icin Fa+1) .,
gecerlidir: ————%f(a+ nb,a)
(n(b, @)
1
—|f(a)+ f(b
| b—a [f( ) f( )] +]?1+ n(b,a)‘f(a)]
Na+1)
~ -t g f (D) +J5-f(a)] )
< f[(l — )%+ t?]|f'(a+ tn(b,a))|dt
1-1 0

2 “q 1
S<a+1> (F (@19 + If'(B)]9)a

= [a-o9r(a+ mo,0)a
X f[(l — )% + t*]|hs(t)dt
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1

+ft“|f’(a+ tn(b,a))|dt

0

P

1
< j(l —t)*P dt
0

) @
X j|f’(a+ tn(b,a))|"dt
0
) v
+ ft“pdt
0
7

X f|f’(a+ tn(b,a))|th
0

2
< 1

(ap+ 1)
1 q
<[ 1F @17+ 17 B f hs(0)de
0
ispat tamamlanmustir.

Sonu¢3.18: Teorem3.4’te s = 1 alindiginda
Teorem 2.7°deki esitsizlik elde edilir.

Sonu¢3.19: Teorem3.3’te h(t) =t alinirsa
Sonug2.5 elde edilir.

Sonu¢3.20: Teorem3.4’te n(b,a) =b—a
alinirsa asagidaki esitsizlik ikinci anlamda

(h — s), — konveks fonksiyonlar icin
gecerlidir:
1
[ () + F0)
Ma+1) [, a
=t J&fF(b) +J%-f(@)]

2
< 1

- (ap + D)

1
q

[ 1F @19+ 1 b)) j B (D) de
0

burada = + = = 1.
p aq
4. Sonuc¢

Bu ¢alismada ikinci anlamda (h —
s), — preinveks
tanimlanmistir. Ikinci anlamda (h —s), —
kesirli
integraller yeni  Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.
Elde edilen esitsizlikler o6zel segimlerle
literatiirde farkli tip konveks ve preinveks
fonksiyonlar i¢in daha onceden elde edilmis
Hermite-Hadamard tipli esitsizliklere
donlismiistiir. Bu durumda yapilan ¢alisma
ile literatiirdeki esitsizlikler genellenmis ve
yeni esitsizlikler elde edilmistir.

fonksiyon sinifi

preinveks fonksiyonlar i¢in

yardimiyla
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