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Öz 

Bu çalışmada (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon sınıfı tanımlanmıştır. Bu sınıf kullanılarak Hermite-Hadamard 

tipli eşitsizlikler kesirli integrasyon yardımıyla elde edilmiştir. Elde edilen sonuçların literatürle desteklendiği 
gösterilmiştir.  

 

Anahtar Kelimeler: (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon sınıfı, eşitsizlikler, kesirli integraller, Hermite-

Hadamard eşitsizliği. 

 

Hermite-Hadamard Type Inequalities For (𝒉 − 𝒔)𝟐 − 𝑷𝒓𝒆𝒊𝒏𝒗𝒆𝒙 Mapping Via Fractional Integrals 

 

Abstract 

In this paper, we define the (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑥 function class. Using the (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑥 function we 

will obtain new Hermite-Hadamard type inequalities with the help of fractional integrals. 

 

Keywords:(ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑥 function class, inequalities, fractional integrals, Hermite-Hadamard 

inequality. 

 

 

1. Giriş 

Tanım1.1: 𝐼, ℝ’de bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir 

fonksiyon olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼  ve 𝛼 ∈

[0,1] için, 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦 ) 

şartını sağlayan 𝑓 fonksiyonuna 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 

fonksiyon denir (Pečarić ve ark.,1992). 

Teorem1.1: 𝐼, ℝ’de bir aralık, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve  

𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  

𝑓 (
𝑎+𝑏

2
) ≤

1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎)+𝑓(𝑏)

2

𝑏

𝑎
    (1.1) 

eşitsizliği literatürde Hermite-Hadamard 

eşitsizliği olarak bilinir (Pečarić ve ark., 

1992). 

Tanım1.2: ℝ+ =  [0, ∞), 𝑓: ℝ+ → ℝ  ve 

 0 < 𝑠 ≤ 1 olsun.  𝛼,   𝛽 ≥ 0, 𝛼 + 𝛽 = 1 

olmak üzere her 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ+ için 
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𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) ≤ 𝛼𝑠𝑓(𝑢) + 𝛽𝑠𝑓(𝑣) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonuna ikinci 

anlamda 𝑠 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon denir. 

İkinci anlamda 𝑠 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonların 

sınıfı 𝐾𝑠
2 ile gösterilir (Breckner, 1978). 

Teorem1.2: 𝑓 fonksiyonu 𝑠 ∈ (0,1) ve 

𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ için 𝑓: ℝ+ → ℝ+ ikinci anlamda 

𝑠 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 bir fonksiyon ve 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] 

olsun. Bu takdirde  

2𝑠−1𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑠 + 1
 

olur (Dragomir ve Fitzpatrick, 1999). 

Tanım1.3: ℎ: 𝐽 ⊆ ℝ → ℝ pozitif fonksiyon 

olsun, ℎ ≢ 0. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼, 𝛼 ∈ (0,1) için 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦)                                   (1.2) 

                        ≤  ℎ(𝛼)𝑓(𝑥) + ℎ(1 − 𝛼)𝑓(𝑦) 

şartını sağlayan negatif olmayan 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ →

ℝ fonksiyonuna ℎ − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon 

veya 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) sınıfına aittir denir (Varošanec, 

2007). 

(1.2) eşitsizliğinin tersini doğrulayan 𝑓: 𝐼 ⊆

ℝ → ℝ fonksiyonuna ℎ − 𝑘𝑜𝑛𝑘𝑎𝑣 fonksiyon 

denir yani 𝑓 ∈ 𝑆𝑉(ℎ, 𝐼)’dır (Varošanec, 

2007). 

Teorem1.3: (0,1) ⊆ 𝐽 olacak şekilde 𝐼 ve 

𝐽, ℝ’nin iki alt aralığı, ℎ ve 𝑓 fonksiyonları 

sırası ile 𝐽 ve 𝐼 üzerinde tanımlı negatif 

olmayan iki reel fonksiyon olmak üzere 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  𝑎 < 𝑏,  𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] ve 𝑓 ∈

𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) olsun. Bu takdirde  

1

2ℎ (
1

2
)

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] ∫ ℎ(𝛼)𝑑𝛼

1

0

 

eşitsizliği literatürde ℎ − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard 

eşitsizliği olarak bilinir (Sarıkaya ve ark., 

2008). 

Tanım1.4: ℎ: 𝐽 ⊂ ℝ ⟶ ℝ negatif olmayan 

bir fonksiyon, ℎ ≢ 0. 𝑓: ℝ+ ∪ {0} → ℝ 

negatif olmayan bir fonksiyon, 𝑢, 𝑣 ∈

[0, ∞) = 𝐼, 𝑠 ∈ (0,1], 𝑡 ∈ [0,1] olmak üzere  

𝑓(𝑡𝑢 + (1 − 𝑡)𝑣) 

≤ ℎ𝑠(𝑡)𝑓(𝑢) + ℎ𝑠(1 − 𝑡))𝑓(𝑣) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓’ye ikinci anlamda 

(ℎ − 𝑠)2 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon denir 

(Özdemir ve ark., 2013). 

Teorem1.4: ℎ: 𝐽 ⊂ ℝ ⟶ ℝ negatif olmayan 

fonksiyon, ℎ ≢ 0. 𝑓: 𝐼 = [0, ∞) → ℝ ikinci 

anlamda (ℎ − 𝑠)2 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon ve 

𝑓 negatif olmayan fonksiyon ve her 𝑎, 𝑏 ∈

[0, ∞) = 𝐼, 𝑠 ∈ (0,1], 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑓 ∈

𝐿1[𝑎, 𝑏], ℎ ∈ 𝐿1[0,1] ise aşağıdaki eşitsizlik 

geçerlidir: 

1

2ℎ𝑠 (
1

2
)

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] ∫ ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

(Özdemir ve ark., 2013). 

Tanım1.5: 𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. 𝛼 > 0 olmak 

üzere 𝛼. mertebeden sağ ve sol Riemann-

Liouville kesirli integralleri 

𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ 𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡, 𝑥 > 𝑎

𝑥

𝑎
; 

𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ 𝑓(𝑡)(𝑡 − 𝑥)𝛼−1𝑑𝑡, 𝑥 < 𝑏

𝑏

𝑥
, 
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şeklinde tanımlanır (Das, 2011).  

Burada Γ(𝛼) Gama fonksiyonu ve 𝐽𝑎+
0 𝑓(𝑥) =

𝐽𝑏−
0 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) dir.  

Teorem1.5: 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ pozitif bir            

fonksiyon 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] ve 𝑎 < 𝑏 olsun. 𝑓, 

[𝑎, 𝑏] üzerinde konveks fonksiyon ve 𝛼 > 0 

ise aşağıdaki kesirli integral eşitsizliği 

sağlanır; 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

Γ(𝛼 + 1)

2(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝐽𝑎+

𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎)]

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
. 

Bu eşitsizlik literatürde kesirli integraller için 

Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir 

(Sarıkaya ve ark., 2013). 

Bu makalede Tanım 1.4 ile verilen konveks 

fonksiyon sınıfı, preinveks fonksiyon sınıfı 

olarak genişletilmiştir. Daha sonra yeni 

tanımlanan bu sınıf kullanılarak kesirli 

integraller yardımıyla Hermite-Hadamard 

tipli yeni eşitsizlikler elde edilmiştir. Aşağıda 

verilen bölümde çalışmada gerekli görülen 

tanım ve teoremler verilmiştir. 

2. Materyal ve Metot 

Tanım2.1: 𝐾 ⊆ ℝ𝑛 ve 𝜂: 𝐾 × 𝐾 → ℝ𝑛 

sürekli fonksiyon olsun. Eğer ∀ 𝑥, 𝑦 ∈

𝐾 ve 𝑡 ∈ [0, 1] için 𝑥 + 𝑡𝜂(𝑦, 𝑥) ∈ 𝐾 ise 

𝐾’ya 𝜂’ya göre inveks bir küme denir (Weir 

ve Mond, 1988). 

Tanım2.2: 𝐾 ⊆ ℝ𝑛 inveks bir küme, 𝑓: 𝐾 →

 ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer  ∀𝑢, 𝑣 ∈

 𝐾 ve  𝑡 ∈ [0, 1] için   

 𝑓(𝑢 + 𝑡𝜂(𝑣, 𝑢)) ≤ (1 − 𝑡) 𝑓(𝑢) + 𝑡𝑓(𝑣) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓’ye 𝜂’ya göre 

preinveks fonksiyon denir (Weir ve Mond, 

1988). 

𝜂 fonksiyonu üzerine aşağıdaki koşul Mohan 

ve Neogy tarafından konulmuştur (Mohan ve 

Neogy, 1995). 

C Koşulu: 𝐾 ⊆ ℝ𝑛 , 𝜂: 𝐾 × 𝐾 → ℝ𝑛’ya göre 

inveks bir küme olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 ve 𝑡 ∈

[0,1] için 

𝜂(𝑦, 𝑦 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑦 )) = −𝑡𝜂(𝑥, 𝑦) 

            𝜂(𝑥, 𝑦 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑦 )) = (1 − 𝑡)𝜂( 𝑥, 𝑦 ) 

Koşul C’den ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 ve 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 1] için  

𝜂(𝑦 + 𝑡2𝜂(𝑥, 𝑦), 𝑦 + 𝑡1𝜂( 𝑥, 𝑦))

= (𝑡2 − 𝑡1) 𝜂( 𝑥, 𝑦) 

eşitliği elde edilir.  

Teorem2.1: 𝑎, 𝑏 ∈  𝐾∘ ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)  

olmak üzere 𝐾∘ (K nın içi) reel sayı aralığı 

üzerinde 𝑓: 𝐾 = [𝑎, 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎)] → (0, ∞) 

bir preinveks fonksiyon olsun. O zaman 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:  

𝑓 (
2𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)

2
) ≤

1

𝜂(𝑏, 𝑎)
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎+𝜂(𝑏,𝑎)

𝑎

 

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎))

2
 

(Noor, 2009). 

Tanım2.3: 𝑓: 𝐾 →  ℝ+ bir fonksiyon olsun. 

Eğer   ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐾, 𝑡 ∈ [0,1], 𝑠 ∈ (0,1) için 

𝑓(𝑢 + 𝑡𝜂(𝑣, 𝑢)) ≤ (1 − 𝑡)𝑠𝑓(𝑢) + 𝑡𝑠𝑓(𝑣) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓’ye  𝜂’ya göre ikinci 

anlamda 𝑠 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon denir 

(Noor ve ark., 2014). 

Teorem2.2: 𝑎, 𝑏 ∈  𝐾∘ ve 𝜂(𝑏, 𝑎) > 0 olmak 

üzere 𝐾∘ (K nın içi) reel sayı aralığı üzerinde 

𝑓: 𝐾 = [𝑎, 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎)] ⊆ [0, ∞) →  (0, ∞) 
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bir 𝑠 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon olsun. O zaman 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

2𝑠−1𝑓 (
2𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)

2
) 

≤
1

𝜂(𝑏, 𝑎)
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎+𝜂(𝑏,𝑎)

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

𝑠 + 1
 

(Li, 2010). 

Tanım2.4: ℎ: 𝐽 → ℝ burada (0,1) ⊆ 𝐽,    ℎ ≢

0, ℝ’de bir aralık ve 𝐾 𝜂’ya göre inveks bir 

küme olsun. Negatif olmayan 𝑓: 𝐾 →

ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐾, 𝑡 ∈

[0,1] için 

𝑓 (𝑢 + 𝑡𝜂(𝑣, 𝑢))

≤ ℎ(1 − 𝑡)𝑓(𝑢) + ℎ(𝑡)𝑓(𝑣) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑓’ye 𝜂’ya göre ℎ −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon denir (Noor ve ark., 

2014). 

Teorem2.3: Eğer 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] →

ℝ  ℎ −preinveks fonksiyon ise, 𝐶 koşulundan 

𝜂 ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎), ℎ (
1

2
) > 0 için 

aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

1

2ℎ (
1

2
)

𝑓 (𝑎 +
1

2
𝜂(𝑏, 𝑎)) 

≤
1

𝜂(𝑏, 𝑎)
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] ∫ ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

(Matloka, 2013). 

Matloka (2015)’te aşağıdaki teoremleri elde 

etmiştir. 

Teorem2.4: Eğer 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] →

ℝ  ℎ − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon ise, 𝐶 

koşulundan 𝜂 ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎), ℎ (
1

2
) > 0 

için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

1

𝛼 ∙ ℎ (
1

2
)

𝑓 (𝑎 +
1

2
𝜂(𝑏, 𝑎)) 

≤
Γ(𝛼)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼 

× [𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

× ∫ 𝑡𝛼−1

1

0

[ℎ(1 − 𝑡) + ℎ(𝑡)]𝑑𝑡 

𝛼 > 0 (Matloka, 2015). 

Sonuç2.1: Teorem2.4’te ℎ(𝑡) = 𝑡𝑠 alınırsa 

aşağıdaki eşitsizlik 𝑠 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 

fonksiyonlar için geçerlidir:  

1

𝛼 ∙ (
1

2
)

𝑠 𝑓 (𝑎 +
1

2
𝜂(𝑏, 𝑎)) 

≤
Γ(𝛼)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼 

× [𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

× [
Γ(𝛼)Γ(𝑠 + 1)

Γ(𝛼 + 𝑠 + 1)
+

1

𝑠 + 𝛼
] 

olur. Burada  

∫ 𝑡𝛼−1(1 − 𝑡)𝑠𝑑𝑡 =
Γ(𝛼)Γ(𝑠 + 1)

Γ(𝛼 + 𝑠 + 1)

1

0

 

∫ 𝑡𝛼+𝑠−1𝑑𝑡 =
1

𝑠 + 𝛼

1

0
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ifadeleri geçerlidir (Matloka, 2015). 

Sonuç2.2: Teorem2.4’te 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 ve 

ℎ(𝑡) = 𝑡𝑠 alınırsa aşağıdaki eşitsizlik 𝑠 −

𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonlar için geçerlidir:  

1

𝛼 ∙ (
1

2
)

𝑠 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) 

≤
Γ(𝛼)

(𝑏 − 𝑎)𝛼
 

× [𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏) + 𝐽 𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

× [
Γ(𝛼)Γ(𝑠 + 1)

Γ(𝛼 + 𝑠 + 1)
+

1

𝑠 + 𝛼
] 

olur (Matloka, 2015). 

Lemma2.1: 𝐴 ⊆ ℝ, 𝜂: 𝐴 × 𝐴 → ℝ göre 

inveks bir küme, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎) 

olsun. Eğer 𝑓 ∶ 𝐴 → ℝ fonksiyonu 

diferansiyellenebilir ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑎 +

𝜂(𝑏, 𝑎)] ise aşağıdaki eşitlik geçerlidir: 

𝑓(𝑎) + 𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎))

2
−

Γ(𝛼 + 1)

2𝜂𝛼(𝑏, 𝑎)
 

× [𝐽𝑎+
𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

=
𝜂(𝑏, 𝑎)

2
 

× ∫[𝑡𝛼 − (1 − 𝑡)𝛼]𝑓′(𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))𝑑𝑡

1

0

 

(İşcan, 2013). 

Matloka, İşcan’ın 2013’te yayınladığı 

lemmayı farklı bir formda aşağıdaki gibi 

vermiştir:  

Lemma2.2:𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] → ℝ 

fonksiyonu (𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) aralığı üzerinde 

türevlenebilir ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎) olsun. Eğer 

𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] ise aşağıdaki eşitlik 

geçerlidir: 

−
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)]

+
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 

× [𝐽𝑎+
𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

= ∫[(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼]𝑓′(𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))𝑑𝑡

1

0

 

(Matloka, 2015). 

Teorem2.5:𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] → ℝ 

fonksiyonu (𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) aralığı üzerinde 

türevlenebilir ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎) olsun. Eğer 

|𝑓′|,   [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] üzerinde ℎ −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:  

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ [|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|] 

× [∫ 𝑡𝛼ℎ(𝑡)𝑑𝑡 + ∫(1 − 𝑡)𝛼ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1

0

1

0

] 

(Matloka, 2015). 

Sonuç2.3: Teorem2.5’te  ℎ(𝑡) = 𝑡𝑠 alınırsa 

aşağıdaki eşitsizlik 𝑠 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 

fonksiyonlar için geçerlidir: 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 
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−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ [|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|] 

× [
1

𝑠 + 𝛼 + 1
+

Γ(𝛼 + 1)Γ(𝑠 + 1)

Γ(𝛼 + 𝑠 + 2)
] 

(Matloka,2015). 

Teorem2.6:𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] → ℝ , 

fonksiyonu (𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) aralığı üzerinde  

türevlenebilir ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎) olsun. Eğer 

|𝑓′|𝑞, 𝑞 ≥ 1, [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] aralığında ℎ −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ (
2

𝑎 + 1 
)

1−
1

𝑞

 

× ([|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞]

× ∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼]ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

(Matloka, 2015). 

Sonuç2.4: Teorem2.6’da |𝑓′|𝑞, 𝑠 −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 ve ℎ(𝑡) = 𝑡𝑠 alınırsa aşağıdaki 

eşitsizlik geçerlidir: 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ (
2

𝑎 + 1 
)

1−
1

𝑞

 

× ([|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞]

× [
Γ(𝛼 + 1)Γ(𝑠 + 1)

Γ(𝛼 + 𝑠 + 2)

+
1

𝑠 + 𝛼 + 1
])

1

𝑞

 

(Matloka, 2015). 

Teorem2.7:𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] → ℝ  

fonksiyonu (𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) aralığı üzerinde 

türevlenebilir ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎) olsun. Eğer 

|𝑓′|𝑞, 𝑞 ≥ 1 olmak üzere [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] 

üzerinde ℎ − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 ise aşağıdaki 

eşitsizlik geçerlidir: 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤
2

(𝛼𝑝 + 1)
1

𝑝

 

× ([|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞] × ∫ ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

burada 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

(Matloka, 2015). 
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Sonuç2.5: Teorem2.6’da |𝑓′|𝑞, 𝑠 −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 ve ℎ(𝑡) = 𝑡𝑠 alınırsa aşağıdaki 

eşitsizlik geçerlidir: 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤
2

(𝛼𝑝 + 1)
1

𝑝(𝑠 + 1)
1

𝑞

 

× ([|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞])
1

𝑞 

(Matloka, 2015). 

3. Bulgular 

Tanım3.1: 𝐽, (0,1) ⊆ 𝐽 şeklinde bir aralık ve 

ℎ: 𝐽 → ℝ negatif olmayan bir fonksiyon ℎ ≢

0, 𝐾, 𝜂: 𝐾 × 𝐾 → ℝ𝑛 dönüşümüne göre 

inveks bir küme olsun. 𝑓: 𝐾 → ℝ negatif 

olmayan fonksiyon ve her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐾, 𝑡 ∈ [0,1],

𝑠 ∈ (0,1] için 

𝑓(𝑣 + 𝑡𝜂(𝑢, 𝑣))                                      (3.1) 

                      ≤ ℎ𝑠(𝑡)𝑓(𝑢) + ℎ𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑣)                            

şartını sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna 𝜂’ya göre 

ikinci anlamda  (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 

fonksiyon denir. Eğer (3.1)’deki eşitlik 

tersine çevrilirse 𝑓’ye ikinci anlamda 

(ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑘𝑜𝑛𝑘𝑎𝑣 fonksiyon denir. 

Sonuç3.1: Tanım 3.1’de ℎ(𝑡) = 𝑡 alınırsa 

ikinci anlamda 𝑠 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyona 

dönüşür. (3.1)’de 𝑠 = 1 alınırsa  Tanım 3.1 

ℎ − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyona dönüşür. Eğer 

ℎ(𝑡) = 𝑡, 𝑠 = 1 alınırsa (ℎ − 𝑠)2 −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonu klasik 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠𝑙𝑖ğ𝑒 

dönüşür. (3.1)’de 𝜂(𝑢, 𝑣) = 𝑢 − 𝑣 alınırsa 

ikinci anlamda (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠  

fonksiyonu ikinci anlamda (ℎ − 𝑠)2 −

𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyona dönüşür. 

 

Aşağıdaki teorem ikinci anlamda(ℎ − 𝑠)2 −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠  fonksiyonlar için elde edilmiştir: 

Teorem3.1: 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] → ℝ ikinci 

anlamda (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon ve 

𝜂 için Koşul 𝐶’nin doğrulandığını ve 𝑎 <

𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎), ℎ (
1

2
) > 0 olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 𝛼 > 0 için aşağıdaki 

eşitsizlik geçerlidir: 

1

𝛼 ∙ ℎ𝑠 (
1

2
)

𝑓 (𝑎 +
1

2
𝜂(𝑏, 𝑎)) 

≤
Γ(𝛼)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼 

× [𝐽𝑎+
𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−

𝛼 𝑓(𝑎)] 

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

× ∫ 𝑡𝛼−1

1

0

[ℎ𝑠(1 − 𝑡) + ℎ𝑠(𝑡)]𝑑𝑡. 

İspat: İkinci anlamda (ℎ − 𝑠)2 −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonun tanımından ve koşul 

𝐶’den 𝜂 için 

𝑓 (𝑎 +
1

2
𝜂(𝑏, 𝑎)) 

= 𝑓 (𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎)

+
1

2
𝜂(𝑎 + (1 − 𝑡)𝜂(𝑏, 𝑎),

𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))) 

≤ ℎ𝑠 (
1

2
) 
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× [𝑓(𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝑓(𝑎 + (1 − 𝑡)𝜂(𝑏, 𝑎))] 

elde edilir. 

Eşitsizliğin her iki tarafı 𝑡𝛼−1 ile çarpılıp 

elde edilen eşitsizliğin [0,1] kapalı aralığı 

üzerinde integrali alındığında 

1

𝛼 ∙ ℎ𝑠 (
1

2
)

𝑓 (𝑎 +
1

2
𝜂(𝑏, 𝑎)) 

≤ ∫ 𝑡𝛼−1𝑓(𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))𝑑𝑡

1

0

 

+ ∫ 𝑡𝛼−1𝑓(𝑎 + (1 − 𝑡)𝜂(𝑏, 𝑎))𝑑𝑡

1

0

 

= ∫ (
𝑢 − 𝑎

𝜂(𝑏, 𝑎)
)

𝛼−1

𝑓(𝑢)
𝑑𝑢

𝜂(𝑏, 𝑎)

𝑎+𝜂(𝑏,𝑎)

𝑎

+ ∫ (
𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎) − 𝑢

𝜂(𝑏, 𝑎)
)

𝛼−1

𝑓(𝑢)
𝑑𝑢

𝜂(𝑏, 𝑎)

𝑎+𝜂(𝑏,𝑎)

𝑎

 

=
Γ(𝛼)

𝜂(𝑏, 𝑎)𝛼
 

× [𝐽𝑎+𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎) + 𝐽𝑎+

𝛼 𝑓(𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎))], 

1

𝛼 ∙ ℎ𝑠 (
1

2
)

𝑓 (𝑎 +
1

2
𝜂(𝑏, 𝑎)) 

≤
Γ(𝛼)

𝜂(𝑏, 𝑎)𝛼
 

× [𝐽𝑎+𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎) + 𝐽𝑎+

𝛼 𝑓(𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎))]. 

Bu durumda eşitsizliğin ilk kısmı elde 

edilmiş olur. 

Eşitsizliğin ikinci kısmının ispatı için 𝑓’nin 

ikinci anlamda (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 

olmasından, 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎)) 

≤ ℎ𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑎) + ℎ𝑠(𝑡)𝑓(𝑏) 

ve 

𝑓(𝑎 + (1 − 𝑡)𝜂(𝑏, 𝑎)) 

≤ ℎ𝑠(𝑡)𝑓(𝑎) + ℎ𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑏) 

yazılır ve elde edilen eşitsizlikler taraf tarafa 

toplanıldığında 

𝑓(𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎 + (1 − 𝑡)𝜂(𝑏, 𝑎)) 

≤ [ℎ𝑠(1 − 𝑡) + ℎ𝑠(𝑡)][𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)]  

elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafı 𝑡𝛼−1 

ile çarpılıp daha sonra elde edilen eşitsizliğin 

her iki tarafı [0,1] aralığı üzerinde 𝑡’ye göre 

integre edildiğinde 

∫ 𝑡𝛼−1𝑓(𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))𝑑𝑡

1

0

 

+ ∫ 𝑡𝛼−1𝑓(𝑎 + (1 − 𝑡)𝜂(𝑏, 𝑎))𝑑𝑡

1

0

 

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

× ∫ 𝑡𝛼−1[ℎ𝑠(1 − 𝑡) + ℎ𝑠(𝑡)]𝑑𝑡

1

0

, 

Γ(𝛼)

𝜂(𝑏, 𝑎)𝛼
 

× [𝐽𝑎+𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎) + 𝐽𝑎+

𝛼 𝑓(𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎))] 

≤ [𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

× ∫ 𝑡𝛼−1[ℎ𝑠(1 − 𝑡) + ℎ𝑠(𝑡)]𝑑𝑡

1

0

 

elde edilir ki bu da ikinci kısmın ispatını 

tamamlar. İlk ve ikinci kısım bir arada 
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düşünüldüğünde teoremin ispatı 

sonuçlandırılmış olur. 

Sonuç3.2: Teorem 3.1’de 𝑠 = 1 alınırsa 

Teorem 2.4 elde edilir. 

Sonuç3.3: Teorem 3.1’de 𝑠 = 1 ve 𝛼 = 1 

alındığında Teorem 2.3 elde edilir. 

Sonuç3.4: Teorem 3.1’de 𝑠 = 1, 𝛼 = 1 ve 

ℎ(𝑡) = 𝑡 alınırsa Teorem 2.1 elde edilir. 

Sonuç3.5: Teorem 3.1’de 𝑠 = 1, 𝛼 = 1, 

ℎ(𝑡) = 𝑡, 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 alınırsa Teorem 

1.1 elde edilir. 

Sonuç3.6: Teorem 3.1’de 𝛼 = 1, ℎ(𝑡) = 𝑡,

𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎  Teorem 1.2 elde edilir. 

Sonuç3.7: Teorem 3.1’de 𝑠 = 1, 𝛼 = 1, 

𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 alınırsa Teorem 1.3 elde 

edilir. 

Sonuç3.8: Teorem 3.1’de 𝑠 = 1, ℎ(𝑡) = 𝑡,

𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 alınırsa Teorem 1.5 elde 

edilir. 

Sonuç3.9: Teorem3.1’de 𝛼 = 1,  𝜂(𝑏, 𝑎) =

𝑏 − 𝑎 alınırsa Teorem 1.4 elde edilir. 

Sonuç3.10: Teorem 3.1’de ℎ(𝑡) = 𝑡 alınırsa 

Sonuç2.1 elde edilir. 

Sonuç3.11: Teorem 3.1’de 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎, 

ℎ(𝑡) = 𝑡 alınırsa Sonuç2.2 elde edilir. 

Teorem3.2:𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] → ℝ, 

fonksiyonu  (𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) aralığı üzerinde 

türevlenebilir ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎) olsun. |𝑓′|, 

[𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] aralığında ikinci anlamda 

(ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon 

olduğundan aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ [|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|] 

× [∫ 𝑡𝛼ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡 + ∫(1 − 𝑡)𝛼ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

1

0

]. 

İspat: Lemma 2.2 ve mutlak değer özelliği 

kullanıldığında 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ ∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|𝑓′(𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))𝑑𝑡

1

0

 

yazılır ve 𝑓 ikinci anlamda (ℎ − 𝑠)2 −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon olduğundan 

∫|(1 − 𝑡)𝛼 − 𝑡𝛼|𝑓′(𝑎 + 𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))𝑑𝑡

1

0

 

≤ ∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼]

1

0

[ℎ𝑠(1 − 𝑡)|𝑓′(𝑎)|

+ ℎ𝑠(𝑡)|𝑓′(𝑏)|]𝑑𝑡 

= |𝑓′(𝑎)| ∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼]

1

0

ℎ𝑠(1 − 𝑡)𝑑𝑡 

+|𝑓′(𝑏)| ∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼]ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

= [|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|] 
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× [∫ 𝑡𝛼ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡 + ∫(1 − 𝑡)𝛼ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

1

0

] 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç3.12: Teorem 3.2’de 𝑠 = 1 alınırsa 

Teorem 2.5 elde edilir. 

Sonuç3.13: Teorem 3.2’de ℎ(𝑡) = 𝑡 alınırsa 

Sonuç2.3 elde edilir. 

Sonuç3.14: Teorem 3.2’de 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 

alınırsa aşağıdaki eşitsizlik ikinci anlamda 

(ℎ − 𝑠)2 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonlar için 

geçerlidir:  

|
1

 𝑏 − 𝑎
[𝑓( 𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
[𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑏) + 𝐽 𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ [|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|] 

× [∫ 𝑡𝛼ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡 + ∫(1 − 𝑡)𝛼ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

1

0

]. 

Teorem3.3: 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] → ℝ,

(𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎))  aralığında türevlenebilir 

fonksiyon ve 𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎). Eğer |𝑓′|𝑞, 

𝑞 ≥ 1, [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] aralığında ikinci 

anlamda (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon 

ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ (
2

𝛼 + 1 
)

1−
1

𝑞

(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)
1

𝑞 

     ×  (∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼]ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

İspat: Lemma 2.2’de; mutlak değer özelliği, 

|𝑓′|𝑞 ikinci anlamda (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 

fonksiyon oluşu ve power-mean eşitsizliği 

kullanıldığında: 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ ∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼]|𝑓′( 𝑎 +  𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))|𝑑𝑡

1

0

 

≤ (∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼]𝑑𝑡

1

0

)

1−
1

𝑞

 

× (∫[(1 − 𝑡)𝛼

1

0

+ 𝑡𝛼]
 

|𝑓′( 𝑎 +  𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))|
𝑞

𝑑𝑡)

1

𝑞

 

= (
2

𝑎 + 1 
)

1−
1

𝑞

 

× (∫[(1 − 𝑡)𝛼

1

0

+ 𝑡𝛼]
 

|𝑓′( 𝑎 +  𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))|
𝑞

𝑑𝑡)

1

𝑞

 



Kesirli İntegrasyon Yardımıyla (ℎ − 𝑠)2 −preinvex Fonksiyonlar İçin Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler   

142 

 

≤ (
2

𝑎 + 1 
)

1−
1

𝑞

 

× (∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼][ℎ𝑠(1 − 𝑡)|𝑓′(𝑎)|𝑞

1

0

+ ℎ𝑠(𝑡)|𝑓′(𝑏)|𝑞]𝑑𝑡)

1

𝑞

 

= (
2

𝑎 + 1 
)

1−
1

𝑞

 

× ([|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞] ∫[(1 − 𝑡)𝛼

1

0

+ 𝑡𝛼]ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡)

1

𝑞

 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç3.15: Teorem3.3’te 𝑠 = 1 alınırsa 

Teorem 2.6 elde edilir 

Sonuç3.16: Teorem3.3’te ℎ(𝑡) = 𝑡 alınırsa 

Sonuç2.4 elde edilir. 

Sonuç3.17: Teorem3.3’te 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 

alınırsa aşağıdaki eşitsizlik ikinci anlamda 

(ℎ − 𝑠)2 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonlar için 

geçerlidir: 

|
1

 𝑏 − 𝑎
[𝑓( 𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
[𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑏) + 𝐽 𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ (
2

𝛼 + 1 
)

1−
1

𝑞

(|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞)
1

𝑞 

     ×  (∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼]ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

Teorem3.4:𝑓 ∶ [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] → ℝ,

(𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) aralığında türevlenebilir 

fonksiyon ve  𝑎 < 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎). Eğer |𝑓′|𝑞, 

𝑞 ≥ 1, [𝑎, 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)] aralığında ikinci 

anlamda (ℎ − 𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon 

ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤
2

(𝛼𝑝 + 1)
1

𝑝

 

× ([|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞] ∫ ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

burada 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. 

İspat: Lemma 2.2’de mutlak değer özelliği 

ve Hölder eşitsizliği kullanıldığında, 

|
1

 𝜂(𝑏, 𝑎)
[𝑓( 𝑎 + 𝜂(𝑏, 𝑎)) + 𝑓(𝑎)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝜂(𝑏, 𝑎))
𝛼+1 [𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑎 +  𝜂(𝑏, 𝑎))

+ 𝐽 𝑎+ 𝜂(𝑏,𝑎)−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤ ∫[(1 − 𝑡)𝛼 + 𝑡𝛼]|𝑓′( 𝑎 +  𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))|𝑑𝑡

1

0

 

= ∫(1 − 𝑡)𝛼|𝑓′( 𝑎 +  𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))|𝑑𝑡

1

0
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+ ∫ 𝑡𝛼|𝑓′( 𝑎 +  𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))|𝑑𝑡

1

0

 

≤ (∫(1 − 𝑡)𝛼𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

 

× (∫|𝑓′( 𝑎 +  𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))|
𝑞

𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

+ (∫ 𝑡𝛼𝑝

1

0

𝑑𝑡)

1

𝑝

 

× (∫|𝑓′( 𝑎 +  𝑡𝜂(𝑏, 𝑎))|
𝑞

𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

≤
2

(𝛼𝑝 + 1)
1

𝑝

 

× ([|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞] ∫ ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

ispat tamamlanmıştır.  

Sonuç3.18: Teorem3.4’te 𝑠 = 1 alındığında 

Teorem 2.7’deki eşitsizlik elde edilir. 

Sonuç3.19: Teorem3.3’te ℎ(𝑡) = 𝑡 alınırsa 

Sonuç2.5 elde edilir. 

Sonuç3.20: Teorem3.4’te 𝜂(𝑏, 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 

alınırsa aşağıdaki eşitsizlik ikinci anlamda 

(ℎ − 𝑠)2 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonlar için 

geçerlidir: 

|
1

 𝑏 − 𝑎
[𝑓( 𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

−
Γ(𝛼 + 1)

(𝑏 − 𝑎)𝛼+1
[𝐽𝑎+

𝛼 𝑓( 𝑏) + 𝐽 𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎)]| 

≤
2

(𝛼𝑝 + 1)
1

𝑝

 

× ([|𝑓′(𝑎)|𝑞 + |𝑓′(𝑏)|𝑞] ∫ ℎ𝑠(𝑡)𝑑𝑡

1

0

)

1

𝑞

 

burada 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. 

4. Sonuç 

Bu çalışmada ikinci anlamda (ℎ −

𝑠)2 − 𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyon sınıfı 

tanımlanmıştır. İkinci anlamda (ℎ − 𝑠)2 −

𝑝𝑟𝑒𝑖𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠  fonksiyonlar için kesirli 

integraller yardımıyla yeni Hermite-

Hadamard tipli eşitsizlikler elde edilmiştir. 

Elde edilen eşitsizlikler özel seçimlerle 

literatürde farklı tip konveks ve preinveks 

fonksiyonlar için daha önceden elde edilmiş 

Hermite-Hadamard tipli eşitsizliklere 

dönüşmüştür. Bu durumda yapılan çalışma 

ile literatürdeki eşitsizlikler genellenmiş ve 

yeni eşitsizlikler elde edilmiştir.  
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