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Ortak Bertrand-B isogeodezik Egriye Sahip Yiizey Aileleri
Kebire Hilal AYVACI, Giilnur SAFFAK ATALAY?

OZET: Bu calismada 3-boyutlu Oklid uzayinda parametrik denklemi ile verilen yiizey iizerinde egriligi
sifirdan farkli olan bir egrinin Bertrand B-¢iftinin bu yiizey lizerinde isogeodezik olmasi i¢in gerekli ve
yeterli sartlar elde edilerek, ortak Bertrand-B isogeodezik egrili ylizey aileleri problemi ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Bertrand-B egri, Bishop-2 ¢atisi, isogeodezik egri, parametrik yiizey.
Surface Family With A Common Bertrand-B Isogeodesic Curve

ABSTRACT: In this paper, we construct a surface family possessing a Bertrand B pair of a given curve
as an geodesic curve. Using the Bishop-2 frame frame of the given Bertrand B curves, we present the
surface as a linear combination of this frame and analyse the necessary and sufficient condition for a
given curve such that its Bertrand B pairs is both parametric and geodesic on a parametric surface.
Finally, we present some interesting examples to show the validity of this study.
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GIRIS

Baglantili egriler karsilikli noktalarinda bir egrinin Frenet vektorlerinden biri ile diger egrinin
Frenet vektorlerinden birinin denk oldugu egrilerdir. Boyle egrilerin iyi bilinen iki 6rnegi evoliit-involiit
egriler ve Bertrand egrileridir. 1668 yilinda C. Huygens daha kusursuz bir saat yapmaya calisirken
involiitleri kesfetmistir. VSEI igin o ve & egrilerinin karsilikli noktalarindaki tegetleri ortogonal ise (o,
a) ikilisine ise evoliit-involiit ¢ifti denir (Millman ve Parker, 1977). Diferansiyel geometride 6nemli bir
yeri olan diger egri 1850 yilinda J.Bertrand tarafindan bulunan Bertrand egrilerdir. Bertrand egrisinin
her noktasindaki asli normal vektorii Bertrand ¢ifti denilen diger bir egrinin asli normal vektoriidiir.
Yerlikaya ve Aydemir (2016) ,Oklid uzayinda Bertrand-B egri ¢iftini ise ilk tanimlayarak Bertrand-B
egrilerinin 6zeliklerini ve bazi karakterizasyonlarini elde etmislerdir.

Geodezik egrili yiizey ailesinin bulunma problemi ilk kez 2003 yilinda ortaya konulmus ve Wang
ve ark. (2004) tarafindan ortak geodezik egriye sahip ylizey ailelerinin parametrik temsili incelenmistir.
Kasap ve ark. (2008) ortak geodezik egriye sahip yiizey aileleri ile ilgili genellemelere yer vermistir.
Bayram ve Kasap (2014) ortak geodezik egriye sahip hiperylizeyleri incelemistir. Ergiin ve Bayram
(2016) tabii liftin geodezik olmasi igin gerekli ve yeterli kosullart vermistir. Son zamanlarda ise Atalay
(2018), E? ii¢ boyutlu Oklid uzayinda ortak Mannheim isogeodezik ve isoasimptotik egriye sahip yiizey
ailelerinin bulunmasi problemini ve Ayvact (2019) ortak Mannheim B-isogeodezik ve isoasimptotik
egriye sahip ylizey ailelerinin bulunmasi problemini incelemistir ve konuyu regle yiizeylere de tagimigtir.
Ozel olarak bu regle yiizey igerisinden agilabilir olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar1 vermistir.

L. Bishop 1975 yilinda alternatif paralel ¢ati olarak adlandirdigimiz Bishop catisini
tanimlamistir. Bishop® un ¢alismasina gére bu ¢atmin kurulabilmesi i¢in egrinin C? sinifindan olmasi
yeterlidir (Bishop, 1975). Bu ise egrinin Frenet catisinin kurulamadigi noktalar da dahil olmak tizere
egri boyunca Bishop ¢atisinin kurulabilecegini gdstermektedir. 2010 yilinda ise Yilmaz ve Turgut
Serret-Frenet ¢atis1 ile baglantili olan B binormal vektor alanini kullanarak Bishop-2 c¢atisini
tanimlamistir.

Bu ¢alismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda parametrik denklemi ile verilen yiizey iizerinde egriligi
stfirdan farkli olan bir egrinin Bertrand-B c¢iftinin bu ylizey {lizerinde isogeodezik olmasi i¢in gerekli ve
yeterli sartlar elde edilerek, ortak Bertrand-B isogeodezik egriye sahip yiizey aileleri problemi ele
alimmistir ve ¢alismay1 destekleyen cesitli 6rnekler verilmistir.

MATERYAL VE YONTEM
Bu kisimda ilk olarak caligma ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tanmim 1: a: 1 € IR — E?2 birim hizli bir egri ve K > 0 olsun. a egrisinin her noktasinda T, N, B vektor
alanlar ikiser ikiser birbirine diktir ve @ egrisinin Frenet ¢ati alanlari olarak adlandirilir (O’neill, 1966).

Tammm 2: a:1 S IR — E3 birim hizli bir egri ve Vs€l icin a”(s) # 0 olsun. Vsel i¢in B'(s) =
—1(s)N(s) olarak tanimli 7 reel degerli fonksiyonuna « egrisinin burulma fonksiyonu, herhangi bir s €
I i¢in 7(s) degerine de a egrisinin a(s) noktasindaki burulmasi denir (O’neill, 1966).

Tamm 3: a:1 € IR — E3 birim hizli bir egri ve K > 0 ise Frenet formiilleri

T’ 0 K O0][T
N'|l=|-k o <|[n (1)
B’ o t oll

seklindedir (O’neill, 1966).
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Tamm 4: M C E3 bir yiizey ve a bu yiizey iizerinde bir egri olsun. a’’ vektdrii VPEM noktas1 icin M
ye dik ise a@ ya M tizerinde bir geodezik egri denir (O’neill, 1966).

Tanmm 5: a:1 € IR - E3 birim hizli bir egri ve a egrisi boyunca Gram-Schmidt yontemi ile
ortonormallestirilmis iki paralel normal vektor alan1 N; ve N, olsun. Bu durumda {T, N;, N,} catisina
a egrisinin Bishop ¢atist denir. Bu ¢at1 igin tlirev formiilleri,

T 0 ki k([T
N, [—kl 0 0]~ )
N,' —k, 0 O0ILN,

seklindedir. Burada k; ve k,, a egrisinin Bishop egrilikleri olarak adlandirilir ve

K(s) = \/klz(s) + kzz(S) , 4(N;,N) = y olmak lizere

k,
0(5) = arctan—=2,
Ky’

{ e = -2,

k,(s) = Kcosy(s),
\k,(s) = Ksiny(s)

dir (Bishop, 1975).

Tanim 6: Birim hizlhi bir a egrisinin Frenet ve Bishop elemanlar1 {T, N, B, K, t} ve {T, Ny, Ny, k1, k,}
olsun. Frenet ve Bishop gatis1 arasindaki iliski

T=a,
{N = cosON; + sinfN,, 3
B = —sinON; + cosON,

seklindedir (Bishop, 1975).

Tamm 7: «, 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen birim hizli bir egri olsun. a egrisinin Bishop-2 catisi
{51, 82, B} olmak iizere tiirev formiilleri

&1 0 0 —-€&]r
S1=(0 0 —& [Ezl (4)
B’ El Ez O B

seklinde tanimhidir. Burada €, €, Bishop-2 egrilikleri olarak adlandirilir (Y1lmaz ve Turgut, 2010).

Tamim 8: a:I € IR — E? birim hizli bir egri ve a egrisinin Frenet ¢atis1 {T, N, B}, Bishop-2 ¢atisi
{&1, &2, B} olmak iizere a egrisinin Frenet ve Bishop-2 catisi arasindaki iligki

T sinf (s) —cos@ (s) 0

N|=]cos@(s) sin 9 (s) ()
B 0
seklindedir. Burada

K=0'(s), ©=1€7(s)+€7(s) (6)
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olmak tizere,

0(s) = arctan (EZ(S)),

€1(s)

€, (s) = —1(s) cos B(s),
{Ez (s) = —1(s) sin O(s)

seklindedir (Yi1lmaz ve Turgut, 2010).
Tamm 9: ¢: D € E? - E3
(w,v) = ¢u,v)
ile tanimlanan @ (D) € E3 yiizeyi verilsin. Yiizey iizerinde
v = v, = sabit icin p(u,vy) = au),
u = uy = sabit icin p(uy,v) = B(v)

egrilerine sirastyla U-parametre egrisi Ve V-parametre egrisi denir (O’neill, 1966). E3 de ¢ = ¢(u,v)
yiizeyi iizerinde isoparametrik bir egri sabit U veya v parametre degerlerine sahip olan egrilerdir. Diger
bir deyisle u, veya v, dyle parametrelerdir ki ¢ (uy, v) = B(v) veya ¢(u,vy) = a(u)dir.

E3 de ¢ = @(u,v) yiizeyi lizerinde a(u) egrisinin isogeodezik olmas1 demek hem geodezik hem
de parametrik egri olmas1 demektir (Kasap ve ark., 2008).

Tanim 10: a ve a” birim hizli egriler olmak {izere a ve a* egrilerinin yay uzunlugu parametreleri
sirastyla s ve s*, Bishop-2 catisi {5, 55, B} ve {&1%, 82", B*} olsun. Eger a ve a* egrilerinin B Bishop-2
vektorii ile B* Bishop-2 vektorii lineer bagimliysa a* egrisine, a egrisinin Bertrand-B ¢ifii;

(a,a™) egri ¢iftine ise Bertrand-B ¢ifti denir.

Buradan hareketle (a,a™) Bertrand -B c¢ifti arasinda
a’(s”) = a(s) +A(s)B(s) ()
bagintis1 yazilir (Yerlikaya ve Aydemir, 2016).

Tamm 11: « egrisinin Bishop-2 ¢atisi {§;,§,, B}, a* egrisinin Bishop-2 ¢atis1 {g,*, &%, B*} olmak
tizere bu catilar arasindaki iliski

" =cosug; +sinug,,
. i (8)
2" = —sinpg; +cosug,

seklindedir. Burada u,a ve a* n karsilikli noktalarinda §; ve §;* arasindaki agidir (Yerlikaya ve
Aydemir, 2016).
BULGULAR VE TARTISMA

a =a(s), @(s,v) yizeyi lzerinde {g,,5,, B} Bishop-2 ¢atis1 ile verilen birim hizli bir egri
olsun. [|&"(s)|| # 0 olarak alalim. a nin Bertrand-B egri ¢ifti olan a* egrisinin ¢ (s, v) yiizeyi lizerinde
1sogeodezik olma sartlar1 incelenecektir.

a* egrisinin Bishop-2 ¢atis1 {§;*, 5,", B*} olmak iizere ¢ (s,v) ylizeyi,

p(s,v) = a’(s) + [x(s,v)e1" +y(s, V)" + 2(s,v)B'] ©)
1978
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seklinde yazilir.

a”*, a nin Bertrand B-egri ¢ifti oldugundan

a*(s*) = a (s) + A(s)B(s) (10)
olup burada A sifirdan farkli bir sabittir.

Esitlik 7. , Esitlik 8. ve Esitlik 10. kullanildiginda, (9) denklemi

(s, v)=a(s) + (7\ + z(s, V))B(s) + (x(s,v) cos u(s) — y(s,v) sin u(s)) £1(s)

+(x(s,v) sinu(s) + (s, v) cos u(s)) £2(s)) (11)
seklinde elde edilir. Buradan Esitlik 5. ve Frenet ve Bishop ¢atis1 arasindaki iliski kullanildiginda,

@(s,v) = a (s) + (x(s,v) sin(6 — p)(s) — y(s,v)cos(6 — u)(s))T(s)
+(x(s,v) cos(0 — u)(s) + y(s,v) sin(0 — u)(s))N(s) + (A + z(s,v))B(s)
(12)
elde edilir.

Simdi @ nin Bertrand B-egri ¢ifti olan a* egrisinin ¢ (s, v) yiizeyi tizerinde isogeodezik olma sartlarini
inceleyelim:

[lk olarak bu Bertrand-B egri ciftinin parametrik olmas: gerektiginden v = v, i¢in vy € [Ky, K,];
x(sl vO) = 3’(5’ vO) = 01 Z(S, vO) = - }\1 Ll <s< LZ! (13)

olmalidir. ikinci olarak a egrisinin Bertrand-B ciftinin ¢ (s, v) yiizeyi {izerinde geodezik olmasi igin
vy € [Ky, K] olmak tizere, n(s,vy)//N(s) olmalidir. Burada n, ¢ = ¢(s,v) yiizeyinin normali ve
N, a(s) egrisinin asli normalidir. ¢ = ¢(s,v) yiizeyinin normal vektori

2p(s,v) % 0p(s,v) (14)

n(s, U) = ds ov

ile tanimli olup Esitlik 6. ve Esitlik 12. kullanilarak v = v, i¢in a® egrisi boyunca normal vektorii

n(s,vp) = 01(s,v9)T(s) + B;(s,v9)N(s) + B3(s,v9)B(s)

(15)

elde edilir. Burada

( B1(s,v0) = —)\T—aZ(;;UO),

0,(s,vy) = — 2520,
) __ 0x(s,vp) ay(s,vg) .
B3 (s,v0) = 752 c0s(8 = ) (s) + 52 sin(6 — 1) (s)

\ +2r 20 i (6 — 1) (5) — Ae 222 cos(6 — ) (s)

(16)

olup geodeziklik sartindan

0z(s,v
z(s, 1) £ 0

=0,
t ov
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ve

0x(s,vy) dy(s,vy)
Tcos(@ —w)(s) + Yy

elde edilir. Buradan S (s) # 0 olmak iizere,

{ x(s,v) = (v —vp)B(s)sin(6 — ) (s),
y(s,v) = =(v —v9)B(s) cos(8 — w)(s)

elde edilir.

sin(@ —u)(s) =0

17

Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem : a = a(s), L; £s < L, aralifinda egriligi sifirdan farkli bir egri ve a*(s), L1 < s <L,
araliginda @ nin Bertrand-B ¢ifti olsun. a* egrisi yiizey lizerinde isogeodeziktir ancak ve ancak

(x(s, Vo) = y(s,vy) =0, z(s,v9) = — A, A#0,

| x(s,v9) = (v = v0)B(s) sin(6 — ) (5,

{|y(s, v) = —(v = v)B(s) cos(6 —pu)(s),  B(s) #0,

L =0, "Zf,j'”") %0
v (18)

dir. Burada K; < v, vy <K, (v, = sabit) olup 0, @ egrisinin T ve §; vektorii arasindaki agidir. u
ise a egrisinin §; Ve §, vektorleri arasindaki agidir.

Esitlik 13. ve Esitlik 17. durumlar birlestirildiginde ¢ ylizeyi iizerinde a egrisinin Bertrand-B egri
ciftinin isogeodezik olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar elde edilmis olur. Burada
x(s,v),y(s,v),z(s,v) sapma fonksiyonlarin1 sartlar1 saglayacak sekilde her farkli se¢ilisinde ayni
Bertrand-B isogeodezik egrisine sahip yiizey ailesinin bir iiyesi elde edilir.

Ornek 1: a(s) = (coss,sins, 0) birim hizli egrisini alalim. 7(s) = 0, K(s) = 1 dir. Ayrica Esitlik
6. dan c sabit olmak tizere,

K(s) = % =1 olupburadan 6(s) =s+c
elde edilir.

a = a(s) egrisinin Frenet ¢atisi

T(s) = (—sins, coss, 0),
N(s) = (—coss,—sins, 0),
B(s) = (0,0,1)

seklindedir.
a) Eger sapma fonksiyonlari

x(s,v) =0, y(s,v) =0, z(s,v) =—-A+v ve 1v,=0 , B(s) =1, u=1olarak segilirse
1sogeodeziklik sart1 saglanmis olur.

Dolayistyla ortak Bertrand-B isogeodezikli yiizey ailesinin bir iiyesi
¢1(s,v) = (coss —vsins,sins + vcoss,v)

olup bu yiizeyin grafigi 0 < s < 2m ve 0 <v <2m alinarak Sekil 1. ile verilir.
1980
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Sekil 1. Ortak Bertrand B-isogeodezikli yiizey ailesinin bir iiyesi.

b) Eger sapma fonksiyonlar1  x(s,v) = vsin(2s) sins, y(s,v) = —vsin(2s)coss,

z(s,v) =—A+v ve vy =0, B(s)=sin(2s), u = 0 olarak segilirse isogeodeziklik sart1 saglanmig
olur. Dolayisiyla ortak Bertrand-B isogeodezikli yiizey ailesinin bir bagka iiyesi

@,(s,v) = (coss — vsinssin(2s),sins + v cos s sin(2s), v)

seklinde elde edilir. 0 < s < 2m ve 0 < v < 2m i¢in bu yiizeyin grafigi de Sekil 2. deki gibidir.

Sekil 2. Ortak Bertrand B- isogeodezikli yiizey ailesinin bir iiyesi.
c) Eger sapma fonksiyonlar1 x(s,v) = vsin(2s) sins, y(s,v) = —vsin(2s)coss,

z(s,v) = —A+sinv ve vo =0, B(s) =sin(2s), u = 0olarak segilirse isogeodeziklik sarti
saglanmis olur. Dolayisiyla ortak Bertrand-B isogeodezikli ylizey ailesinin bir bagka iiyesi

@3(s,v) = (coss — vsin s sin(2s), sins + v cos s sin(2s) , sinv)

seklinde olup 0 < s < 2rm ve 0 < v < 2m i¢in bu ylizeyin grafigi Sekil 3. ile verilmistir.
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i

Sekil 3. Ortak Bertrand B- isogeodezikli yiizey ailesinin bir iiyesi.

SONUC

3-boyutlu Oklid uzayinda parametrik denklemi ile verilen yiizey iizerinde egriligi sifirdan farkl
olan bir egrinin Bertrand-B ¢iftinin bu yiizey iizerinde isogeodezik olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar
elde edilerek ortak Bertrand-B isogeodezik egrili yiizey aileleri problemi elde edildi. 3 boyutlu Oklid
uzayinda herhangi bir yiizey i¢in elde edilen bu sartlar yiizeyin regle ylizey olmasi durumu da
arastirilarak bu regle yiizey igerisinden agilabilir olanlar1 da ayrica incelenenen c¢alismalarimiz
arasindadir. Ayrica bu ¢alismada elde edilen sonuglarin karsiliklar: 3-boyutlu Minkowski uzayinda ya
da yiiksek boyutlu ¢esitli uzaylarda arastirilabilir.
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