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Ortak Bertrand-B İsogeodezik Eğriye Sahip Yüzey Aileleri 

Kebire Hilal AYVACI1, Gülnur ŞAFFAK ATALAY2*  

ÖZET: Bu çalışmada 3-boyutlu Öklid uzayında parametrik denklemi ile verilen yüzey üzerinde eğriliği 

sıfırdan farklı olan bir eğrinin Bertrand B-çiftinin bu yüzey üzerinde isogeodezik olması için gerekli ve 

yeterli şartlar elde edilerek, ortak Bertrand-B isogeodezik eğrili yüzey aileleri problemi ele alınmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Bertrand-B eğri, Bishop-2 çatısı, isogeodezik eğri, parametrik yüzey. 

Surface Family With A Common Bertrand-B Isogeodesic Curve 

ABSTRACT: In this paper, we construct a surface family possessing a Bertrand B pair of a given curve 

as an geodesic curve. Using the Bishop-2 frame frame of the given Bertrand B curves, we present the 

surface as a linear combination of this frame and analyse the necessary and sufficient condition for a 

given curve such that its Bertrand B pairs is both parametric and geodesic on a parametric surface. 

Finally, we present some interesting examples to show the validity of this study.  

Keywords: Bertrand B-curves, Bishop-2 Frame, isogeodesic curve, parametric surface. 
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GİRİŞ  

Bağlantılı eğriler karşılıklı noktalarında bir eğrinin Frenet vektörlerinden biri ile diğer eğrinin 

Frenet vektörlerinden birinin denk olduğu eğrilerdir. Böyle eğrilerin iyi bilinen iki örneği evolüt-involüt 

eğriler ve Bertrand eğrileridir. 1668 yılında C. Huygens daha kusursuz bir saat yapmaya çalışırken 

involütleri keşfetmiştir. ∀s∈I için α ve �̃�  eğrilerinin karşılıklı noktalarındaki teğetleri ortogonal ise (α, 

�̃�)  ikilisine ise evolüt-involüt çifti denir (Millman ve Parker, 1977). Diferansiyel geometride önemli bir 

yeri olan diğer eğri 1850 yılında J.Bertrand tarafından bulunan Bertrand eğrilerdir. Bertrand eğrisinin 

her noktasındaki asli normal vektörü Bertrand çifti denilen diğer bir eğrinin asli normal vektörüdür. 

Yerlikaya ve Aydemir (2016) ,Öklid uzayında Bertrand-B eğri çiftini ise ilk tanımlayarak Bertrand-B 

eğrilerinin özeliklerini ve bazı karakterizasyonlarını elde etmişlerdir.     

  Geodezik eğrili yüzey ailesinin bulunma problemi ilk kez 2003 yılında ortaya konulmuş ve Wang 

ve ark. (2004) tarafından ortak geodezik eğriye sahip yüzey ailelerinin parametrik temsili incelenmiştir. 

Kasap ve ark. (2008) ortak geodezik eğriye sahip yüzey aileleri ile ilgili genellemelere yer vermiştir. 

Bayram ve Kasap (2014) ortak geodezik eğriye sahip hiperyüzeyleri incelemiştir. Ergün ve Bayram 

(2016) tabii liftin geodezik olması için gerekli ve yeterli koşulları vermiştir. Son zamanlarda ise Atalay 

(2018), 3E  üç boyutlu Öklid uzayında ortak Mannheim isogeodezik ve isoasimptotik eğriye sahip yüzey 

ailelerinin bulunması problemini ve Ayvacı (2019) ortak Mannheim B-isogeodezik ve isoasimptotik 

eğriye sahip yüzey ailelerinin bulunması problemini incelemiştir ve konuyu regle yüzeylere de taşımıştır. 

Özel olarak bu regle yüzey içerisinden açılabilir olması için gerekli ve yeterli şartları vermiştir. 

L. Bishop 1975 yılında alternatif paralel çatı olarak adlandırdığımız Bishop çatısını 

tanımlamıştır. Bishop’ un çalışmasına göre bu çatının kurulabilmesi için eğrinin 𝐶2 sınıfından olması 

yeterlidir (Bishop, 1975). Bu ise eğrinin Frenet çatısının kurulamadığı noktalar da dahil olmak üzere 

eğri boyunca Bishop çatısının kurulabileceğini göstermektedir. 2010 yılında ise Yılmaz ve Turgut 

Serret-Frenet çatısı ile bağlantılı olan B binormal vektör alanını kullanarak Bishop-2 çatısını 

tanımlamıştır.  

Bu çalışmada, 3-boyutlu Öklid uzayında parametrik denklemi ile verilen yüzey üzerinde eğriliği 

sıfırdan farklı olan bir eğrinin Bertrand-B çiftinin bu yüzey üzerinde isogeodezik olması için gerekli ve 

yeterli şartlar elde edilerek, ortak Bertrand-B isogeodezik eğriye sahip yüzey aileleri problemi ele 

alınmıştır ve çalışmayı destekleyen çeşitli örnekler verilmiştir. 

MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu kısımda ilk olarak çalışma ile ilgili temel tanım ve teoremlere yer verilecektir. 

Tanım 1: 𝛼: 𝐼 ⊆ 𝐼𝑅 → 𝐸3 birim hızlı bir eğri ve 𝐾 > 0 olsun. 𝛼 eğrisinin her noktasında 𝑇,𝑁, 𝐵 vektör 

alanları ikişer ikişer birbirine diktir ve 𝛼 eğrisinin Frenet çatı alanları olarak adlandırılır (O’neill, 1966). 

Tanım 2: 𝛼: 𝐼 ⊆ 𝐼𝑅 → 𝐸3 birim hızlı bir eğri ve ∀s∈I için 𝛼′′(𝑠) ≠ 0 olsun. ∀s∈I için  𝐵′(𝑠) =

−𝜏(𝑠)𝑁(𝑠) olarak tanımlı 𝜏 reel değerli fonksiyonuna 𝛼 eğrisinin burulma fonksiyonu, herhangi bir 𝑠 ∈

𝐼 için 𝜏(𝑠) değerine de 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki burulması denir (O’neill, 1966). 

Tanım 3: 𝛼: 𝐼 ⊆ 𝐼𝑅 → 𝐸3  birim hızlı bir eğri ve 𝐾 > 0 ise Frenet formülleri 

 [
𝑇′

𝑁′

𝐵′
] = [

0 𝐾 0
−𝐾 0 𝜏
0 𝜏 0

] [
𝑇
𝑁
𝐵
]                                                                                                                     (1) 

şeklindedir (O’neill, 1966). 
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Tanım 4: 𝑀 ⊆ 𝐸3 bir yüzey ve 𝛼 bu yüzey üzerinde bir eğri olsun. 𝛼′′vektörü ∀p∈M noktası için M 

ye dik ise 𝛼ya M üzerinde bir geodezik eğri denir (O’neill,1966).  

Tanım 5: 𝛼: 𝐼 ⊆ 𝐼𝑅 → 𝐸3 birim hızlı bir eğri ve 𝛼 eğrisi boyunca Gram-Schmidt yöntemi ile 

ortonormalleştirilmiş iki paralel normal vektör alanı 𝑁1 ve 𝑁2 olsun. Bu durumda {𝑇, 𝑁1, 𝑁2}  çatısına 

𝛼 eğrisinin Bishop çatısı denir. Bu çatı için türev formülleri, 

 

[

𝑇′

𝑁1
′

𝑁2
′
] = [

0 𝑘1 𝑘2
−𝑘1 0 0
−𝑘2 0 0

] [
𝑇
𝑁1
𝑁2

]                                                                                                                (2) 

şeklindedir. Burada 𝑘1 ve 𝑘2, 𝛼 eğrisinin Bishop eğrilikleri olarak adlandırılır ve  

𝐾(𝑠) = √𝑘1
2(𝑠) + 𝑘2

2(𝑠) , ∡(𝑁1, 𝑁) = 𝛾  olmak üzere  

{
  
 

  
 𝜃(𝑠) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑘2
𝑘1
,

𝜏(𝑠) = −
𝑑𝛾(𝑠)

𝑑𝑠
,

𝑘1(𝑠) = 𝐾𝑐𝑜𝑠𝛾(𝑠),

𝑘2(𝑠) = 𝐾𝑠𝑖𝑛𝛾(𝑠)

 

 dır (Bishop, 1975). 

Tanım 6: Birim hızlı bir 𝛼eğrisinin Frenet ve Bishop elemanları {𝑇, 𝑁, 𝐵, 𝐾, 𝜏} ve {𝑇, 𝑁1, 𝑁2, 𝑘1, 𝑘2} 

olsun. Frenet ve Bishop çatısı arasındaki ilişki  

  {
𝑇 = 𝛼′,

𝑁 = 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑁1 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑁2,
𝐵 = −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑁1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑁2

                                                                                                                   (3) 

şeklindedir (Bishop, 1975). 

Tanım 7: 𝛼, 3-boyutlu Öklid uzayında verilen birim hızlı bir eğri olsun. 𝛼 eğrisinin Bishop-2 çatısı 

{ƹ1, ƹ2, 𝐵} 
olmak üzere türev formülleri 

 [
ƹ1
′

ƹ2
′

𝐵′
] = [

0 0 −∈1
0 0 −∈2
∈1 ∈2 0

] [
ƹ1
ƹ2
𝐵
]                                                                                                                                       (4) 

şeklinde tanımlıdır. Burada ∈1, ∈2 Bishop-2 eğrilikleri olarak adlandırılır (Yılmaz ve Turgut, 2010). 

Tanım 8: 𝛼: 𝐼 ⊆ 𝐼𝑅 → 𝐸3 birim hızlı bir eğri ve 𝛼 eğrisinin Frenet çatısı {𝑇, 𝑁, 𝐵}, Bishop-2 çatısı 

{ƹ1, ƹ2, 𝐵} olmak üzere 𝛼 eğrisinin Frenet ve Bishop-2 çatısı arasındaki ilişki 

[
𝑇
𝑁
𝐵
] = [

sin 𝜃 (𝑠) −cos 𝜃 (𝑠) 0
cos 𝜃 (𝑠) sin 𝜃 (𝑠) 0

0 0 1

] [
ƹ1
ƹ2
𝐵
]                                                                                                                    (5) 

şeklindedir. Burada  

 𝐾 = 𝜃′(𝑠),    𝜏 = √∈1
2 (𝑠) +∈2

2 (𝑠)                                                                                                   (6) 
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olmak üzere, 

    

𝜃(𝑠) = arctan (
∈2(𝑠)

∈1(𝑠)
),  

{
∈1 (𝑠) = −𝜏(𝑠) cos 𝜃(𝑠),

∈2 (𝑠) = −𝜏(𝑠) sin 𝜃(𝑠)
  

şeklindedir (Yılmaz ve Turgut, 2010). 

Tanım 9: 𝜑: 𝐷 ⊆ 𝐸2 → 𝐸3 

                           (𝑢, 𝑣) →  𝜑(𝑢, 𝑣)    

ile tanımlanan 𝜑(𝐷) ⊆ 𝐸3 yüzeyi verilsin. Yüzey üzerinde  

 

𝑣 = 𝑣0 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 𝑖ç𝑖𝑛 𝜑(𝑢, 𝑣0) = 𝛼(𝑢),  

𝑢 = 𝑢0 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 𝑖ç𝑖𝑛 𝜑(𝑢0, 𝑣) = 𝛽(𝑣) 

eğrilerine sırasıyla u-parametre eğrisi ve v-parametre eğrisi denir (O’neill,1966). 𝐸3 de 𝜑 = 𝜑(𝑢, 𝑣)    

yüzeyi üzerinde isoparametrik bir eğri sabit u veya v parametre değerlerine sahip olan eğrilerdir. Diğer 

bir deyişle 𝑢0 veya 𝑣0 öyle parametrelerdir ki 𝜑(𝑢0, 𝑣) = 𝛽(𝑣)
 
veya  𝜑(𝑢, 𝑣0) = 𝛼(𝑢)dır. 

        𝐸3 de 𝜑 = 𝜑(𝑢, 𝑣)  yüzeyi üzerinde 𝛼(𝑢) eğrisinin isogeodezik olması demek hem geodezik hem 

de parametrik eğri olması demektir (Kasap ve ark., 2008). 

Tanım 10: 𝛼 ve 𝛼∗ birim hızlı eğriler olmak üzere 𝛼 ve 𝛼∗ eğrilerinin yay uzunluğu parametreleri 

sırasıyla 𝑠 ve 𝑠∗, Bishop-2 çatısı {ƹ1, ƹ2, 𝐵} ve {ƹ1
∗, ƹ2

∗, 𝐵∗} olsun. Eğer 𝛼 ve 𝛼∗ eğrilerinin 𝐵 Bishop-2 

vektörü ile 𝐵∗ Bishop-2 vektörü lineer bağımlıysa 𝛼∗  eğrisine, 𝛼 eğrisinin Bertrand-B çifti;  

(𝛼,𝛼∗) eğri çiftine ise Bertrand-B çifti denir. 

Buradan hareketle (𝛼,𝛼∗)  Bertrand -B çifti arasında 

𝛼∗(𝑠∗) =  𝛼 (s) + λ(s)B(s)                                                                                                                                           (7) 

bağıntısı yazılır (Yerlikaya ve Aydemir, 2016). 

Tanım 11: 𝛼 eğrisinin Bishop-2 çatısı {ƹ1, ƹ2, 𝐵} ,  𝛼
∗  eğrisinin Bishop-2 çatısı {ƹ1

∗, ƹ2
∗, 𝐵∗} olmak 

üzere bu çatılar arasındaki ilişki  

{
ƹ1
∗ = cos 𝜇ƹ1 + sin 𝜇ƹ2 ,

ƹ2
∗ = −sin 𝜇ƹ1+cos 𝜇ƹ2

                                                                                                                      (8) 

şeklindedir. Burada 𝜇, 𝛼 ve 𝛼∗ ın karşılıklı noktalarında ƹ1 
ve ƹ1

∗ arasındaki açıdır (Yerlikaya ve 

Aydemir, 2016). 

BULGULAR VE TARTIŞMA 

𝛼 = 𝛼(𝑠),   𝜑(𝑠, 𝑣) yüzeyi üzerinde {ƹ1, ƹ2, 𝐵} Bishop-2 çatısı ile verilen birim hızlı bir eğri 

olsun. ‖𝛼′′(𝑠)‖ ≠ 0 olarak alalım. 𝛼 nın Bertrand-B eğri çifti olan 𝛼∗  eğrisinin 𝜑(𝑠, 𝑣) yüzeyi üzerinde 

isogeodezik olma şartları incelenecektir.  

𝛼∗ eğrisinin Bishop-2 çatısı {ƹ1
∗, ƹ2

∗, 𝐵∗}  olmak üzere 𝜑(𝑠, 𝑣)  yüzeyi, 

𝜑(𝑠, 𝑣) = 𝛼∗(𝑠) + [𝑥(𝑠, 𝑣)ƹ1
∗ + 𝑦(𝑠, 𝑣)ƹ2

∗ + 𝑧(𝑠, 𝑣)𝐵∗]
          

                                                           (9) 
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şeklinde yazılır.  

𝛼∗, 𝛼 nın Bertrand B-eğri çifti olduğundan        

 𝛼∗(𝑠∗) =  𝛼 (s) + λ(s)B(s)                                                                                                                                       (10) 

olup burada λ sıfırdan farklı bir sabittir. 

Eşitlik 7. , Eşitlik 8. ve Eşitlik 10. kullanıldığında,  (9) denklemi  

 𝜑(𝑠, 𝑣) = 𝛼 (s) + (λ + z(s, v))B(s) + (𝑥(𝑠, 𝑣) cos 𝜇(𝑠) − 𝑦(𝑠, 𝑣) sin 𝜇(𝑠)) ƹ1(𝑠) 

                 +(𝑥(𝑠, 𝑣) sin 𝜇(𝑠) + 𝑦(𝑠, 𝑣) cos 𝜇(𝑠)) ƹ2(𝑠))

                                                                      

(11) 

şeklinde elde edilir. Buradan Eşitlik 5. ve Frenet ve Bishop çatısı arasındaki ilişki kullanıldığında, 

𝜑(𝑠, 𝑣) = 𝛼 (s) + (𝑥(𝑠, 𝑣) sin(𝜃 − 𝜇)(𝑠) − y(s, v)cos(𝜃 − 𝜇)(𝑠))𝑇(𝑠) 

                   +(𝑥(𝑠, 𝑣) cos(𝜃 − 𝜇)(𝑠) + 𝑦(𝑠, 𝑣) sin(𝜃 − 𝜇)(𝑠))𝑁(𝑠) + (λ + 𝑧(𝑠, 𝑣))𝐵(𝑠)

                                                                  

 

                                             

                                                                                                                                                  

(12) 

elde edilir. 

Şimdi 𝛼 nın Bertrand B-eğri çifti olan 𝛼∗ eğrisinin 𝜑(𝑠, 𝑣) yüzeyi üzerinde isogeodezik olma şartlarını 

inceleyelim: 

İlk olarak bu Bertrand-B eğri çiftinin parametrik olması gerektiğinden 𝑣 = 𝑣0 için 𝑣0 ∈  [𝐾1, 𝐾2]; 

𝑥(𝑠, 𝑣0) = 𝑦(𝑠, 𝑣0) ≡ 0,      𝑧(𝑠, 𝑣0) = − λ,        𝐿1 ≤ 𝑠 ≤ 𝐿2,                                                              (13) 

olmalıdır. İkinci olarak 𝛼 eğrisinin Bertrand-B çiftinin 𝜑(𝑠, 𝑣) yüzeyi üzerinde geodezik olması için 

𝑣0 ∈  [𝐾1, 𝐾2] olmak üzere, 𝑛(𝑠, 𝑣0)//𝑁(𝑠) olmalıdır. Burada n,   𝜑 = 𝜑(𝑠, 𝑣)  yüzeyinin normali ve  

N ,  𝛼(𝑠) eğrisinin asli normalidir. 𝜑 = 𝜑(𝑠, 𝑣)  yüzeyinin normal vektörü    

 𝑛(𝑠, 𝑣) =
𝜕𝜑(𝑠,𝑣)

𝜕𝑠
×
𝜕𝜑(𝑠,𝑣)

𝜕𝑣
                                                                                                                    (14) 

ile tanımlı olup Eşitlik 6. ve Eşitlik 12. kullanılarak 𝑣 = 𝑣0  için  𝛼
∗
  eğrisi boyunca normal vektörü 

 

𝑛(𝑠, 𝑣0) = ∅1(𝑠, 𝑣0)𝑇(𝑠) + ∅2(𝑠, 𝑣0)𝑁(𝑠) + ∅3(𝑠, 𝑣0)𝐵(𝑠)
                                                             (15) 

elde edilir. Burada  

{
  
 

  
 ∅1(𝑠, 𝑣0) = −λ𝜏

𝜕𝑧(𝑠,𝑣0)

𝜕𝑣
,

∅2(𝑠, 𝑣0) = −
𝜕𝑧(𝑠,𝑣0)

𝜕𝑣
,

∅3(𝑠, 𝑣0) =
𝜕𝑥(𝑠,𝑣0)

𝜕𝑣
cos(𝜃 − 𝜇)(𝑠) +

𝜕𝑦(𝑠,𝑣0)

𝜕𝑣
sin(𝜃 − 𝜇) (𝑠)

               +λ𝜏
𝜕𝑥(𝑠,𝑣0)

𝜕𝑣
sin(𝜃 − 𝜇) (𝑠) − λ𝜏

𝜕𝑦(𝑠,𝑣0)

𝜕𝑣
cos(𝜃 − 𝜇)(𝑠)

                                                              

(16)

 

olup geodeziklik şartından   

𝜏 = 0,
𝜕𝑧(𝑠, 𝑣0)

𝜕𝑣
 ≠ 0 
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ve 

𝜕𝑥(𝑠, 𝑣0)

𝜕𝑣
cos(𝜃 − 𝜇)(𝑠) +

𝜕𝑦(𝑠, 𝑣0)

𝜕𝑣
sin(𝜃 − 𝜇) (𝑠) = 0 

elde edilir. Buradan 𝛽(𝑠) ≠ 0 olmak üzere, 

{
𝑥(𝑠, 𝑣) = (𝑣 − 𝑣0)𝛽(𝑠) sin(𝜃 − 𝜇) (𝑠),

𝑦(𝑠, 𝑣) = −(𝑣 − 𝑣0)𝛽(𝑠) cos(𝜃 − 𝜇)(𝑠)
                                                                                           (17)                                                                                                                                                      

elde edilir. 

Böylece aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

Teorem : 𝛼 = 𝛼(𝑠),   𝐿1 ≤ 𝑠 ≤ 𝐿2  aralığında eğriliği sıfırdan farklı bir eğri ve 𝛼∗(𝑠), 𝐿1 ≤ 𝑠 ≤ 𝐿2 
aralığında 𝛼 nın Bertrand-B çifti olsun. 𝛼∗ eğrisi yüzey üzerinde isogeodeziktir ancak ve ancak 

{
 
 

 
 
𝑥(𝑠, 𝑣0) = 𝑦(𝑠, 𝑣0) ≡ 0,          𝑧(𝑠, 𝑣0) = − λ,        λ ≠ 0,

𝑥(𝑠, 𝑣0) = (𝑣 − 𝑣0)𝛽(𝑠) sin(𝜃 − 𝜇) (𝑠),  

 
  

𝑦(𝑠, 𝑣) = −(𝑣 − 𝑣0)𝛽(𝑠) cos(𝜃 − 𝜇)(𝑠),        𝛽(𝑠) ≠ 0,

   

𝜏 = 0,         
𝜕𝑧(𝑠,𝑣0)

𝜕𝑣
 ≠ 0  

                                                               (18)

 

dır. Burada 𝐾1 ≤ 𝑣,      𝑣0 ≤ 𝐾2 ( 𝑣0 = sabit) olup 𝜃, 𝛼 eğrisinin 𝑇 ve  ƹ1 vektörü arasındaki açıdır. 𝜇 

ise 𝛼 eğrisinin ƹ1 ve ƹ2 vektörleri arasındaki açıdır. 

Eşitlik 13.  ve Eşitlik 17. durumları birleştirildiğinde 𝜑 yüzeyi üzerinde 𝛼 eğrisinin Bertrand-B eğri 

çiftinin isogeodezik olması için gerekli ve yeterli şartlar elde edilmiş olur. Burada 

𝑥(𝑠, 𝑣), 𝑦(𝑠, 𝑣), 𝑧(𝑠, 𝑣) sapma fonksiyonlarını şartları sağlayacak şekilde her farklı seçilişinde aynı 

Bertrand-B isogeodezik eğrisine sahip yüzey ailesinin bir üyesi elde edilir. 

Örnek 1:  𝛼(𝑠) = (cos 𝑠, sin 𝑠, 0) birim  hızlı eğrisini alalım. 𝜏(𝑠) = 0, 𝐾(𝑠) = 1 dir. Ayrıca Eşitlik 

6. dan c sabit olmak üzere,  

𝐾(𝑠) =
𝑑𝜃

𝑑𝑠
= 1    olup buradan   𝜃(𝑠) = 𝑠 + 𝑐 

elde edilir.  

𝛼 = 𝛼(𝑠) eğrisinin Frenet çatısı  

{

𝑇(𝑠) = (− sin 𝑠, cos 𝑠, 0),

𝑁(𝑠) = (−cos 𝑠, − sin 𝑠, 0),
𝐵(𝑠) = (0,0,1) 

 
şeklindedir. 

a) Eğer sapma fonksiyonları  

𝑥(𝑠, 𝑣) = 0,   𝑦(𝑠, 𝑣) = 0,    𝑧(𝑠, 𝑣) = −λ + 𝑣  ve 𝑣0 = 0 , 𝛽(𝑠) = 1,   𝜇 = 1 olarak seçilirse 

isogeodeziklik şartı sağlanmış olur. 

Dolayısıyla ortak Bertrand-B isogeodezikli yüzey ailesinin bir üyesi 

 𝜑1(𝑠, 𝑣) = (cos 𝑠 − 𝑣 sin 𝑠 , sin 𝑠 + 𝑣 cos 𝑠 , 𝑣)  

olup bu yüzeyin grafiği 0 ≤ 𝑠 ≤ 2𝜋    𝑣𝑒    0 ≤ 𝑣 ≤ 2𝜋    alınarak Şekil 1.  ile verilir. 
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Şekil 1. Ortak Bertrand B-isogeodezikli yüzey ailesinin bir üyesi. 

b) Eğer sapma fonksiyonları     𝑥(𝑠, 𝑣) = 𝑣 sin(2𝑠) sin 𝑠 ,      𝑦(𝑠, 𝑣) = −𝑣 sin(2𝑠 )cos 𝑠, 

𝑧(𝑠, 𝑣) = −λ + 𝑣
 
   

ve   𝑣0 = 0 ,   𝛽(𝑠) = sin(2𝑠),   𝜇 = 0 olarak seçilirse isogeodeziklik şartı sağlanmış 

olur.  Dolayısıyla ortak Bertrand-B isogeodezikli yüzey ailesinin bir başka üyesi 

𝜑2(𝑠, 𝑣) = (cos 𝑠 − 𝑣 sin 𝑠 sin(2𝑠) , sin 𝑠 + 𝑣 cos 𝑠 sin(2𝑠) , 𝑣)
 

şeklinde elde edilir. 0 ≤ 𝑠 ≤ 2𝜋    𝑣𝑒   0 ≤ 𝑣 ≤ 2𝜋  için bu yüzeyin grafiği de Şekil 2. deki gibidir. 

 
Şekil 2. Ortak Bertrand B- isogeodezikli yüzey ailesinin bir üyesi. 

c) Eğer sapma fonksiyonları  𝑥(𝑠, 𝑣) = 𝑣 sin(2𝑠) sin 𝑠 ,   𝑦(𝑠, 𝑣) = −𝑣 sin(2𝑠 )cos 𝑠, 

𝑧(𝑠, 𝑣) = −λ + sin 𝑣
 

 

ve    𝑣0 = 0 ,   𝛽(𝑠) = sin(2𝑠), 𝜇 = 0 olarak seçilirse isogeodeziklik şartı 

sağlanmış olur.  Dolayısıyla ortak Bertrand-B isogeodezikli yüzey ailesinin bir başka üyesi 

𝜑3(𝑠, 𝑣) = (cos 𝑠 − 𝑣 sin 𝑠 sin(2𝑠) , sin 𝑠 + 𝑣 cos 𝑠 sin(2𝑠) , 𝑠𝑖𝑛𝑣)
 

şeklinde olup 0 ≤ 𝑠 ≤ 2𝜋   𝑣𝑒   0 ≤ 𝑣 ≤ 2𝜋  için bu yüzeyin grafiği Şekil 3. ile verilmiştir. 
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Şekil 3.  Ortak Bertrand B- isogeodezikli yüzey ailesinin bir üyesi. 

SONUÇ 

3-boyutlu Öklid uzayında parametrik denklemi ile verilen yüzey üzerinde eğriliği sıfırdan farklı 

olan bir eğrinin Bertrand-B çiftinin bu yüzey üzerinde isogeodezik olması için gerekli ve yeterli şartlar 

elde edilerek ortak Bertrand-B isogeodezik eğrili yüzey aileleri problemi elde edildi. 3 boyutlu Öklid 

uzayında herhangi bir yüzey için elde edilen bu şartlar yüzeyin regle yüzey olması durumu da 

araştırılarak bu regle yüzey içerisinden açılabilir olanları da ayrıca incelenenen çalışmalarımız 

arasındadır. Ayrıca bu çalışmada elde edilen sonuçların karşılıkları 3-boyutlu Minkowski uzayında ya 

da yüksek boyutlu çeşitli uzaylarda araştırılabilir. 
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