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Oklid uzayinda bir ii¢genin yiiksekliklerinin kesim noktalarinin Bl
kiiresel imajlar1 ve ¢izgiler uzayinda karsitlar: Dl
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Bu ¢alismada Oklid uzayinda bir iiggenin yiiksekliklerinin kesim noktasinin kiiresel imajlar1 vektdrel
hesapla ispat edilerek ¢izgiler uzayinda kargitlar1 olan sonuglar ortaya konmus ve bu sonuglar bir
uzay altigeninde verilmistir.
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ABSTRACT

In this paper, the spherical images of the notions of orthocenter of triangle in the Euclid Space were
proved by vector calculus. Then passing to line space corresponding notions of a space sixgon were

given
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1. Giris

Uzay geometrisi i¢in esas temel elemanlar noktalar
veya diizlemlerdir. Ancak, J.Plicker (1801-1868) uzay
elemani olarak ilk defa dogrular ve kiireleri kullanmistir.
FXKlein (1866-1868) yillarinda
¢izgilerin uzay elemani goziiyle bakilmasima dayanan

Pliicker’in  ‘Dogru
uzaymn yeni geometrisi’ adli eserini yayinladi. Bundan
once cizgiler geometrisi, geometrik optikle ilgili olarak
W.R Hamilton (1805-1860) ve diferansiyel geometri
(1810-1893) tarafindan
gelistirilmistir. Cizgiler geometrisinin ytizeyler teorisi ile
¢ok siki bir iligkisi oldugu daha sonra anlagilmistir. Bu
calismada E. Study ve W. Blashchke’nin ¢alismalarinin

acisindan da E. Kummer

15181 altinda, diizlem geometride {iggende yiikseklikler
teoreminin dual birim kiire tizerindeki kanitlar: verilip,
bunlarin gizgiler uzayinda karsitlari aragtirillacaktir.

2. Gereg ve Yontem

Cok boyutlu bir uzayda ¢ok parametreli bir lineer alt
uzay ailesinin incelenmesi, genel olarak ¢esitli modeller
olusturularak yapilmistir. Alt uzaylar bu model igerisinde
birer nokta olarak kabul edilerek uzayin yeni yapist
inga edilmistir. Cizgiler geometrisi alaninda bunun en
iyi 6rnegi E.Study tarafindan ortaya atilan modeldir.
Burada ana fikir geometrinin temel elemanlarindan olan
nokta ile dogrunun yer degistirmesine yani dualiteye
dayanmaktadir.

2.1. Birim Dual Kiire Yiizeyi Uzerindeki Bir
Uggenin Yiikseklikleri

Teorem 2.1: Birim dual kiire tizerinde ¢izilen bir
iggenin ¢ yiiksekligi bir noktada kesisir.
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Kanit: Bir tiggenin ytiksekliklerine biiyiik dual daire
yaylari, kdselerine noktalar karsilik gelecek sekilde birim
dual kiire ylizeyi izerinde ¢izildigini géz oniine alalim.

[B,C,H.l,[C,A H|[A B,H,| nokta iclileri-

nin ayn1 diizlemde bulunmalar1 kosulu sirasiyla,

I_"I)A.(B)/\C)) =0
H:;.(CAK)=0 2.1)
He.(AAB)=0

Yazilir. AH 4 ile BC, BH ile CA ve CH ile AB
yaylarindan gegen biiyiik dual dairelerin dik kesismeleri

Icin.

(BAG).(AAH))
(CAK).(BAHS)
(AAB).(CAH)

0
0 (2.2)
0

Bagintilarinin saglanmasi gerekir. (2.2) de Lagrange
6zdesligini kullanarak ve

—> —>

M,, A.B)

BC)=M,AC) = M. (2.3)

Ifadesini de dikkate alarak,

|=H..[M.C—M;B]
|=Hs.[M,K—M.C]
A|=Hc.[M:B-M,A]

B
6

0
0r (2.4)
0

Elde edilir. Hi=1Hs=1He=

olmak tizere (2.1) ve (2.4) bagintilarindan,

1, ile belli

(M.C—M;B)]

H.=H,[(BAC)A
A MA—M.C)]
A

Hs = H;[(CAA)
He=H:[(AAB)

(2.5)

(M:B—M,A)]

dikme ayaklar1 bulunur.
M,=(CAK).(KAB) =MMc— M,
A(BA C) McM,— My
A(CAK

:MBMA_MC

(2.6)

Esitlikleri de goz 6niine alinarak, (2.5) denklemleri,

H.=H,M,B+M,C)
Hs=H, M.C+M,K

A) 27)
He :HU(M2A+M1 )

Seklinde son halini alir. [A,HA], [B,HB], [C,HC]
nokta ciftlerinden gegen biiyiik dual hiper dairelerin
merkezlerinden diizlemlerine ¢ikilan birim dual vektorler,

N4, Ny, N dual skalerleri Ni= 1,N§; =1, Ne=1

ile belli olmak tizere,

N.= Ny (K A ﬁA)
N:s=N,;(BAH») (2.8)
Ne= Ne¢ (6 A ﬁc)
Olur. (2.7) denklemlerini de kullanarak,
(NA, ﬁB, ﬁc) =0 (2.9)

elde edilir. Bu son bagmntidaki karma carpimin
sifir olmasy,birim dual kiire ylizeyi iizerine ¢izilen bir
ticgenin {i¢ yiiksekliginin H gibi bir noktada kesistigini
gosterir.Bu kesim noktasina giden yer vektorii olmak
iizere, | H,A,H 1] ve [ H,B,H ] nokta iicliisiiniin ayni

diizlemde bulunmalar: kogulu sirasi ile

H(AAHY) = O}
(2.10)

H(BAH»)=0

yazilir. H, dual skaleri ﬁz = 1 ile belli olmak tizere

(2.10) dan,
H=H.[(AANH.) ABAH3)] (2.11)

Elde edilir. . (_2)71,) (2.11)
H=H,H;H (A,B,C) alinirsa

kullanilirsa  ve

H=HMMA+MMB+MMC) (@12

bulunur.

Bu teoremin ¢izgiler uzayinda karsiligini arastiralim.
Dual birim kiirenin merkezinden asagidaki nokta
tiglitlerinin tizerinde bulunduklar diizlemlere dik olarak
¢ikilan birim dual vektérler goz 6niine alinarak,

B,C'\ H s noktalarinin belirttigi diizlemin birim dual
vektorii Hi I

C,A, Hz noktalariin belirttigi diizlemin birim dual
vektorii Ho 11

A, B, H ¢ noktalarinin belirttigi diizlemin birim dual
vektorii Hs 11

A,H A,H noktalarinin belirttigi diizlemin birim dual
vektorii Ha Y
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B ,H B,H noktalarinin belirttigi diizlemin birim dual
vektorit Hs A%

B ) H C,H noktalarinin belirttigi diizlemin birim dual
vektori He VI

Olsun. Buna gore asagidaki bagintilar yazilir.

Idn ¢)BLH b)CLH ¢)H:LlH
Iden ¢,)CLH: b)A 1L H: ¢,)Hs 1 H:
llden ¢,)A 1 H; b;))BLH ¢;)He L Hs
IVden ¢,)A 1 H: b)H:1LH ¢,)HLH
Vden ¢;)BLHs b;)Hs L Hi ¢;)H L Hs
Vidan ¢,)C L Hs bs)He L Hi co)H L He

Hipotezden, ilgili daireler dik kesistiginden,

Gﬂ) ﬁl J_ ﬁ4 b7) ﬁz J_ ﬁs C7) ﬁ?) J_ ﬁ6

Bulunur. @1, b1, @», bs, as, b; bagintilarindan,

(B) ve (C ) nin ortak dikmesi (H 1)
(C ) ve (A) nin ortak dikmesi (H 2)
(A) ve (B ) nin ortak dikmest (H 3)

VII

Olur. VII den B1B:;B;B.B;Bs dik uzay altigeni
olusur. @4, @s, As, A7, b?, C7 den,
(A) ve (H 1) nin ortak dikmesi (H 4)
(B) ve (H 2) nin ortak dikmesi (H 5)
(C ) ve (H 3) nin ortak dikmesi (H 6)

VIII

bulunur. VIII den dik uzay altigeninin kargilikli
kenarlarinin ortak dikmeleri bulunur. ¢4, Cs, Cs dan

(H,),(H;),(H,) dogrularmin ortak dikmesi (H) 1x

Oldugu goriliir. Sirasi ile VII, VIII, IX o6zellikleri
kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢  2.1: Bir dik uzay
(B \B,B;B,BsB 5), karsilikli kenarlarinin
((A)dle (H.),(B)ile (H.),(C)ile (H:)) ortak dik-
melerinin ((H.),(H;),(Hs)) bir ortak dikmesi (H)

vardir.

altigeninin

Teorem 2.2: Birim dual kiire yiizeyi tizerine ¢izilen bir
tiggeninin yiiksekliklerinin dikme ayaklar1 H 4, H 5, Hc
olmak iizere ABC ve H,HH ¢ ii¢genlerinin karsilikli
kenarlarimin kesim noktasi bir dogru iizerindedir.

Kanit: Teorem2.1.debirim dualkiireiizerine¢izilenbir
iggeninin ii¢ yiiksekliginin gibi bir noktada kesistigi gos-

terilmi§ti. [RA,HB,Hc], [RB,Hc,HA], [Rc,HA,HB]
nokta tgliilerinin ayni diizlemde bulunmalari kosullar:
sirasiyla,

R.. (ﬁB/\ ﬁf) =0

Rs. (ﬁc A ﬁA) =0 (2.13)
Re. (ﬁA A ﬁB) =0

Yazilir. [R4,B,C|[RsA,C][Rc,A,B], nokta

tiglilerinin ayni diizlemlerde bulunmalar: kosullari siras:

ile,
R..(BAC)=0
R:.(CAK)=0 (2.14)
Re.(BAK)=0
Elde edilir,. ~ R., R Rc  dual  skalerleri

Ri= 1, R:= 1, R¢ =1 ile belli olmak iizere (2.13)
ve (2.14) bagintilarindan,

(BAC)]
(CAA)]
(AAB)]

R :RA[(ﬁB/\ﬁC) A
Rs=R;[(He AH) A
Rc :Rc[(ﬁA/\ﬁB) A

(2.15)

Bulunur. (2.15) de (2.7) esitlikleri de kullanilarak ve

R, =R.H;H:M,(AB,C
R,=Rz:H.H:M,(A B,C),
R;=RcH.H;M;(A B,C

alinmak Gzere,

Rs= (M, C—M;A) (2.16)
sonucuna varilir buradan da,
(ﬁA, ﬁB, ﬁ(‘) =0 (2.17)

bulunur. Bu son ifade R4, R, B¢ noktalarinin bir
dogru tizerinde oldugunu gosterir. Cizgiler uzayinda
bu teoremin karsiti aragtirilirsa Teorem 2.1. nin

1,cz,c3,b » b5,b ozelliklerinden,
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(H 1) e (H 4) in ortak dikmesi (H A)
(H 2) ile (H 5) in ortak dikmesi (H B) X
(H 3) e (H 6) in ortak dikmesi (H c)

olur.

H g, He, R noktalariman belirtigi dizleme dik birim vektor Xa
Hc, Ha, R noktalarinin belirtigi duzleme dik birim vektor Xs
H ., Hp, Rc noktalarinin belirtigt duzleme dik birim vektor Xe

R, Ry, Re noktalariman belirtigi dizleme dik birim vektor X
Olsun. XI den,
(H B) ile (H c) nin ortak dikmest (X A)

(H c) ile (H A) nin ortak dikmesi (X B) XII

(H A) ile (H B) nin ortak dikmest (X c)
alinarak,

R. 1 X)A, R: L X)B7 Re L Xe XTI

Olur. Teorem 2.1. den,

R ., B ve C nin bulundugu diizlemde,
R, A ve C nin bulundugu diizlemde,
Rc, Ave B nin bulundugu diizlemde,

olduklarindan

R. L ﬁl, R: L ﬁ2, Rc 1 H; XIvV

Oldugu goriiliir. XIII ve XIV 6zelliklerinden,

(X4) ve (H.) in ortak dikmesi (R.)
(X 5) ve (H,) in ortak dikmesi (R 5) XV
(X¢) ve (Hs) in ortak dikmesi (Rc)

Olur. XI son 6zelliginden de,

(R.),(R5),(Rc) min ortak dikmesi (X) XVI

Bulunur. Simdi siras1 ile Teorem 2.1. in VII, VIII
ozelliginden ve X, XII, XV, XVI ozellikleri kullanilarak
agagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.2: Bir dik uzay  altigeninin
(B\B,B:B,B;Bs) karsiikli kenarlarinin ortak dik-
melerinin ((H 4), (H 5) , (H 6)) aralikli ti¢ kenar: tize-
rindeki ayaklarmdan (B7,Bo, B )ortak  dikmelere
((Hﬁ)a (H4)7 (HS)) vebukenarlara ((HS)a (H1)7 (HZ))
dik olarak ¢ikilan dogrularin ((H c), (H A), (H B)) ardi-
sik ortak dikmelerinin ((X3),(X¢),(X4)) karsilik-
i kenarlarla ((H,), (H 3), (H,)) ortak dikmelerinin
((R B), (Rc), (R A)) migterek bir ortak dikmesi (X )

vardir.
3. Sonug ve Oneriler:

Bu ¢alismada farkli iki geometrik yap1 igerisindeki
kavramlar karsilagtirilarak her iki geometride de gecerli
olan teorilerin kendi yapilari icerisindeki ifadelerin diger
geometrik uzaydaki karsiligi tanimlanarak daha kapsaml
sonuglara ulagilmigtir. Bu ¢alismada yapilan, Oklid
uzayindaki bir {iggenin yiiksekliklerinin bir noktada
kesistigi teoreminden hareketle, bu teoremin birim
dual kiire tizerinde de gegerli oldugu kanitlanip ters
projeksiyonla Oklid uzayinin daha karmagik ve orijinal
teoremi elde edilmistir.
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