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Oz

Bu ¢alismada, sag ya da sol sinir katlarina sahip singiiler pertiirbe multi-point sinir deger probleminin ¢éziimii igin
diizgiin sebeke tlizerinde sayisal integral metodu sunulur. Bu metodun yaninda yamuk metodu, sonlu fark metodu
ve Thomas algoritmasindan yararlanilir. Onerilen yontemin kararlilig1 ve yakisakhg analiz edilir. Son olarak da,
yontemin dogrulugunu ve verimliligini gosteren 6rnek uygulamalar yapilir.

Anahtar kelimeler: Singiiler Pertiirbe Multi-point Smir Deger Problemi, Sayisal Integral Metodu, Yamuk
Metodu, Sonlu Fark Metodu, Sag (Sol) Smir Kati, Diizgiin Sebeke.

A Numerical Solution for Singularly Perturbed Multi-Point Boundary
Value Problems with the Numerical Integration Method

Abstract

In this study, the numerical integral method on a uniform mesh presented to solve the singularly perturbed multi-
point boundary value problem with the right or left boundary layer. Besides this method, trapezoid method, finite
difference method and Thomas algorithm are used. The stability and convergence of the proposed method is
analyzed. Finally, sample applications are performed to demonstrate the accuracy and efficiency of the method.

Keywords: Singulary Perturbed Multi-Point Boundary Value Problem, Numerical Integration Method,
Trapezoidal Method, Finite Difference Method, Right (Left) Boundary Layer, Uniform Mesh.

1. Giris

Singiiler pertiirbe denklemin en yiiksek mertebeli tiirevinin katsayisi, sifirdan biiyiik, birden ¢ok kiigiik
olan bir € parametresidir. Bu parametreden dolay1 tanim bdlgesinde sinir katlari (yani ince gegis katlari)
olugsmaktadir. Buralarda ¢6ziimiin davranis1 ani ve hizli degisirken, diger kisimlarda ise yavas ve diizenli
degismektedir. Bu degisim davramsglar1 singiiler pertiirbe problemlerin ¢oziimiinde sinirsiz tiirevler
olusturur. Uygulanan bazi klasik niimerik metotlar bu sorunlar1 gideremez. Bu nedenle bu ¢alismadaki
gibi £’a gore kararhilik ve yakinsaklik veren uygun niimerik metotlar tercih edilmelidir. Ornegin sonlu
fark metodu, sonlu elemanlar metodu, pertiirbasyon teknikleri vb. [1-18]. Singiiler pertiirbe problemlerin
sayisal ¢oziimii ve kararlilik analizi birgok arastirmaci tarafindan 1900°li yillardan baslayarak simdiye
kadar yogun olarak arastirilmistir [1-18].

Bu problemler, kimyasal-reaktor teorisi, kontrol teorisi, osinografi, akiskanlar mekanigi,
kuantum mekanigi, hidro mekanik problemler, elektrik aglari ve diger cesitli pratik miihendislik
sistemlerinde, fen bilimlerinde, tip biliminde, aerodinamik, manyetik dinamik, yayma teori, reaksiyon
difiizyon, 151k yayan dalgalar, plazmadaki elektron plazma dalgalari, iletisim hatlar1, plazma dinamik,
aritilmis gaz dinamik, kiitlenin hareketi, plastik, meteoroloji, elektrik akimi, iyon akustik dalgalar1 ve
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baz1 fiziksel modellendirmelerde yer almaktadir [12-14]. Ayrica bazi aragtirmacilar lokal olmayan sinir
kosullu singiiler pertiirbe problemlere de odaklanmiglardir [1-12].

Niimerik integral metodu ise [15,17,18] caligmalarinda Taylor seri agilimi yapildiktan sonra tiim
denklemin integrali alinarak iglemlere devam edilir. Bunlardan farkli olarak [16] ¢caligmasinda ilk olarak
verilen denklemin integrali alinir daha sonra sirasiyla fark tiirevleri kullanilir ve yamuk metodu ile
devam edilir. Nihayetinde Thomas algoritmasi ile yaklasik ¢6ziim bulunur. Niimerik integral metodu
gecikmeli diferansiyel denklemlere [20] ve gecikmeli singiiler pertiirbe multi-point sinir kosullu
problemlere de [21] kolaylikla uygulanabilir.

Biz de bu ¢aligmada, [16] makalesinin verdigi motivasyon ile lokal (iki noktali) sinir sartl
singiiler pertiirbe problem yerine singililer pertiirbe multi-point simir deger problemlerini niimerik
integral metodu ile ¢6zmeyi hedeflemekteyiz. Bu problemi asagidaki sekilde verebiliriz:

eu"(x)+a(x)u'(x)+b(x)u(x)=0, 0<x<1, (1.1)
u(O):A,u(l):m:ciu(si)+B 12)

A, B ve ¢, sonlu sabitler; a(x), b(x)vef (X) sirekli fonksiyonlar; 0<s, <5, <...<S_ , <1.

Bu problemin katkisi su sekilde 6zetlenebilir: Simdiye kadar, ¢ok noktali sinir durumlu singiiler pertiirbe
problemler farkli yontemlerle ¢o6zilmistir. Bu yontemlerden farkli olarak singiiler pertiirbe
problemlerin sayisal integral yontemiyle basarili bir sekilde ¢oziildiigii bu ¢alismada gosterilmistir.

Calisma su sekilde planlanmustir: Giris boliimiinde, singiiler pertiirbe problem ve sayisal integral
metodu ile ilgili literatiir bilgileri verilir. Boliim 2' de, sag (sol) sinir katli singiiler pertiirbe problem igin
sayisal integral metodu ifade edilir. Ayrica 6nerilen yontemin yakinsaklik ve kararlilik analizi de verilir.
Boliim 3’ te 6nerilen yontemin etkinligini gostermek igin iki test problem incelenir ve sonuglar Boliim
4' te anlatilir.

2. Niimerik Integral Metodu

Bu boliimde, ¢6ziimii arastirilan singiiler pertiirbe problem igin niimerik integral metodunun isleyis
asamalar1 sag ve sol sinir katlar1 durumlarina gore ayr1 ayri ele alinir. Metodun karalilik sartlar1 verilir.

2.1. Sag simir kath problem icin niimerik integral metodunun ¢éziim adimlari séyle siralanir:

1. (1.1) denkleminde a(x) <a <0, a sabit durumu vardir. Yani X =1 sag sinir katidir.

2. [0,1]arahg huzunluklu olarak N pargaya béliiniir. Yani sebeke diizgiindiir. Buradaki
sebeke noktalartise 0= X, <X...<X, =1, X, =%,+ih, i=0,1..,N bi¢imindedir.

3. i=1...N —Licin (1.1) denkleminde her bir terimin [X,_,, X, ] arahiginda integrali alinr.
]l [eu”(x)—a(x)u'(x)+b(x)u(x)]dx = ] f(x)dx, i=12,..,N-1,
ve " "
eu'(x)—eu' (X )—au(x)+a_u(x_,)+ ]'Ib(x)u(x)dx: Tf (x)dx.
4. Adim 3’ te yer alan birinci tiirevler U'(X;) ve u’(x._,) icin u;z%, U, = % _hu'-l

fark yaklagimlar1 kullanmlirsa asagidaki denklem elde edilir.

P P Y e B —au(x)+au(x.,)+ ]ib(x)u(x)dx ]lf(x)dx.
h h

Xia Xia
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5. Adim 4’ te bulunan integraller i¢in yamuk metodu kullamlir ve

8(ui+1h— u, j_ g( u, _hui—l j —au +a U + g[biui +b_u]= g[ fi+f.],

denklemi bulunur.

6. Adim 5’ te baz1 diizenlemeler yapilirsa
7.

ui_l(%+ai_l+h%j—ui (%‘9+ai —h%)+um(%j=g[fi +f.], i=12,..,N-1,

fark denklemi olusur.

8. Yukaridaki fark denklemine sinir sartlarim da koyarsak asagidaki fark problemi olusur:
9.

U, f+ai_1 + hh —u 2—‘9+ai —hg +U, 2 :E[ fi+ ],
h 2 h 2 h 2
Uy=A  U,=»CUy. 1.1
Fark probleminin ¢6ziimii asagida verilen Thomas algoritmasi kullanilarak elde edilir.

2 b h

A:%+ai_1+h%, Bi:%, C, F+ai—h5i, Fi=§[fi+fi_1],
ty=—0 p =HPBA o N1
Ci—aA Ci—aA
U= U+ B, 1=N-1.,21
(1.1)-(1.2) problemine gore,
a,=A f,=0.

2.2. Sol simr kath problem i¢in niimerik integral metodunun ¢6ziim adimlari séyle siralamir:

Sag smnir katli problemin ¢6ziim adimlarina benzer olmasina ragmen asagidaki adimlar sol smir kath
probleme (a(x) >a >0, a sabit) ézgidiir. i =0,1,...N —1 i¢in (1.1) denkleminde her bir terimin

[Xi+1, X; ] araliginda integrali alinir.

U () (% )+ 2 (.0) -8 (%) + [D(x)u(x)ck= | T (x)c

X

e e ' i .. ' ui+1_ i i
Bu denklemde yer alan birinci tlirevler u (Xi +1) ve u (Xi) icin U, = , U=

fark yaklagimlar1 yerlerine yazilir ve asagidaki denklem elde edilir.
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g(UH1;Ui)_8(u ;f j+aHN(XH1 Ib X)dx = Tf(x)dx

Xia

Yukaridaki denklemde yer alan integrallere karsilik olarak yamuk metodu kullanilir ve

E(Ui+lh_Ui j_g(u _hu j+a|+lu|+l au; +— h |:b|+1u|+1+bu ] [fi+1+ fi]’ i:1’2""’ N -1,

denklemi olusur.

U, £ —u, 2_g+ai_m +U,, £+ai+l+hb'+1 E[fi"_fi—l]' i=12,...,N-1
h h 2 h 2 2

fark denklemi olusur. Bu denkleme sinir sartlarini da eklersek asagidaki fark problemi elde edilir:

Ui, £ — U 2_"'ai_m + Ui,y £"'ai+1"'hbI+l E[fi-'_fi—l]’
h h 2 h 2 2

Up=A, Uy =D ClUy. (1.2)

(1.3) fark problemi Thomas algoritmasi kullanilarak ¢6ziiliir. Thomas algoritmasina gore,
2¢ hb h

& & hb

==, Bj==+a_, . C=—"4a-——, F=—[f +f ],
A=y e B e R NI LR
ai+l: Bi ' ﬂi+1: Fi+ﬂiA ' i:112:---1N_1;
C-aA Ci—aA
U= U, +p£.,, 1=N-1..,21
tiim bu adimlar izlenilerek yaklasik ¢6ziim elde edilir.
2.3. Kararhhk
A>0,B,>0ve C,>A+B >0,
| <1, 1=0,1,..,N -1, (1.4)

sartlar1 altinda Thomas algoritmasi kararlhidir. Yine bu sartlar altinda fark probleminin ¢6ziimii vardir ve
tektir [19].

3. Niimerik integral Metodunun Sag ve Sol Simr Sarth Singiiler Pertiirbe Problemlere
Uygulanmasi

Bu boliimde niimerik integral metodunun etkinligini, kararhligin1 ve yakinsakligini gostermek icin iki

ornek verilmistir. [lk drnek sag sinir katlara, ikinci 6rnek ise sol sinir katlara sahiptir.
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Ornek 1

x:l, x:l, x=1
3 2

-l>||—\

X =1 noktasinda sag sinir kati olan singiiler pertiirbe ¢ok noktal [X 0, x=

problemi niimerik integral metodu ile ¢ozelim.

—eu"(x)+u'(x)=1 0<x<1,

u(0)=0, u(l):d+u(ﬂ+2u(%)+3u[%j, (15)

-1 -0.75 -0.66 05
Gec e ¢ +2 ¢ +3e°¢
d~-241- -+ ~ ,
l-e¢ l-ec¢
1
e& _eé‘
u(x)=x-—-—7-,
l-e¢

2.1 de sag smur katli problem i¢in verilen niimerik integral metodunun ¢éziim adimlarini izleyelim:
Ilk olarak (1.6) denkleminin her bir terimimin [Xi_l,Xi] araliginda integrali alinir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

]l [—eu"(x)+u'(x) Jdx = Xjldx,

Xia

—gJ'u” dx+J'u dx_J'ldx

Xia Xia

—eu' (X )+eu' (X, )+u(x)—u(xy)= j 1dx,

elde edilir. Burada,

u'(x) ve u'(x.,) icin U (%)= u”lh_ 4 couL (%)= 4 _hui_l sonlu fark yaklagimlari kullanilir

ve asagidaki denklem bulunur:

_E£Ui+lh_ U J+g(ui _hui_lJ-i-U(Xi)—U(Xi_l) :g( fi+ 1),

bu denklem Xx,_,, X, ve X,

katsayilarina gore yeniden diizenlenir ve

[ S g

fark denklemi elde edilir. Bu fark denklemine sinir sartlar1 da eklenirse agsagidaki fark problemi bulunur:

i+1
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(R
”HZU?’UZ

Artik Thomas algoritmasi ile X, sebeke noktalarinda u;, i

<
—_

>
=z

Il

=1,2,...,N -1 yaklasik ¢6ziimlerine

ulasilir.

' C :_E_ll |:| :_hl
h

Gy = (_Ej o h+(—(;—l)ﬂi
TR

, 1=1,..N-1,

|+1_(—2;‘1j_(_ﬁ_1jai

U =a; Ui, + B, i=N-1..,21.

Thomas algoritmasina gore yukarida verilen ¢6ziim semasi uygun bir matematik programi kullanilarak
uygulanir ve niimerik sonuclar elde edilir. N =24,48,96,...384 ve £ =272,2"*,..., 27 degerleri i¢in

maksimum hatalar bulunur. Tam, yaklagik ¢6ziim ve hata egrileri bu farkli N Ve & degerleri igin
cizilir. Boylece dnerilen metodun singiiler pertiirbe ¢ok noktali problemler i¢in uygun oldugu gdosterilir.

Farkli N degerleri ve € pertiirbasyon parametresi icin maksimum mutlak hatalar Tablo 1' de verilir.

Tablo 1. Ornek 1 igin Thomas algoritmasi ile hesaplanan maksimum hatalar

e/N

24

48

96

192

384

2—10
2—12
2—14
2—16
2—18

2—20

2—35

0.0229007627
0.0058252420
0.0014627007
0.0003660762
0.0000915324
0.0000228867

0.0000000001

0.0447761203
0.0115830129
0.0029211313
0.0007318875
0.0001830965
0.0000457989

0.0000000003

0.0856909703
0.0229007603
0.0058252399
0.0014626985
0.0003660741
0.0000914943

0.000000004

0.1530668055
0.0447761249
0.0115830173
0.0029211358
0.0007318917
0.0001831732

0.0000000008

0.2032438190
0.0856909697
0.0229007511
0.0058252314
0.0014626899
0.0014626899

0.0000000018
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0 0.z 04 0.4 0.2 1

%

—':!'m —2'12_2'14 E'Iﬁ—z'ln
2'24

Sekil 1. N =96 icin hata degerlendirmesi

oo

0.sg

a7

0.6

0.4

0z

0.z

=
o
=]
TN IR T A N T AN T AN TR SN T IR N

a.1

D T T T T T T T T T
a 0.2 0.4 0.6 0= 1

A
b

|— Exact 3olution = A pprozximate Bolution |

Sekil2. N =96, ¢ = 2% icin tam ve yaklasik ¢ozlim egrilerinin karsilastirilmasi
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Ornek 2
Simdi de X =0 noktasinda sol sinir katina sahip asagida verilen ¢ok noktali (X =0,

singiiler pertiirbe problemi niimerik integral metodu ile ¢zelim.

eu"(x)+u'(x)=1+2x, 0<x<1,

y(X)=x(x+1-2¢)+(2¢-1)

(1.7) sol sinir katl problemde ilk denklemin [X

kat1 ¢6ziim adimlar1 asagidaki gibi uygulanirsa:
T [eu”(x)+u’(x)} dx = '[ (1+2x)dx,

X1 Xis1 Xig

gju”(x)dx+ Iu’(x)dx: '[(1+2x)dx,
eu' (X, ) —eu' (%) +u(Xu) If 1+2x)d

g(u”lh_uij—g(ui _hui_lJ+U(Xi+l)_u(Xi):2(fi+1+ fi), fi=1+2x,

elde edilir. Buradaki son denklem X, ,, X, ve X, katsayilarina gore diizenlenir ve

P 2¢ g
U, | —|-u|—+1|+u,,| —+1|{=h(x,,+X+1
I_l[hj |[ h j H—l[h j ( i+1 )
fark denklemi elde edilir. Bu fark denklemi sinir sartlar1 ile birlikte yazilirsa

Uiy (Ej—ui (2{ +1j+ui+1(%+1J = h(xI+l +X, +1)

0()=u(0) -0, u(s)-u[x, | -

2

(1.6)

o ,] aralifinda integrali alinir. 2.2° de verilen sol sinir

fark problemi elde edilir. Bu fark problemini ¢6zmek i¢in kullanilan Thomas algoritmasi asagidaki gibi

verilir:

h h

=—h(x,,+X +1),
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i+1 |+1

Tablo 2' de artan N degerleri ve azalan € degerleri igin maksimum mutlak hatalar verilir.

0.05
0.04
2, 0.03
0.02
0.01

o

1]

nz

0.4

0.4

A
1

0z

1

“

2

— 2‘1[' — 2‘14

-24

2—16

2—20

Sekil 3. N =64 icin hata dagilimi

1
0z
0.6
0.4
0.2 4

B

—D.Eﬂ
-0.4 4

0.4

-”-gfl -

o

A

1]

nz

| —— Exact Solufion

Approximate 3olation |

Sekil4. N =64, ¢ =22

Tablo 2. Ornek 2 i¢in Thomas algoritmasi ile hesaplanan maksimum hatalar

icin tam ve yaklasik ¢ozlim egrilerinin karsilastirilmasi

e/N 16 32 64 128 256

2710 0.0153545667 0.0302438457 0.0587085267 0.1105592894 0.1813295077
2712 0.0038891510 0.0077481537 0.0153771031 0.0302882346 0.0587946935
2714 0.0009754902 0.0019490796 0.0038905760 0.0077509918 0.0153827368
2716 0.0002440724 0.0004880281 0.0009755872 0.0019492576 0.0038909322
2718 0.0000610308 0.0001220595 0.0002440706 0.0004880383 0.0009756416
2720 0.0000152588 0.0000305131 0.0000610314 0.0001220755 0.0002440396
2738 0.0000000000 0.0000000001 0.0000000002 0.0000000002 0.0000000012
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4. Sonuc ve Oneriler

Sag ve sol smir katlar1 igeren singiiler pertiirbe multi-point (¢ok noktali) sinir kosullu problemler
niimerik integral metodu ile analiz edilmistir. [2] ¢alismasinda ise iki noktali sinir deger problemleri
niimerik integral metodu ile ele alinmistir. Bizim ¢aligmamizda ¢ok noktali sinir degerler ele alindiginda
niimerik ¢oziim ile tam ¢6ziim sonuglarinin birbirlerine olduk¢a yakin oldugu hem Tablo 1 ve 2’ de
goriilen hata degerlerinde hem de tam ve yaklagik ¢6ziim egrilerinde goériilmektedir. Ciinkii tam ve
yaklasik ¢6ziim egrileri, Sekil 2 ve 4' te gosterildigi gibi hemen hemen aymidir. Sekil 1 ve 3' te gortildiigii
gibi sinir kat1 bolgelerinde (Ornek 2 igin X =0 ve Ornek 1 icin X =1) hatalar, ¢dziimiin ani ve hizli
degisiminden dolay1 maksimumdur. Onerilen metot her iki simir katlar1 durumunda da diizgiin sebeke
tizerinde birinci mertebeden yakinsaktir. Bu sonuglara gore Sayisal veriler ve tiim sekiller, onerilen
metodun ¢ok iyi ¢alistigini gostermektedir.

Yazarlarin Katkisi

Makalede tiim katki sahsima aittir.

Cikar Catismasi Beyam

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atigmasi bulunmamaktadir.
Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢alismada, arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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