istatistikgiler Dergisi: Istatistik & Aktlierya

Journal of Statisticians: Statistics and Actuarial Sciences

‘ IDIA 11, 2018, 2, 55-72
Gelis/Received:08.05.2018, Kabul/Accepted: 02.12.2018

Aktlierya Dernegi

www.istatistikciler.org

Arastirma Makalesi / Research Article

Another odd log-logistic logarithmic class of
continuous distributions

Morad Alizadeh Mustafa C. Korkmaz  Jehhan. A. Almamy A. A. E. Ahmed

Department of Statistics, Department of Management Information ~ Department of Statistics,
Faculty of Sciences, Measurement and System Department, Mathematics and
Persian Gulf University, Evaluation, Artvin Coruh  Taibah University, Saudi Insurance, Helwan
Bushehr, 75169, Iran University, Artvin, Arabia. University, Egypt.
moradalizadeh@gmail.com Turkey. jmamy@taibahu.edu.sa  aaeahmed@taibahu.edu.sa
0000-0001-6638-2185 mcagatay@artvin.edu.tr 0000-0002-8493-7575 0000-0003-3699-6199

0000-0003-3302-0705

Abstract

In this work, a new class of continuous distributions is presented and the mathematical properties of the new
distribution class is studied. We estimate the model parameters by the maximum likelihood method and assess
its performance based on biases and mean squared errors in a simulation study framework. For the real data set,
the special member of the new class provides a better fit than other models generated by other well-known
families.

Keywords: Odd Log-Logistic Family; Maximum Likelihood Estimation; Compound Class; Order Statistics.
Oz
Siirekli dagilimlarin bir diger odd log-logistik logaritmik sintfi

Bu ¢alismada, siivekli dagilimlarin yeni bir sinifi sunulmustur ve bu yeni dagilim smifinin matematiksel
ozellikleri ¢alisilmistir. Model parametreleri en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi ile elde edilmis ve bu tahmin
edicilerin performanslart yan ve hata kareler ortalamasina dayali olarak bir simiilasyon ¢alismasi iizerinde
gozlemlenmistir. Gergek bir seti icin, yeni sinifin zel bir iiyesi diger iyi bilinen dagilim suiflarinin iiyelerinden
daha iyi uyum saglamigtir.

Anahtar sézciikler: Odd log-logistik ailesi; En ¢ok olabilirlik tahmini; Birlestirilmis smif; Sira istatistikleri.

1. Introduction

Several continuous univariate models have been extensively used for modeling data in many areas such as
insurance, economics, environmental sciences, engineering and biological studies. So, several new families
of distributions have been constructed by extending common classes of continuous distributions. These new
families of distributions give high flexibility by adding one "or more" parameters to the baseline distribution.
Many odd log-logistic-G families can be cited by Alizadeh et al. (2015), Cordeiro et al. (20163, b), Alizadeh


http://www.istatistikciler.org/
mailto:moradalizadeh@gmail.com
http://orcid.org/0000-0003-3302-0705
mailto:mcagatay@artvin.edu.tr
http://orcid.org/0000-0003-3302-0705
mailto:jmamy@taibahu.edu.sa
mailto:aaeahmed@taibahu.edu.sa

M. Alizadeh, M.C. Korkmaz, J.A. Almamy, A.A.E. Ahmed / 56
Istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 55-72

et al. (2017), Brito et al. (2017), Cordeiro et al. (2017), Alizadeh et al. (2018) and Korkmaz et al. (2018),
among others.

Let G(X; ¢)=G(x) be abaseline cumulative distribution function (cdf) and ¢ bethe px1 vector of

associated parameters. Recently, Gleaton and Lynch (2004, 2006 and 2010) introduced a class of
distributions called the odd log-logistic family with one extra shape parameter « >0 defined by the cdf

Hou o (X% a, @:G(X; @a I:G(X; ?)Q'FG(X; ?)a}il, Q)

where G(X; @) =G(x)=1-G(X; ¢). In this paper, we introduce a new family of distributions called

"another odd log-logistic logarithmic-G" (AOLLL-G) family. The cdf of this family is given by

. _1_ _ -1 _ ﬂG(X, ?)a
Frowc (X a, B, ¢)=1 {['09(1 B)] |09{1 G(x 9 +G(x, ?)a}} )

where G(X; @) is the baseline cdf depending on a parameter vector ¢ and @ >0 and 0< <1 are

two additional shape parameters. For each baseline G, it includes odd_log-logistic (AOLL-G) family by
Gleaton and Lynch (2004 and 2006) and logarithmic-G family. Some special models are given in Table 1.

Table 1. Some special models.

al| B |G ¢) Reduced distribution

- [ T1] G(x, ¢#) | OLL-G family [Gleaton and Lynch (2004 and 2006)]
1| - |G(x ¢) Logarithmic-G family baseline distribution
1M1 G ¢) G(X, #)

This paper is organized as follows. In Section 2, we define the new family. Some of its special cases are
presented in Section 3. In Section 4, we derive some of its mathematical properties. Section 5 provides
maximum likelihood estimation procedure for model parameters. In Section 6, a simulation study is
performed to see the efficiency of maximum likelihood method. In Section 7, we illustrate the importance
of the new family by means of an application to real data set. The paper is concluded in Section 8.

2. The new family and its motivation

The corresponding density function of (2) is given by
froc (X @ B 9)=aBg(x, HG(X, #“G(x, §)“ " x
[6(x, ) +G(x, 9)°] ; 3)
x[G(x, 9)"+@-p)G(x ¢)°] logl-p)|

where g(x; ¢) isthe baseline pdf, @ >0 and 0< 8 <1 .Equation (3) will be most tractable when the
cdf G(x) and the pdf g(x) have simple analytic expressions. Hereafter, a random variable X with
density function (3) is denoted by X ~ AOLLL-G («, B, ¢) . Henceforward G(x)=G(X; ¢) and
g(x)= g(x; #) and so on. A motivation of this family can be explained as follows: Suppose that a parallel

system is made up of N components and the lifetimes of the components are independent and identically
distributed (iid) random variables, denoted as Z,,---, Z, , with common cdf (2). Then, the system fails
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as soon as the last component fails, namely the lifetime of the whole system is represented by
X =min{Z,,---, Z,} . In many survival parallel systems, it is almost impossible to have a fixed number

of components because some of them get lost or censored for various reasons. Therefore, we may assume
that N is a discrete random variable. Suppose that N has the logarithmic distribution with, probability
mass function given by

P(N=n)=-8"/Inlog@- ), n=1, 2,..., 0<pB<1.

Then the cdf of the life length of the whole system, X , is obtained as

F(x) :iP(X <X|N =n)P(N =n)

n=1

G 9 '
G(x, )" +G(x, 9)°

BG(x, ¢)*
G(x, #)"+G(x, 9)"

_ i[—ﬂ” /nlog(l-B)] 1—{1

=1- {[Iog(l—ﬂ)]1 log lil—

which is identical to (2). The hazard rate function (hrf) of X becomes
hx: a B, §)=-afg(x G §)G(x 9" [G(x 9" +G(x ¢) ]
<[G(x, 9" +1U-p)G(x "] @

| pex g |
x<log|1- N
G(x, )" +G(x, #)°

3 Special AOLLL-G models

3.1 The AOLLL-normal distribution

We define a new model called AOLLL-normal (AOLLL-N) distribution from (3) by taking
G(x u, a):CD(XjT”) and g(x; x, a):a‘lqﬁ(%“) with ¢=(u, o), where ¢(-) and @(-)
are the pdf and cdf of the standard normal distribution, respectively. Then, the new pdf can be obtained
using (3), where xeR, ueR, «, 0>0,0< S <1.Thepdfofthe new model is denoted by AOLLL-

N. We plot this pdf and its hrf in Figure 1. From Figure 1, we see that the pdf shapes of the AOLLL-N are
skewed and bi-modal.
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Figure 1. Plots of the pdf and hrf of the AOLLL-N distributions.

3.2 The AOLLL-Weibull distribution

We now consider the Weibull (W) distribution as a baseline distribution with pdf
g(x; a, b):babxb’le‘(""x)b andcdf G(x ; a, ;/):1—e‘("‘x)b . Then, the new pdf can be obtained via

(3), where x>0, «, a, b>0,0< <1 .The new model is denoted by AOLLL-W and its pdf and hrf

plots for selected parameter values are displayed in Figure 2. From Figure 2, we see that pdf of the new
model have various important shapes, the pdf shapes are decreasing, unimodal, bi-modal, firstly decreasing
then unimodal shaped. Also, its hrf shapes are increasing, decreasing, unimodal, bathtub and firstly
unimodal and then increasing. So, we can say that new distribution can be useful for modelling various data
sets.

20

T
— a=0.1E, =05, a=1, b=k — a=0.1E, =05, a=1, b=t i -
- - =03, =05, 3=, b=k - = =03, p=05, a=1, b=& A -
=045, =05, a=1, b=§ =025, (=05, a=1, b=1 ) -
= - w=03, p=08, a=1, b=Z - a=0J5, =085, a=1, b=2 -
- =07, p=08, a=1, b=2 =078, i=086, a=1, b=175

0.0 os 1.0 1.5 20 0o a2 0.4 e oa 10 1.2

Figure 2. Plots of the pdf and hrf of the AOLLL-W distributions

4 Mathematical properties

4.1 Quantile function

The new family of distributions is easily simulated by inverting (2) as follows: if U has a uniform
U (0, 1) distribution, then
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QU)=G™ {1—};[11— (1_ﬁ)1—u]}% |
{%I:l_(l_ﬂ)l—u ]}5 +{1_%|:1—(1_ﬁ)l—u :I};

(®)

has the density function (2). Although, we have stated that £ < (0, 1) , Equation (2) is stillacdfif <0
. Hence, we can consider the new family forany £ <1 .

4.2 Useful expansions

By using the power series
—log@-u)=>u'/i for ul<1,
i=1

the cdf of the new model follows as

F(x) :1—§‘ﬁi G(x)“ /i[c;(x)a +[1—G(x)]a}i, (6)

where | B]<1 . Next, we obtain an expansion for F(x) . First, we use a power series for G(x)*
(a >0 real) given by

6" = Ya (@) G,

(7
where

8, (@)= (-1)" m

8)
Forany real a >0 , we consider the generalized binomial expansion
«_ % Kk | & k
[1-G()]"=>(-) [kj G(x)". 9)
k=0

Also, we have

G(X)ai _ :Zf:oak(ai) G(X)k
{G(x)“+[1—c;(x)]“}' Sio b G(XO)*

A

where b, =h (a, i) isdefined in the Appendix. The ratio of the two power series can be expressed as
A=>c (a, i) G, (10)
k=0



M. Alizadeh, M.C. Korkmaz, J.A. Almamy, A.A.E. Ahmed / 60
Istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 55-72

where the coefficients ¢, (o, i) 's (for k >0 ) are determined from the recurrence equation

¢ (e, i) = (ak(ai)—bolzk:br ¢, (a, i)j/bo.

Then, we can write
F(x) =1—Z:bk H, (x) =de H, (x), (12)
k=0 k=0

where
b, =Y Bc(a, )]/i, dy=1-b,
i=1

andfor k>1, d, =b,. Thepdfof X follows by differentiating (11) as

f00=30 h0), (12)

where h_,(x)=(k+1) G(x)“g(x) is the exponentiated G (Exp-G) density function with power
parameter (k +1) . Equation (12) reveals that the new density function is a linear combination of Exp-G
densities for | f|<1 . Thus, some structural properties of the new family such as the ordinary and

incomplete moments and generating function can be determined from well-established properties of the
Exp-G distribution.

4.3 Moments

Let Y, be arandom variable with Exp-G distribution with power parameter Kk +1 , i.e., with density
h...(x) . Afirst formula for the n™ ordinary moment of X ~ AOLLL-G follows from (12) as

E(X“):deﬂ E(Ykn)- (13)
k=0

A second formula for E(X") follows from (12) in terms of the G quantile function (gf) as

E(X") =Z(k +1) d., z(n, k), (14)
k=0

E(X") =Y (k+D) d, =(n, k)

where z(n, kK)=["x" G(x)* g(x)dx= ﬁ)QG (u)" u*du . For empirical purposes, the shape of many
distributions can be usefully described by what we call the incomplete moments. These types of moments
play an important role for measuring inequality, for example, income quantiles and Lorenz and Bonferroni
curves, which depend upon the incomplete moments of a distribution. The n™incomplete moment of X

is calculated as

G(y)

Q. (u)"u*du. (15)

0

m,() = E(X" X <y)=Y(k+D) d,, |
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The last integral can be computed for most G distributions.

4.4 Generating function

Let M, (t)=E(e'*) be the moment generating function (mgf) of X. Then, we can write from (12) as

M, (t) = idkﬂ M, (t), (16)

where M, (t) isthe mgf of Y, .Hence, M, (t) can be determined from the Exp-G generating function.
A second formula for M (t) can be determined from (12) as

M® =S K+ d, £ K), (17)
where "

£(tk)= Jjexp [tQs (u) Ju*du = Ji exp[tx]G (x)" dx.

4.5 Order statistics

Order statistics make their appearance in many areas of statistical theory and practice. Suppose that
Xis-.., X, is arandom sample from the new class. Let X, . denote the '™ order statistic. From

equations (2) and (3), the pdf of X,.  can be written as

n

L 00=K Sy [”j‘ij {Zd (r+1) GO’ g(x)} [idk G(x)k} .

where K =nl/[(i—-1)! (n—1i)!]) for a power series raised to a positive integer number. Following
Gradshteyin and Ryzhik (2000) for power series raised, we obtain

{idk G(x)k} =Y. GO

where
€,i10=0s"" and, for k=1,

k
& =(k do)  TaA(i+i)—K] dy €,y g
q=1

Setting d” = (r +1)d,,, for multiplying two power series, we have

r+1
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(=K YD) (”Jf'j g(x){id: G’ } {Ze G(x)k}

~K i(—l)i (”Jf'j 900 Yei 60",

where
k
* *
& = Zej#l, o Giq
q=0

Hence, we can write
fi ‘n (X) = Zsk hk+1(X)1
k=0 (18)
where (for k>0)
k n—i . n-— |
S, =—— -1)! e .
s e [

Equation (18) is the main result of this section. It reveals that the pdf of the AOLLL-G order statistics is a
linear combination of Exp-G densities when —1< £ <1 . So, several mathematical quantities of the new
family order statistics can be obtained from those quantities of the Exp-G distribution.

4.6 Entropies

The Rényi entropy (Rényi, 1961), of a random variable with pdf f (x) is defined by

-1 0
1) =(1-7) og| [ £ (x0x |
for >0 and y =1 . The Shannon entropy (Shannon, 1948) of a random variable X is defined by
E {— |Og[ f(X )]} It is the special case of the Rényi entropy when » T1 . Direct calculation gives

E{—|og[f(X)]}=—|og{aﬂ/[—|og(1—ﬂ)]}—E{log[g(x; Q)]}+(1—a)E{|og[G(x; @]}
+1-a)Eflog[ G(X; ¢) ]} +2E{log[ G(X; ¢) +G(X; ¢)“ ]}
+E[|og(1—{ﬂé(x, P I[G(X, §"+G(X, Q)]})}

First, we define and compute

A@, 2, 2, 8 a B)=]. e du.

O[Ua+(_']__u)“]as |:1_M:|a4

u® +(1-u)*

By using the binomial expansion, we have (for —1< f<1)
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e ()47 ) e

i, j=0
Ay
Further
* Kk [}
A\J Zk Oak Z
! Zk Obk k=0
where

5o

b, =h (e, a,+i) isdefined in Appendix and the coefficients c, 's for k>0 are obtained from the
following recurrence equation

k
Co=C(a, a, a, i, j)= (a:—bS‘le? c;‘rj/b;‘-
r=1

Then,
Ay, 2, & a; @ f)= 3 (- 1)'“( j m C(@, a, a i, j)/(1+k).

i, j=0

After some algebraic manipulations, we obtain

E{Iog[G(X)]}:ﬁf_ﬂ) {o[Ala+t-1, a-1 2, 1 a, B)l,]/et},

E{Iog[G(X)]}zﬁf_ﬂ) (o[A@-1, a+t-1 2, % a, f)l,]/at},

E{log{G(X; ¢)" +G(X; ¢)"}} - ﬁfﬂ) (O[Al@-1 a-1 2-t, T a, B)l,]/at},

BG(X, ¢)* _ ap . .
E{Iog{l—e(x, P o(X, @a}}__log(l_ﬂ) {0[Ala-1 a-1, 2, 1-t; a, B)|,]/et}.

Then the simplest formula for the entropy of X is given by
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E{~log[f (X)]} =—log {a /[~ log(1- £)]} ~E{log[ a(X; )]}

_al-a)p O[A@+t-1 a-1 2, 1 a, B)l,]/ét)

log1- p)
_% [A@-1 a+t-1 2, L a, f)l,]/at}
_logz((lx—f)ﬂ) [0[Ala-1, a-1, 2-t, L a, B)l.]/at)
_ﬁ (O[A@-1 a-1 2, 1-t a, B)l,)/at).

For the Rényi entropy, after some algebraic developments, we obtain an alternative expression

1. (") =7(1-7) "log{ap/[-logd- B)]}+(1-7) log[B(a. B, 1],
where

7-1 -1 (a-Dy (1 _n\(e-Dy
S f. 7)- ' g [G (u)] u“d” (1-u)

0 a a?7 —uy |V
[u +(1—u)] [1—u'fﬁl_:)a}

du.

By using the binomial expansion, we have

Bla, B, 7)= i(—1)i+iﬁi(17j (7(05—1?+a |j

i, j=0 J
g u7 (@D "
gBURCAOL [ue+@-uy* " ;
Ay

Further,

a, :i((a—lo)lw JJ(E](_DM’

q=k

b, =h (e, 2y +i) is defined in Appendix and the coefficients ¢, 's for k>0 are obtained from
the following recurrence equation

k
6=, 0 i j){a:—bleb:r e it
r=1



M. Alizadeh, M.C. Korkmaz, J.A. Almamy, A.A.E. Ahmed / 65
Istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 55-72

Finally

B(a, B, »)= i ai,j,kEYk{gy_l(G_l(Y))}’

i, j, k=0
where
ya@-D+a i

ai,j,k:(_l)”jﬂicl*, (7 oan J)E_ij ( i

and Y, ~Beta(k +1, 1).

j/(k+1)

5 Estimation and Inference

Here, we determine the MLEs of the model parameters of the new family from complete samples. Let
1=+ X e the observed values from the new family of distributions with parameters «, B and ¢ .

Let ®=(a, p, gﬁ)T be the parameter vector. The total log-likelihood function for ©® is then given by

(= (,(©)=n log{ap/[-loga- )]} + Y loaa(x; )]+ (@D log[G(x; HG(k: )]

23 l0g[G(x: 9)° +Glx; ) ]-Dlog[G(x; )" + - A ) | (s
i=1 i=1 )

The log-likelihood function can be maximized either directly or by solving the nonlinear likelihood
equations obtained by differentiating (19). We use the goodness of fit function in R and NLMixed procedure

in SAS to obtain the MLEs. The components of the score function U (®) = (aﬂn loa, 0l 10p,0!, IGQ)T
are

oy _ -Gl 97 log| Gl )]+ 1-AG(x: ¢)"log[Glx;: P ]
oa = G(x; #)°+1-BG(x; #)°

& Gx; 9)” Iog[G(Xi; Q)]+G(xi; )" Iog[G(xi; ?)]

iz:l: G(x; 9)* +G(x; #)*

+no Tt + Zn: log [G (x: AG(X; ?)} '

o, . _ vt 4 G(Xi; @“
ﬁ_nﬂ +n[(-p)log(l- )] +§G(Xi; P +1-p)G(x; )"

and
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o, 9706 9) NG P GY(x, ¢)
AT )Z Gl 9 )Z G(x, ¢)
_Zaie‘”(xi, $)|G(x; ¢ _)“*h(l_—ﬂ)é(xi: 9|
i-1 G(x; ¢)a+(1_ﬂ)G(Xi; ¢)a
_aze“’)(x., H[G: 9 -Cx; 9]
= G(x; Q)a"'G(Xi’ )

where h@(-) means the derivative of the function h with respectto ¢ .

6 Simulation study

In here, we obtain the graphical results to see MLEs of the model parameters. We generate N =1000
samples of size n=20, 21,..., 500 from AOLLL-W distribution with selected parameters values & = 2

, =025, a=2 and b=0.5.The random numbers generation is obtained by its quantile function.

We also calculate the empirical means, standard deviations (sd), bias and mean square error (MSE) of the
MLEs. The bias and MSE are calculated by (for h=«, S, a, b)

Bias, =N 'Y (R —h) and MSE,=N"Y"" (h —h)2

respectively. All computations are obtained by using optim-CG routine in R program. We give results of
this simulation study in Figure 3. From Figure 3, we observe that when the sample size increases, the
empirical means for all parameters approach to true parameter value whereas the all biases, sd's and MSEs
decrease as expected.
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Figure 3. Simulation results for the AOLLL-W distribution.

7 An Application

In this section, we illustrate the flexibility of the AOLLL-W distribution on the real data set. We also
compare this model with the beta Weibull (BW) model by Famoye et al. (2005), Kumaraswamy Weibull
(KwW) model by Cordeiro, et al. (2010), odd log-logistic Weibull (OLL-W) model by Cruz et al. (2017)
and generalized odd log-logistic Weibull (GOLL-W) model by Cordeiro et al. (2017). The cdfs of these
models are given by (for x>0, «, £, a, b>0):

1—exp( —(bx)a)

Faw (X):Bil(a’ ﬁ) J.o a)afl(l—a))ﬁ_lda) ,

Fn (X) = 1—{1_ (1_ o " ) T
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-1
a\af 2\ & RV A
s o ] |

and

-1
Fouw (X) :(1—e‘(bx)a) {(1—e‘(bx)a) +e‘“(bx)a} :

where B(a, f3) is the complete beta function. To compare AOLLL-W model with above models process

has been done under the estimated log-likelihood values 7, Akaike Information Criteria (AIC), Cramer
von Mises (W * ) and Anderson-Darling (A" ) goodness of-fit statistics for all distribution models. We note
that The AIC is by given by AIC = —20+2 p where p isthe number of the estimated model parameters

and n issample size. The W* and A" statistics have been described as
n A . 2 -
w* :Zi:l{F(x(i))—D —0.5] n’l} +(12n)"

and

A== [(2i-1) n?] [In F (x(i))+ In lé(x(m_i))}—n.

It can be seen for W* and A’ statistics Chen and Balakrishnan (1995) and Evans et al. (2008). In general,
it can be chosen as the best model which has the smaller the values of the AIC, W* and A" statistics and

the larger the values of v . All computations are performed by the maxLike routine in the R programme.
The real data set is the stress-rupture life of kevlar 49/epoxy strands which are subjected to constant
sustained pressure at the 90% stress level until all had failed. This data set was studied by Andrews and
Herzberg (1985) and Cooray and Ananda (2008). The data are: 0.01, 0.01, 0.02, 0.02, 0.02, 0.03, 0.03, 0.04,
0.05, 0.06, 0.07, 0.07, 0.08, 0.09, 0.09, 0.1, 0.1, 0.11, 0.11, 0.12, 0.13, 0.18, 0.19, 0.2, 0.23, 0.24, 0.24, 0.29
, 0.34, 0.35, 0.36, 0.38, 0.4, 0.42, 0.43, 0.52, 0.54, 0.56, 0.6, 0.6, 0.63, 0.65, 0.67, 0.68, 0.72, 0.72, 0.72,
0.73,0.79,0.79, 0.8, 0.8,0.83,0.85,0.9,0.92,0.95,0.99, 1, 1.01, 1.02, 1.03, 1.05, 1.1, 1.1, 1.11, 1.15, 1.18,
1.2,1.29,1.31,1.33,1.34,1.4,1.43,1.45,15, 151, 1.52, 1.53, 1.54, 1.54, 1.55, 1.58, 1.60, 1.63, 1.64, 1.8,
1.8, 1.81, 2.02, 2.05, 2.14, 2.17, 2.33, 3.03, 3.03, 3.34, 4.2, 4.69, 7.89. In the applications, the information
about the hazard shape can help in selecting a model. For this aim, a device called the total time on test

(TTT) plot (Aarset, 1987) is useful. The TTT plot is obtained by plotting T (ﬁ) against r/n where
T(5)= [Zi”zly(i) +(n-r) y(r)]lzi”zly(i) , r=1.., n and Yy, are the order statistics of the sample. It

is convex shape for decreasing hrf and is concave shape for increasing hrf. The TTT plot for the kevlar data
in Figure 4 deals with convex-concave-convex shaped.
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Figure 4. TTT plot for the kevlar data

The MLEs of all models parameters, 7, their standard errors, AIC, W* and A" statistics are given in
Table mle. As it can be seen from Table MLE, the AOLLL-W model could be chosen as the best model
among the fitted models under the comparing statistics.

Table 2. MLEs, standard erros of the estimates (in parentheses), [ ,AIC, W* and A" statistics.

Model a B a b -7/ AIC A* W+

AOLLL-W 1.0520 -18.1865 0.7106 2.8107 101.7842 211.5684 0.7087 0.1187
(0.2562) (G.8255) (0.1097) (0.6321)

GOLL-W 1.1651 06119 1.1100 0.6195 102.7667 213.5335 0.9353 0.1563
(0.9266) (D.B88E) (0.4325) (0.8775)

KwW 0.7358 (0.2288 1.0252 3.7984 102.6115 213.2231 0.8577 0.1388
(0.1818) (0.0274) (0.0214) (0.0196)

BW 0.7119  0.2188  1.0753 3.5333 102.2966 212.5933 0.7924 0.1280
(0.1183) (0.0244) (0.0332) (0.3835)

OLL-W  0.8893 1.0396 1.0194 102.8435 211.6869 1.0140 0.1813

(0.19486) (0.1285) (0.1773)

The plots of the fitted pdfs, cdfs and hrfs of all models are displayed in Figures 5-7. These plots also show
that the AOLLL-W model has the best fitting to these data compared to the other models. The fitted hrf of
the AOLLL-W model provides better fitting than other models.
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Figure 5. Fitted pdfs for the data set.
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Figure 7. Fitted hrfs for the data set.

8 Conclusions

In this work, we present a new class of distributions called another odd log-logistic logarithmic-G (AOLLL-
G) family of distributions. The mathematical properties of this new family are provided. The model
parameters are estimated by the maximum likelihood estimation method and the observed information
matrix is determined. Simulation results to assess the performance of the maximum likelihood estimators
are discussed. It is shown that a special case of the new class can provide a better fit than other models
generated by well-known families.
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Appendix: Useful power series

It can be seen Gradshteyn and Ryzhik (2000) for following equations.

By expanding z* in Taylor series, we can write
' =) () (z-D Tk1=>f 7', (A1)
k=0 i=0
where
f=f (i):i(ﬂ,) (- K /k!
i i e k | -
and (1), =A4(A1-1)...(A-k+1) is the descending factorial. Further, we obtain an expansion for

[G(X)* +G(X)*]° . We can write
[609* +6(9'T= 3}, 600"
where J_

t, =t (a) =a,(a) + (1) @

Then, using (Al), we have

[G(x)a+(§(x)a]°:§fi (itj G(x)j},

i=0

where f, = f,(c) . Finally, we obtain
(600" + BT =2 h @ ©) 609,

where h;(a, ¢)=%7, f, m ; andfor i>0

i _
m ; =(] to)’lz[m(j +)-j] t, m ,_, (forj>1)andm ,=t,.
=1
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Abstract

In this paper, a new zero-inflated regression model, called Zero-Inflated Poisson-Lindley regression model, is
proposed for count data modeling. Poisson-Lindley distribution arises from the Poisson distribution when its
parameter follows a Lindley distribution. Contrary to Poisson distribution, Poisson-Lindley distribution allows
for over-dispersion. Therefore, a new model is good candidate to model the over-dispersed and zero-inflated
data sets. Application of proposed model to real data set is given and compared with Poisson and Zero-Inflated
Poisson regression models. Empirical findings reveal that the Zero-Inflated Poisson-Lindley regression model
provides better fits than Zero-Inflated Poisson regression model for zero-inflated and over-dispersed data set.

Keywords: Poisson-Lindley distribution; Over-dispersion; Inflated models; Power series distribution.

Oz
Yeni sifir yigilmalr regresyon modeli ve uygulamasi

Bu ¢alismada, sayim verilerinin modellenmesi i¢in sifir y1giimali Poisson-Lindley regresyon modeli olarak
adlandirilan yeni bir sifir yigilmali regresyon modeli onerilmistir. Poisson-Lindley dagilimi, Poisson
dagilimimin  parameteresinin Lindley dagilimina sahip oldugu durumda ortaya ¢ikmaktadw. Poisson
dagilimimin aksine, Poisson-Lindley dagilimi asiri yayuuna izin verir. Bu nedenle, yeni model asiri yayiliml ve
sifir yigilmali veri kiimelerini modellemek icin iyi bir secenektir. Onerilen modelin gercek veri seti iizerine
uygulamas: verilmis, Poisson ve Zero-Inflated Poisson regresyon modelleriyle karsilastirilmistir. Elde edilen
bulgular, sifir yigilmalr Poisson-Lindley regresyon modelinin, sifir yigilmali ve asurt yayilim gosteren veri seti
icin, sifir yigilmali Poisson regresyon modelinden daha iyi uyum sagladigini gostermektedir.

Anahtar sézciikler: Poisson Lindley dagilimi, Asirt yayilim, Yigilmali modeller, Giig serisi dagilimi.
1. Introduction

Researches on the modeling of the count data in many fields such as insurance, public health,
epidemiology, psychology etc. have been shown a great interest in the past two decades. Poisson
regression model is widely used model for modeling the count data. It is widely documented that the count
data displays over-dispersion. Using the Poisson distribution as an assumptional distribution on dependent
variable causes the underestimated standard errors and damages the significance of regression parameters.
In this case, quasi-Poisson regression model can be used to model the over-dispersion. Besides the quasi-
Poisson regression model, researchers have been proposed alternative models for solving the over-
dispersion problem such as Poisson-inverse Gaussian, Poisson-Lognormal and Negative Binomial
regression models (see for details, Denuit et al. (2007)).
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Count data has another phenomena, called as zero-inflation. Zero-inflation is occurred when the number
of zero outcomes are higher than the represented by Poisson distribution. It is widely seen in data sets
related to insurance and health. Zero-inflated regression models, such as Zero-inflated Poisson (ZIP) and
Zero-inflated Negative-Binomial (ZINB), have been proposed to model the zero-inflated data sets. ZINB
regression model can be more appropriate choice than ZINB regression model when the count data still
exhibits over-dispersion. There are several researches on the Poisson and ZIP regression models in recent
years. For example Avci et al. (2015), Ismail and Zamani (2013), Lord et al. (2005) and Ayati and Abbasi
(2014). Avcr et al. (2015) compared the Poisson, Negative Binomial, Conway-Maxwell-Poisson
regression models in modeling the over-dispersed alga data. Ismail and Zamani (2013) compared the
generalized Poisson and Negative Binomial regression models in modeling the Malaysian claim data and
German healthcare data. Lord et al. (2005) compared the Poisson and Negative Binomial regression
models in modeling the crash data. Ayati and Abbasi (2014) used the zero-inflated regression model to
investigate the effective factors on frequency and severity of accidents on urban highways. Recently,
Xavier et al. (2017) introduced an extension of zero-inflated Poisson-Lindley distribution, called as zero-
modified Poisson-Lindley and demonstrated the usefulness of the proposed distribution in case of inflation
of zeros and deflation of zeros.

The goal of this paper is to introduce an alternative zero-inflated regression model for count data
modeling. For this goal, Poisson-Lindley distribution is applied to count data regression models for zero-
inflated case. The advantage of Poisson-Lindley distribution in comparison with Poisson distribution is to
allow the modeling of the over-dispersed dependent variable. The usefulness of proposed regression
model is illustrated by means of real data application.

The rest of the paper is organized as follows: In section 2, count data models are presented. In Section 3,
real data application is given to demonstrate the usefulness of proposed model against to Poisson and
Zero-inflated Poisson regression models. Some concluding remarks are given in Section 4.

2. Zero-Inflated Poisson-Lindley regression model
In Poisson regression, the dependent variable y; is modeled by,

e/ﬁ %Yi
|

P(y)) = 1)

where the conditional variance is equal to conditional mean, E(yi |xi):V(yi |xi)=i, =exp(x] B) . The
log-likelihood function of Poisson regression model is given by,

(4P = X[ 9XT B-explx] )~ In(y,Y ] @

The regression coefficients, S, can be estimated by maximum likelihood method. The derivative of log-
likelihood function with respect to vector of coefficients, B, is set equal to zero,

di(B) (v o hyy -
-3 (- -0 ©

Estimation of regression parameters in (3) can be obtained by means of the Newton-Raphson iteration
procedure. Zero-inflated distributions come from the zero-inflated power series distribution. Zero-inflated
power series distribution is given by,
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W, + (L —w,) F(y; |9), y; =0

A-w)f(y,|0). y,>0 “

P(Yi |W010)={

where f(y, |6?) is the probability mass function (pmf) of power series distribution and w, represents the

degenerated part at zero. The most used discrete one parameter exponential families belong to the power
series family is Poisson distribution. Using the Equation (4), the pmf of ZIP regression model is given by,

W+ (@L-w)e*, y, =0
P01 e (5)

where 0<w, <1. In ZIP model, the mean of Poisson distribution, A is linked to a regression of
independent variables, x; by log link function and the probability of zero process, w, to a regression of
independent variables, z; by logit link function. Log link function and logit link function can be given as

follows:

log(%) =X B
jog[ |- ©)
g 1-w =4y

where B and y are vectors of regression parameters. The log-likelihood function of ZIP regression
model is given by,

((B.y)= y;ln[exp(zi’;/)+exp(—exp(xi’,8))]+ Z[yixi’ﬂ—exp(xi’ﬂ)— In(y, l)]

n " @)
_izﬂ:ln([lJr exp(z{y)])

The log-likelihood function (7) can be maximized using the statistical softwares such as R, MATLAB, S-
PLUS etc.

Here, we introduce the Zero-inflated Poisson-Lindley (ZIPL) regression model. Poisson-Lindley (PL)
distribution arises from the Poisson distribution when its parameter follows a Lindley distribution. PL
distribution was introduced by Sankaran (1970) for modeling the count data. The pmf of PL distribution is
given by,

& (y+6+2)

P(y,) = ,
(i) (0+1)"

y=0,12,,3... 0>0 8)

The mean and variance of PL distribution are given by,

(6+2)

0(0+1)

, O°+40°+60+2
0% (0 +1)°

lL[ =
)

Variance of PL distribution can be rewritten as follows:
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2
0% +40+2 J (10)

o p| 1 —m———|>
’ /{ o(0+1)(0+2))
As seen from (10), PL distribution is over-dispersed. Figure 1 displays the pmf shapes of PL distribution

for various values of 6. It is clear that when the parameter @ increases, the degree of skewness to right
increases.
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Figure 1. The pmf plots of Poisson-Lindley distribution for various parameters.

Let 6 =(1—,u+«/,u2 +6u+1)/2y, then, PL distribution can be given by

R R e e I e (1)
((1+,u+ m)/&u)y

Using the Equation (4) and (11), Zero-inflated PL (ZIPL) distribution is given by

P(yi)=
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|:(1—ﬂ+\/m)/2ﬂ:|2 ([(1—;“ M)/zy} 2)
[{(l—qu\/m)/Zu} +1T

e D e

(oo

Note that when the parameterw, =0, ZIPL distribution reduces to PL distribution. In ZIPL regression
model, the mean of PL distribution, g is linked to a regression of independent variables, x, by log link
function, log(x;) = x' B, and the probability of zero process, w, to a regression of independent variables,
z, by logit link function logit(w; )= z'y . The link function is chosen by considering the domain of the

W+ (1-w) Y, =0

P(y;) = (12)

(1_Wi)

, ¥, >0

mean of response variable. Since the mean of PL distribution, g , is defined on R*, the log-link function

is suitable choice for linking the covariates to mean of the response variable. The log-likelihood function
of ZIPL regression model is obtained as

exp(zjy) J{l_ exp(zy) ]

1+exp(zy) 1+exp(z)y)

((ﬂyﬂ’):Z‘Jm [(1 exp(x \/exp +6exp XB)+1 /2/1} ({(1—exp(x{ﬂ)+\/exp(xi'ﬂ)z+6exp(x{ﬂ)+1)/2exp(xi'ﬂ)}+2) +

- X

U(l—exp Xp) +\/exp (xB) +6exp(x{ﬂ)+1 /Zexp(xi’ﬁ)}ﬁ-l}3 (13)
[(1 exp(x8)+ \/exp (x) +6exp B)+1 /2exp xﬂ)} (y+(1 exp(x8)+ \/exp (x8) +6exp XB)+1 /Zexp xﬂ)+2)
|
MZ:‘J " (1+exp(zi;/))[(1+exp xB) +\/exp (xB) +6exp(xf)+1 /Zexp xiﬂ))y3

The log-likelihood function (13) can be maximized using the statistical softwares. The optim() function of
the R software is used to minimize the minus log-likelihood function given in (13). The function optim()
is a function that can provide basic optimization capabilities and widely used functions in R. It contains
several algorithms such as Nelder—Mead, quasi-Newton, conjugate-gradient and stochastic annealing
algorithms. The parameter estimates in the model can be obtained using several initial values to guarantee
the convergence to the global optimum. The estimated parameters of ZIP model is used as initial values
for parameter estimation of ZIPL model.

3. Empirical Study

3.1. Data description

The data set of United States National Medical Expenditure Survey (NMES) for 1987/1988 is used to
compare the proposed model with other competitive models. The data set is available in countreg package

of R software. The response variable, (y;), number of physician visits is modeled by the following
covariates: number of hospital stay (X ), number of chronic conditions, (), gender (x;;), number of

years of education, (x;, ), and indicator of private insurance (X ).The descriptive statistics of used data
set is given in Table 1.
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Table 1. Descriptive statistics of NMES data set.

Variables Min Max Mean Median
Number of physician visits 0 89 5.77 4
Number of hospital stay 0 8 0.295 0
Number of chronic conditions 0 8 1.542 1
Gender(0:female, 1:male) 0 1 - 1
Number of years of education 0 18 10.291 11
Private insurance(0:no, 1:yes) 0 1 - 1

1500 2000 2500

Frequency
1000

500
!

0
\

o 20 40 60 80

Number of physician visits

Figure 2. Histogram for the number of physician visits.

As seen from the Figure 2, the histogram of the number of physician visits is highly peaked at zero value.

3.2. Empirical Results

Here, NMES data set is modeled with Poisson, PL, ZIP and ZIPL regression models. Table 1 shows the
estimated —¢, Akaike Information Criteria (AIC) and Bayesian Information Criteria (BIC). The smallest
values of these statistics shows the best model. As seen from Table 1, ZIPL model has the smallest values
of these statistics. Therefore, ZIPL regression model can be chosen as the best model for fitted data set.

Table 1. The goodness-of-fit statistics of fitted models for the NMES data set

Model Selection Criteria P PL ZIP ZIPL

—( 18151.35 12244.82 16293.57 12143.77
AIC 36314.70 24501.64 32611.14 24311.54
BIC 36353.04 24539.98 32687.83 24388.23

The test introduced by Cameron and Trivedi (1998) is used to test over-dispersion. The test statistic is
asymptotically distributed as normal with zero mean and unit variance. The obtained test statistic is
7=12.131 and corresponding p value is <2.2x107'®. Therefore, the dependent count data variable is
over-dispersed. Van den Broek (1995) proposed the score test for testing whether the Poisson distribution
provides sufficient representation for the frequency of zero observation. Score test statistic is given by

Tsm=[ o~ r>0] Mli‘%]—nﬂ
i=1 po po
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where p, =exp(—4) and n is the number of observations. Under the null hypothesis score test statistics
is asymptotically distributed as y* distribution with 1 degree of freedom. Score test statistic and

corresponding p value are obtained as 33438.0888 and< 2.2x107*°, respectively. According to score test
result, it is concluded that Poisson distribution is insufficient to represent frequency of zero values in the
dataset.

Table 2 shows the estimated parameters of fitted models and corresponding standard errors and p values.
It is observed that the estimates of all parameters, except y, and y,, are found significant at 5% level of
significance as p value for all the parameter estimates are less than 5% level of significance.

Table 2. The estimated parameters of fitted models and corresponding standard errors and p values for the
NMES data set.

Poisson PL ZIP ZIPL

Covariates
Estt. S.E p-value Est. S.E p-value Est. S.E p-value Est. S.E p-value

By 0.987 0.037 <0.001 0.925 0.076 <0.001 1.446 0.037 <0.001 1.235 0.085 <0.001
By 0.182 0.006 <0.001 0.233 0.018 <0.001 0.175 0.006 <0.001 0.218 0.019 <0.001
B, 0.175 0.004 <0.001 0.200 0.010 <0.001 0.129 0.004 <0.001 0.154 0.011 <0.001
B -0.116 0.013 <0.001 -0.135 0.028 <0.001 -0.065 0.013 <0.001 -0.090 0.030 <0.001
B, 0.022 0.002 <0.001 0.022 0.004 <0.001 0.015 0.002 <0.001 0.016 0.004 <0.001
Bs 0.183 0.017 <0.001 0.195 0.036 <0.001 0.061 0.017 <0.001 0.101 0.040 <0.001

Zero-inflation model coefficients

7o - - - - - - 0.287 0.222 0.196 0.564 0.455 0.216
71 - - - - - - -0.310 0.091 <0.001 -0.756 0.405 0.062
72 - - - - - - -0.542 0.044 <0.001 -1.303 0.181 <0.001
73 - - - - - - 0.418 0.089 <0.001 0.633 0.205 <0.001
Vs - - - - - - -0.056 0.012 <0.001 -0.089 0.027 <0.001
Vs - - - - - - -0.751 0.102 <0.001 -1.190 0.224 <0.001

4. Conclusion

In this study, Zero-inflated Poisson-Lindley regression model is proposed and applied to real data set. The
modeling ability of proposed regression model is compared with Zero-inflated Poisson regression model.
Empirical findings show that proposed model provides more accurate fitting performance than Poisson
regression model and its zero-inflated case. We hope that the results given in this paper will be useful for
researchers and practitioners studying in field of count data modeling.
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Oz

Bu caligmada, Nelder-Mead Simpleks (NMS) algoritmasi ve Genetik Algoritma (GA) gibi tiirevden bagimsiz
optimizasyon algoritmalarinin avantajli yonlerinin birlikte kullanilmasi ile olusturulan bir Genetik-Simpleks
hibrit algoritmasi ile dogrusal olmayan model parametrelerinin nokta tahminlerinin elde edilmesine yer
verilmigtir. Ayrica, Taguchi deney tasarimi ile GA ayarlanabilir parametrelerinin optimal degerlerinin
belirlenmesi konusunda caligilmistir. Calismada, nerilen optimizasyon yaklagimlari kullanilarak, literatiirde
tanimli bir veri setine uygun olarak belirlenmis negatif-iistel regresyon model parametrelerinin nokta
tahminleri elde edilmigtir. Bulunan tahmin degerleri, literatiirdeki tahmin sonuglari ile karsilastirildiginda,
Genetik-Simpleks hibrit algoritmasi ile model parametrelerinin tahminlerine kolaylikla ulasildigi ve amag
fonksiyonunun minimum degerine tutarli bir bigimde yaklasildig1 gdzlenmistir.

Anahtar sézciikler: Dogrusal olmayan regresyon; Parametrelerin nokta tahmini; Genetik Algoritma (GA);
Nelder-Mead Simpleks (NMS) Algoritmasi; Hibrit algoritma; Taguchi deney tasarimu.

Abstract

Point estimation of nonlinear regression model parameters with Genetic-Simplex hybrid
algorithm

In this study, a Genetic-Simplex hybrid algorithm, which is composed of advantageous aspects of derivative-
free optimization algorithms, such as Nelder-Mead Simplex (NMS) algorithm and Genetic Algorithm (GA), is
used to obtain point estimates of nonlinear regression model parameters. In addition, it is studied to decide
optimal values of GA tuning parameters by using Taguchi experimental design. In the study, point estimates of
the parameters of a negative-exponential regression model, defined in the literature in accordance with a data
set, are obtained by using the proposed optimization approaches. When the obtained results are compared
with the results given in the literature, it is seen from the comperative results that estimates of model
parameters are easily obtained and consistently approximated to the minimum value of the objective function
by using Genetic-Simplex hybrid algorithm.

Keywords: Nonlinear regression; Point estimations of the parameters; Genetic Algorithm (GA); Nelder-Mead
Simplex (NMS) Algorithm; Hybrid algorithm; Taguchi experimental design.
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1. Giris

Gergek diinyada karsilasilan bir probleme iliskin gozlenen veri seti icin, rastgelelik ve rastgele hata
kavramlarimi1 gz ardi etmeden, veri kiimesindeki aciklayici ve agiklanan degiskenler arasindaki
fonksiyonel iliski yapisinin minimum hata ile tanimlanmasi istenir. Bu amacla en ¢ok kullanilan
istatistiksel modelleme yoOntemi regresyon analizidir. Dogrusal regresyon modellemesine yonelik
analizlerin kullanim1 yaygin olmasina ragmen, mevcut veri kiimesinde agiklanan ve agiklayici degiskenler
arasindaki iligki yapisinin olusturulmasinda dogrusal olmayan regresyon analizinden de yararlanilir.
Matematiksel olarak bir modelin parametrelerine gore dogrusal olmamasi, o0 modelin parametrelerine gore
birinci tiirevleri (kismi tiirevleri) alindiginda elde edilen sonuglarin model parametrelerine bagli olmasi
durumu olarak tanimlanabilir [2].

Dogrusal olmayan regresyon model parametrelerinin nokta tahminlerinin elde edilmesine iligskin yapilan
hesaplamalarda giigliiklerle karsilagilmasina ragmen Marquardt [13], Hartley ve Booker [9], Gallant [6],
Seber ve Wild [16] dogrusal olmayan regresyon modellerinde istatistiksel sonug ¢ikarimi konusunda
caligmalar yapmuglardir. Dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre tahmin edicilerinin analitik
ifadesi kolaylikla elde edilemediginden, Jennrich [11], Malinvaud [12], Box [4], Gallant ve Fuller [5]
caligmalarinda yer verdikleri tahmin ve hipotez testi konular1 i¢in asimptotik ifadelerden ve dogrusal
yaklagimlardan faydalanmiglardir. Bates ve Watts [3], calismalarinda dogrusal olmayan regresyon
modelleri konusunda agiklayict 6rneklere yer vermislerdir.

Yapilan temel caligsmalar dikkatle incelendiginde, dogrusal olmayan regresyon model parametrelerinin
tahmini igin en ¢ok uygulanan yaklagimin, tiireve dayali yinelemeli algoritmalar (6rnegin, Gauss-Newton,
En Hizl1 inis, Levenberg-Marquardt) kullanilarak, hata kareler toplamiin en kiigiiklemesine dayal1 olarak
olusturulan en kii¢iik kareler (EKK) yonteminin uygulanmasi oldugu goriilmiistiir. Fakat, tiireve dayali
algoritmalar ile yapilan eniyileme ¢aligmalarinda problem icin global degere yakinsayamama, yerel ¢6ziim
tuzaklarina takilma gibi sorunlar ortaya g¢ikabilmektedir. Ayrica, bu yontemler baglangi¢ ¢oziim degeri
bilgisine ihtiyag duydugundan, parametrelerin baslangic ¢6ziim degerlerinin iyi belirlenememesi
durumunda problem i¢in optimal ¢oziime ulagmanin olduk¢a zaman alict ve bazen miimkiin olmadig:
goriilmiistiir. Bu gibi dezavantajlarindan dolay: tiireve dayali optimizasyon algoritmalarina alternatif
olarak tiirevden bagimsiz optimizasyon algoritmalart ile dogrusal olmayan regresyon model
parametrelerinin nokta tahminlerinin elde edilmesi de miimkiindjir.

Bu ¢alismada, tiirevden bagimsiz arama algoritmalar1 olan Nelder-Mead Simleks (NMS) algoritmasi ve
Genetik Algoritma (GA)’nin avantajli yonlerinin bir arada kullanilmasi ile olusturulan, Tiirksen [18],
Tiirksen ve Tez [19] calismalarinda 6nerdikleri hibrit algoritma yaklagimina benzer olarak tanimlanan bir
Genetik-Simpleks hibrit algoritmasi ile dogrusal olmayan regresyon model parametrelerinin nokta
tahminlerinin elde edilmesine yer verilmistir. NMS algoritmasi, Nelder-Mead [14] tarafindan gelistirilmis
simpleks esasli bir arama algoritmasi olup, bolgesel olarak tanimlanmig bir alanda tiirevden bagimsiz
yaklagimla tek nokta aramaya dayali, pratik ve etkili sonuclar veren bir optimizasyon algoritmasidir. GA
ise, temelleri Holland [10] tarafindan evrim mekanizmasinin bilgisayar sistemine aktarilmasi ile
olusturulmus, popiilasyon tabanli aramaya dayali baslangi¢ ¢6ziim degeri bilgisine ihtiyag duymayan
sezgisel bir optimizasyon algoritmasidir. GA’nin dogrusal olmayan regresyon model parametrelerinin
tahmininde kullanim1 Altunkaynak ve Esin [1] caligmalarinda goriilebilir.

NMS algoritmasinin ve GA’nin ayarlanabilir (tunable / tuning) parametrelerinin probleme uygun
tanimlanmast, en iyi ¢oziimiin elde edilmesinde oldukca énemlidir. Ozellikle GA ile elde edilecek model
parametre tahmin degerleri, GA’nin ayarlanabilir parametre degerlerinden oldukga etkilenebilmektedir.
Bu nedenle, GA i¢in etkili bir ayarlanabilir parametre degerlerini belirleme yaklasimina ihtiya¢ oldugu
diistiniilmiistiir. Bu ¢alismada, en az sayida deney ile en uygun GA ayarlanabilir parametre
kombinasyonuna ulagmak i¢in etkili bir deney tasarinm ydntemi olan Taguchi deney tasarmmindan
yararlanilmistir. GA ayarlanabilir parametrelerinin olabilecek ¢ok sayida farkli kombinasyonlari arasindan
secim yapmak, giivenilir ve detayl1 bir hesaplama yaklasimi olmasina ragmen zaman alici olabilmektedir.
Bu nedenle, en uygun GA ayarlanabilir parametre kombinasyonunun seg¢imine ihtiya¢c duymadan
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yiiriitiilen Genetik-Simpleks hibrit algoritmas: ile de oldukca diisiik hata degerine sahip parametre
tahminlerine ulasildig1 gdzlenmistir.

Caligmanin 2. Boliimiinde, dogrusal olmayan regresyon modellerinin genel yapisi tanimlanarak, model
parametrelerinin nokta tahminlerini elde etmek amaciyla EKK yontemi kullanilarak olusturulan amag
fonksiyonlarinin belirlenmesine yer verilmistir. Calismanin 3. Bolimiinde, dogrusal olmayan regresyon
modellerinin nokta tahminlerinin bulunmasinda kullanilan tiirevden bagimsiz optimizasyon algoritmalari
NMS ve GA hakkinda bilgiler verilerek, bu iki algoritmanin hibriti ile olusturulmus olan Genetik-
Simpleks hibrit algoritmasinin adimlar1 tanimlanmigtir. Ayrica, GA’nin ayarlanabilir parametrelere
diizeylerinin belirlenmesinde kullanilan Taguchi deney tasarim ydntemine yer verilmistir. Calismanin 4.
Boliimiinde, literatiirde tanimli, Bates ve Watts [3] tarafindan yapilan g¢alismadan alinmis olan,
"mikroorganizmalarin biyokimyasal oksijen ihtiyact (Biochemical Oxygen Demand-BOD)" olarak
adlandirilmis veri setine iliskin, negatif-iistel regresyon yapisina gore modellenmis olan bir dogrusal
olmayan regresyon modeli incelenmistir. Analiz sonug¢larmin degerlendirilmesine ¢aligmanin 5.
Boliimiinde yer verilmistir.

2. Dogrusal olmayan regresyon modeli

2.1. Genel matematiksel yapisi
Parametrelerine gére dogrusal olmayan regresyon modelinin genel matematiksel yapisi vektorel formda

Y =f(X,0)+¢ 1)

biciminde ifade edilebilir. Burada, Y, nx1 boyutlu agiklayici degisken vektori; X , nxqg boyutlu
tasarim matrisi; €, x1 boyutlu model parametre vektorii ve &, nx1 boyutlu rastgele hata vektoridiir.

Modelin rastgele hata vektoriiniin, E(s) =0, C Ov(s) =c’l ve 8~(0, o’l ) varsayimlarini sagladigi kabul

edilir. Ayrica, f fonksiyonunun bi¢imsel olarak bilindigi, stirekli oldugu, parametre vektoriine gore en az
iki defa tiirevinin alinabildigi de varsayimlar arasindadir.

2.2. Parametrelerin nokta tahmini i¢in amag fonksiyonu

Esitlik (1) ile tammli modelde, f fonksiyonu bigimsel olarak bilinmesine ragmen olusturdugu yiizey
dogrusal degildir. Model parametrelerinin nokta tahminlerini elde etmek amaciyla f fonksiyonunun
doniisiim yapilarak dogrusallagtirilmas1 durumunda, parametrelerin fiziksel gercekligine uygun olarak
tahmin edilememesi s6z konusu olabilir. Bu nedenle, dogrusal olmayan model i¢in tanimlanan
varsayimlari dikkate alarak yapilan genel ¢6ziim yaklagim

$(0) = g'e = (Y-f (X,0)) (Y-f (X,0)) )

bigiminde tanimli hata kareler toplamini amag¢ fonksiyonu olarak ele alip, bu amag¢ fonksiyonunu
minimum yapan parametre vektoriiniin elde edilmesi olarak tanimlanabilir. Bu yontem kullanilarak elde
edilen parametre degerleri, parametrelerin EKK tahmin degerleri olarak bilinmektedir. Esitlik (2) ile
tamimli ¢ fonksiyonunun minimizasyonu, kisitsiz bir optimizasyon problemi olarak ele almabilir. Tiireve
dayali optimizasyon algoritmalar1 ile problemin en iyilenmesi i¢in ¢ fonksiyonunun model
parametrelerine goére tiirevlerinin alinip, kismi tiirev fonksiyonlarinin elde edilmesi gerekir. f
fonksiyonunun parametrelerine gore dogrusal olmayan bir fonksiyon oldugu goz Oniinde
bulunduruldugunda, kismi tiirev fonksiyonlar1 da bilinmeyen parametrelerin fonksiyonlar1 olacagindan,
analitik c¢ozlimlerin elde edilmesinin zorlayici olacagi agiktir. Ayrica, tlireve dayali algoritmalar ile
optimizasyonda, parametrelerin baslangi¢ degerlerinin belirlenmesi problemi de séz konusu olacaktir. Bu
gibi nedenlerden dolayi, ¢alismada, tiirevden bagimsiz optimizasyon algoritmalari ile hibrit yaklasim
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kullanilarak ¢ fonksiyonunu minimum yapacak model parametre tahminlerinin elde edilmesi
hedeflenmistir.

3.Tiirevden bagimsiz optimizasyon algoritmalar ve hibrit algoritma

Dogrusal olmayan regresyon model parametrelerinin nokta tahminlerinin elde edilmesinde en ¢ok izlenen
yaklasim, tiireve dayali yinelemeli algoritmalar kullanilarak modele en kiiciik kareler (EKK) yonteminin
uygulanmasidir. Fakat, bu algoritmalar kullanilarak yapilan aramalarda, model parametrelerinin baslangig
degerlerinin iyi tanimlanamadigi durumlarda yerel ¢6ziim tuzaklarina takilma, global ¢6ziime
yakinsayamama gibi sorunlar ortaya ¢ikabilmektedir. Tiirev bilgisinin elde edilemedigi, elde edilse bile
tirev bilgisi kullaniminin pratik olmadigr problemlerin ¢oziimiinde kullanilan tiirevden bagimsiz
optimizasyon algoritmalari, problemin ¢dziimii i¢in belirlenen kurallar ¢ercevesinde yinelemeli olarak
ilerleyen, her yinelemede elde edilen sonuglari kullanarak optimal sonuca ulagmaya calisan
algoritmalardir [15].

3.1. Nelder-Mead Simpleks algoritmast

Nelder-Mead Simpleks (NMS) algoritmasi, dogrusal olmayan modellerin optimizasyonunda, tek nokta
aramalara dayali, tiirev bilgisine ihtiyag duymayan bir stokastik optimizasyon algoritmasidir. NMS
algoritmasi, Spendley vd. [17] tarafindan tanitilan simpleks esasli arama algoritmasindaki yansima ve
kiiclilme operasyonlarina, Nelder-Mead [14] tarafindan eklenen genisleme ve biiziilme operasyonlar ile
gelistirilerek, dogrusal olmayan modellerin optimizasyonu i¢in kullanilir bigime getirilmistir. g sayida
parametreye sahip bir dogrusal olmayan regresyon modelinde, dncelikli olarak segilen g+1 tane parametre
tahmin vektoriiniin amag fonksiyon degerlerinin bulunmasi ile isleme baglanir. Parametre tahminleri, ¢

amag fonksiyonundaki degerlerine gore siralanir. Siralama igleminde, en diigiik amag fonksiyonu degerine
sahip parametre tahmin vektorii (L), en diistik ikinci amag fonksiyonu degerine sahip parametre tahmin
vektorii (S), en yiiksek amag fonksiyonu degerine sahip parametre tahmin vektori (H) ve en yiiksek ikinci
amag fonksiyonu degerine sahip parametre tahmin vektorii (N) belirlenir. Siralama islemi sonrasinda NMS
algoritmasinda sirasiyla yansima, genisleme, biiziilme ve kiiciilme operasyonlart uygulanir. Bu
operasyonlara ilisgkin NMS ayarlanabilir parametreleri « (>0),48 (>1), y (0<y<1l)ve o (0<o<1)

ile tanimlidir. Yapilan ¢alismalarda genellikle bu parametre degerleri, a =1, f=2, y=1/2 ve 0=1/2
olacak bigimde segilir [8]. Her yineleme sonucunda algoritmada bulunan g+1 parametre tahmin vektori
@ fonksiyonu degerine gore yeniden siralanir ve L, H, S, N parametre tahmin vektérleri giincellenir.

Boylece, NMS algoritmasi, bu operasyonlar ile adim adim ilerleyerek belirlenmis iyi bir baslangi¢ ¢6ziim
degeri ile amag¢ fonksiyonu degerini en kiigiik yapacak parametre tahminine yakinsar. Algoritma, amag
fonksiyon degerlerinin birbirine ¢ok yaklasmasi veya belirli bir yineleme sayisina ulagilmasi
durumlarindan birinin gergeklesmesi yoluyla sonlandirilir.

3.2. Genetik Algoritma

Genetik algoritma (GA), evrim siirecini taklit ederek nesiller sonucunda "en iyi" ¢6ziimlerin topluluk
icinde ¢ogunlugu olusturmasi ve belli bir kusak sayisi sonunda bu ¢dziimler i¢inden de en iyisinin
secilmesine dayali olusturulmus popiilasyon tabanli, tiirevden bagimsiz, bir stokastik optimizasyon
algoritmasidir. Evrimin bilgisayar bilimlerine entegre edilmesinde 1950°1i yillardan itibaren pek ¢ok bilim
insaninin katkis1 olmasina ragmen GA kavrami John Holland ve Ogrencileri tarafindan gelistirilmistir.
Holland [10], GA konulu ¢alismalarin1 "Adaptation in Natural and Artificial Systems" isimli kitabinda
toparlayip, yaymlamistir. Holland’in 6grencilerinden Goldberg [7] ise yaptigi ¢alismalart ile GA’nin
taninmasina biiyiikk katki saglamistir. GA, evrim ilkelerinin bilgisayar ortamina uyarlanmasi fikrine
dayandigindan genetik biliminde kullanilan pek ¢ok terim (gen, kromozom, popiilasyon, kusak sayisi) GA
i¢cin uyarlanmustir.
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GA, baslangic popiilasyonunun olusturulmasi, uygunluk degerinin hesaplanmasi, genetik operator
islemlerinin (se¢im, ¢aprazlama, mutasyon) uygulanmasi, yeni kusak popiilasyonunun olusturulmasi ve
durdurma kosulunun kontrolii gibi adimlardan olugsmaktadir. Burada, genetik operatorler, GA’da evrim
siirecinin taklit edildigi boliimdiir. Onceki ¢oziimlere gore yeni ¢dziimlerin daha bagarili olmasi genetik
operatdrler aracilig1 ile saglanir. Bu nedenle genetik operatdrlerin se¢cimi onemlidir. Literatiirde tanimli
mevcut se¢im yontemleri (Ornegin, rulet tekerlegi, stokastik uniform, remainder, rank, turnuva),
caprazlama yontemleri (tek nokta, iki nokta, scattered, aritmetik, heuristic) ve mutasyon ydntemleri
(uniform, adaptive feasible) arasindan probleme uygun kombinasyon sec¢imi Onemlidir. Genetik
operatdrlerin yani sira, popilasyon biiyilikliigii ve kusak sayisinin se¢cimi de model parametrelerinin
tahminini etkileyen diger GA ayarlanabilir parametreleridir.

GA ayarlanabilir parametrelerinin kombinasyonlar1 arasindan se¢im yapmak ciddi emek ve zaman
kayiplarina yol agacagindan, etkili ve giiclii bir GA aramasi i¢in ayarlanabilir parametre degerlerini
belirleme yontemine ihtiya¢ vardir. Bu amagla ¢alismada, etkin ayarlanabilir parametre kombinasyonuna
ulasabilmek i¢in Taguchi deney tasarimi kullanilmistir. Taguchi deney dizilimlerinin hazirlanmasinda
dikey dizilim kullanilmistir. Dikey dizinlerden iiretilen Taguchi tablolarimin gosterimi Tn(s¥) bigimindedir.
Burada, n, dizindeki deneme sayis1 (satir sayisi), S, diizey sayisi (eleman sayisi) ve K etken sayisidir (stitun
sayisidir). Akgiin [2] ¢alismasinda, olusturulma bigimlerine gére Taguchi tasarim siniflandirmalarina ve
Taguchi dizininde kullanilan iirete¢ matrislerinin olusturulmasina yer verilmistir.

3.3. Genetik-Simpleks hibrit algoritmasi

NMS algoritmasi ve GA’nin avantajli yonlerinin bir arada kullanilmasi ile olusturulan Genetik-Simpleks
hibrit algoritmasinda, 6ncelikle GA ile global arama yapilarak, genis arama uzay1 daraltilir. Daha sonra,
GA ile bulunan model parametre tahminleri NMS i¢in model parametrelerinin baslangi¢ degerleri olarak
kabul edilerek, en iyi ¢6ziimiin bulundugu bélgeye indirgenir. Sekil 1°de, ¢alismada kullanilan Genetik-
Simpleks hibrit algoritmasinin akis diyagrami verilmistir.

4. Uygulama

Calismanin uygulama bdoliimiinde, mikroorganizmalarin biyokimyasal oksijen ihtiyacini belirlemek
amaciyla, Bates ve Watts [3] tarafindan yapilan ¢alismadaki veri seti ele alinmustir. Verilerin elde
edilmesinde Oncelikli olarak, nehir suyundan 6rnek almmistir. Suya ¢ozlinmiis organik madde, inorganik
besinler ve ¢ozlinmiis oksijen ilave edilmistir. Su, siselere bolustiiriilmiistiir. Her bir siseye sabit sicaklikta
ve esit miktarda mikroorganizma kiiltlirii enjekte edilmis ve siselerin agzi kapatilmistir. Daha sonra,
siseler giinlere bagli olarak sirasiyla agilmis ve siselerdeki suyun iginde ¢oziinmiis oksijen miktarlar
Olciilmiistiir. Cizelge 1’de, mikroorganizmalarin zamana gore biyokimyasal oksijen ihtiyacina iligkin
veriler yer almaktadir.
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Sekil 1. Genetik-Simpleks hibrit algoritmasi akis diyagrami
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Cizelge 1. Mikroorganizmalarin zamana gore biyokimyasal oksijen ihtiyaci.

t (giin) 1 2 3 4 5 7
Biyokimyasal
oksijen 8.3 10.3 19 16 15.6 19.8

ihtiyaci (mg/l)

Cizelge 1’°de verilen veri setine uygun olarak kabul edilen dogrusal olmayan regresyon modeli
Y=0(1-e)+z ®3)

bigimindedir. Burada, 8 =[6, 6,] bilinmeyen model parametre vektoriidiir. EKK kriterine gore olusturulan
amag fonksiyonu

0= o= (1) (e ) - X1 (1 -0 0

ifadesi ile tanimlanir. Buna gore kisitsiz optimizasyon problemi
. a1t 1 \2
min{(0,6,) =37, (% -4a-e )’} ©

bi¢iminde olur. Esitlik (5) ile tanimli minimizasyon problemini Bates ve Watts [3] ¢alismalarinda, tiireve
dayali bir optimizasyon algoritmast ile en iyileyerek, 0= [671 éz} —[19.1426 0.5311] ve ¢(d) =25.9903

sonuglarina ulagmiglardir.

Bu calismada, Esitlik (5) ile taniml1 kisitsiz problemin GA ile optimizasyonu icin dncelikli olarak, GA
ayarlanabilir parametrelerinin probleme uygun tanmimlanmasi gerekir. Bu amagla c¢alismada, GA
ayarlanabilir parametreleri i¢in (popiilasyon biiyiikliigii, kusak sayisi, segim yontemi, ¢aprazlama yontemi,
mutasyon yontemi) bes seviye belirlenmistir. Cizelge 2’de GA ayarlanabilir parametrelerin uygun
seviyeleri tanimlanmistir.

Cizelge 2. GA ayarlanabilir parametreleri ve seviyeleri

GA Ayarlanabilir Seviyeler
Parametreleri 1 2 3 4 5
Popiilasyon Biiyiikligi - A 30 50 100 150 200
Kusak Sayisi - B 50 75 100 200 500
Sec¢im Yontemi - C Stokastik Remainder Uniform Rulet Turnuva
uniform tekerlegi
Caprazlama Yo6ntemi - D Scattered iki nokta Tek nokta Heuristic Avritmetik
Mutasyon Yontemi - E Uniform 0.2 Uniform0.01  Uniform 0.05  Uniform 0.1 Adaptive

feasible

Cizelge 3. Taguchi T2s tablosu

Deneme Sayisi
1
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10
11
12
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14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

Bes parametreli ve bes seviyeli duruma gore Cizelge 3’°te tanimli Taguchi’ nin Ts tablosu kullanilarak, 25
farkli denemenin her biri i¢in GA ile 200 defa hesaplama yapilmistir. Hesaplamalarda MATLAB
programi kullanilmistir. Her bir denemede 200 hesaplama igin hata kareler toplaminin en kiigiik, ortalama,
medyan ve en bilyiik degerleri ile standart sapma istatistikleri hesaplanmustir. Elde edilen sonuglara gore
hata kareler toplaminin en kii¢iik oldugu durumdaki parametre tahmini degerleri model parametrelerinin
nokta tahmini olarak secilmistir. 25 deneme icin elde edilen amag¢ fonksiyonu (hata kare toplami)
sonuclar1 ve bu sonugclara iliskin istatistikler Cizelge 4’te verilmistir.
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Cizelge 4. GA ile 25 deneme icin elde edilen amag fonksiyonu degerleri ve fonksiyon degerlerine iligkin

istatistikler
Deneme En kiigiik Ortalama Medyan En biiyiik | Std. Sapma
1 1266.1069 1268.1609 1267.7243 1275.3778 1.6948
2 1266.1809 1271.8305 1270.6387 1293.6239 4.8862
3 1266.1666 1270.3261 1269.2471 1288.8628 3.6711
4 25.9903 26.9687 26.0649 44.1037 2.6238
5 26.0154 28.4509 27.3296 45.0495 2.9837
6 1266.0197 1267.5013 1267.1452 1273.4304 1.3149
7 25.9903 26.0451 25.9907 36.6875 0.7563
8 1266.1611 1267.5561 1267.2924 1272.1778 1.0619
9 1266.2625 1270.1013 1269.7053 1281.3135 2.6714
10 1266.1006 1268.4849 1267.8787 1280.2719 2.2139
11 1266.5785 1273.5719 1272.8794 1286.0550 4.2411
12 1266.0438 1267.3516 1267.1156 1273.5329 1.1553
13 1266.0015 1266.8039 1266.5714 1270.5032 0.7305
14 25.9903 57.6098 26.0004 359.7778 86.2753
15 25.9903 25.9905 25.9903 25.9983 0.0010
16 25.9903 63.1432| 26.0036731 425.3242| 108.9083
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17 1266.0071 1266.3736 1266.2989 1267.7037 0.2942
18 25.9903 27.4609 26.1367 37.1909 2.3987
19 1266.0686 1267.4308 1267.0441 1272.2281 1.2543
20 1266.0461 1266.8803 1266.6852 1268.9877 0.6845
21 1211.4667 1232.8045 1233.3594 1252.2715 8.36306
22 1266.0349 1266.7299 1266.5748 1269.9987 0.6045
23 25.9903 58.6576 25.9915 310.2354 86.7679
24 1266.0026 1266.4471 1266.3649 1268.2569 0.3673
25 1266.0279 1267.0354 1266.7937 1270.8184 0.8839

Cizelge 4’teki sonuclar incelendiginde, en kiiciik amag¢ fonksiyon degerinin yaklagik olarak 26 oldugu ve
bu sonucun 4., 5., 7., 14., 15., 16., 18. ve 23. denemelerde elde edildigi goriilmektedir. Bu denemelere
iligkin Cizelge 4’teki istatistiklere gore, 14., 16. ve 23. denemelerde elde edilen 200 farkli hesaplamaya
iligkin standart sapma degerlerinin olduk¢a biiyiik oldugu soylenebilir. Bu durum, stokastik aramalara
dayali olan GA’nin ayarlanabilir parametrelerinin model parametrelerinin nokta tahmini {izerindeki
etkisini gosterir. GA’da popiilasyon biiylikliigii ve kusak sayisinin gereginden biiyiik se¢ilmesi, hesaplama
siiresinin uzamasina neden olacaktir. GA’nin bir yinelemede kacinci kusaktan itibaren optimum degere
yaklastig1 bilgisi, GA’nin optimal sonuca ne kadar ¢abuk ulagabildiginin bir yanitidir. En iyi ¢6ziime
yakinsama saglandiktan sonraki kusaklar, denemelerin biiyiikk ¢ogunlugunda, fazladan islem yiikii
olabilmektedir. Cizelge 4’teki diistik standart sapmal1 4., 5., 7., 15. ve 18. denemeler arasinda en kiiglik
standart sapma degerine sahip 15. denemeye iliskin GA ayarlanabilir parametreleri incelendiginde,
popiilasyon biiylikliigiiniin 100 ve kusak sayisinin 500 oldugu goriiliir. Deneme 15°te kacginci kusaktan
itibaren optimum degere yakinsama saglandiginin belirlenmesi amaciyla 500 kusakta hesaplanan amag
fonksiyonu degerleri incelenmistir. Sekil 2°de verilen grafikte, deneme 15 icin bir yinelemede 500 kusak
boyunca elde edilen amag fonksiyon degerleri goriilmektedir.
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Sekil 2. Deneme-15’ te bir yineleme i¢in 500 kusakta hesaplanan amag fonksiyonu degerleri

Sekil 2°de goriildiigl iizere kusak sayis1 yaklasik olarak 30’a ulastiginda amag fonksiyonu en iyi degerine
yakinsamaktadir. Buna gore, 500 kusak sayisina ulasincaya kadar yapilan yinelemelerde, yaklagik olarak
30. kusaktan sonra yapilan hesaplamalarda benzer fonksiyon degeri civarinda sonuglara ulasildig1 ve bu
hesaplama yiikiiniin hesaplama siiresini uzattig1 sdylenebilir. Diisiik standart sapmali denemeler arasinda
en az kusak sayisina sahip 7. denemeye iliskin Sekil 3’te verilen amag¢ fonksiyon degerleri grafigi
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incelendiginde, oldukca makul kusak sayisinda problem i¢in en iyi fonksiyon degerine tutarli olarak
ulasildigr gézlenmektedir.
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Sekil 3. Deneme-7’de bir yineleme igin 75 kusakta hesaplanan amag fonksiyonu degerleri

Taguchi deney tasarimu ile elde edilen deneme sonuglarina gore, hesaplama siiresi de dikkate alindiginda,
probleme en uygun GA ayarlanabilir parametre degerlerinin 7. denemeye iligkin oldugu goriilmiistiir.
Deneme-7’ye iliskin GA ayarlanabilir parametre degerleri, 50 birimlik popiilasyon, 75 kusak sayisi,
Uniform secim, Heuristic ¢aprazlama ve Adaptive feasible mutasyon olarak tanimlidir. Bu degerler

kullanilarak, GA ile elde edilen model parametre tahminleri 6= 6, §, |~[19.1426 0.5311] dir.

GA ile ulagilan 25 farkli model parametre tahmin vektorii, NMS algoritmasi i¢in parametre baslangig
baslangi¢ degerleri olarak kabul edilip, Genetik-Simpleks hibrit algoritmasi ile elde edilen model
parametrelerinin tahmin degerlerine Cizelge 5’te yer verilmistir.

Cizelge 5. Model parametrelerinin baslangi¢ degerleri, hibrit algoritma ile 25 deneme i¢in bulunan amag
fonksiyonu degerlerinin istatistikleri ve model parametre tahminleri

Paramet{e bas_langlc 4 Param%’[re tahmin
degerleri degerleri
Deneme éf 62 En kiiciik Ortalama  Medyan  En biiyiik Sgrt)?ﬁa é1 62
1 0.9996 0.9978 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 3*10° 19.1426 0.5311
2 0.9989 0.9988 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
3 0.9994 0.9959 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
4 19.1426  0.5311 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 4*10°° 19.1457 0.5311
5 18.9972  0.54370 | 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426  0.53111
6 0.9999 0.9991 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
7 19.1429  0.5311 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
8 0.9997 0.9938 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
9 0.9995 0.9915 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
10 0.9996 0.9986 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10° 19.1426 0.5311
11 0.9965 0.9988 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
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12 0.9998 0.9989 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 3*10° 19.1426 0.5311
13 0.9999 0.9999 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10° 19.1426 0.5311
14 19.1443  0.5311 25.9903 39.25663 25.9903 136.7617 36.02 19.1426 0.5311
15 19.1426  0.5311 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
16 19.1414  0.5311 25.9903 37.60793 25.9903 136.9752 34 19.1426 0.5311
17 0.9999 0.9999 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
18 19.1426  0.5311 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10° 19.1426 0.5311
19 0.9996 0.9999 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10° 19.1426 0.5311
20 0.9999 0.9981 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10° 19.1426 0.5311

21 1.3298 1.1666 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
22 0.9999 0.9982 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 2*10°° 19.1426 0.5311
23 19.1428  0.5311 25.9903  39.80883  25.9903 136.8726 36.65 19.1426 0.5311
24 0.9999 0.9999 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 4*10°° 19.1426 0.5311
25 0.9999 0.9987 25.9903 25.9903 25.9903 25.9903 3*10° 19.1426 0.5311

Cizelge 5’ten goriildigi gibi, Genetik-Simpleks hibrit algoritmasi ile her denemede elde edilen parametre
tahmin degerlerinin tamam1 ve hemen hemen biitlin en biiylik fonksiyon degerleri, GA ile 7. denemede

elde edilen en iyi parametre tahmin degerlerine (é :[él HAZ} = [19.1426 0.5311]) ve fonksiyon degerine

(¢" = 26) sirastyla esittir. Buna gore, hibrit algoritmanin her deneme kombinasyonunda GA’ya gore daha
tutarli sonuglar verdigi sdylenebilir. Sekil 4’te verilen, deneme 7 i¢in 200 yinelemede elde edilen GA ve
Genetik-Simpleks hibrit algoritmasi ile elde edilen ¢ amag fonksiyonu degerleri karsilastirilmasi, hibrit
algoritma ile GA’dan daha tutarli sonuglar elde edildigi desteklemektedir.

26 T T T T T T T T
— GA
25.998 - B
25.996 B

fonksiyon degerleri

25.994 .
25.992 /\-' -
“J"‘ f ] —h b f f A
20 40 60 80 100

25.99 L . 1 L
0 120 140 160 180 200

yineleme sayisi

Sekil 4. Deneme 7 icin uygulanan 200 hesaplamaya gore GA ve Genetik-Simpleks hibrit algoritmasi ile
elde edilen hata kareler toplamlarinin karsilastiriimasi
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5. Sonuc¢

Bu caligsmada, tiirevden bagimsiz optimizasyon algoritmalari olan GA ve NMS algoritmasinin avantajl
yonlerinin birlestirilmesi ile olusturulan Genetik-Simpleks hibrit algoritmasi kullanilarak, dogrusal
olmayan regresyon model parametreleri i¢gin EKK tahminlerinin elde edilmesi hedeflenmistir. Ayrica
calismada, GA ayarlanabilir parametrelerinin belirlenmesinde Taguchi deney tasarimindan yararlanilarak,
GA ile model parametrelerinin EKK tahminlerinin elde edilmesi istenmistir. Bu amagla, GA ve Genetik-
Simpleks hibrit algoritmasi, literatiirde taniml1 bir negatif-iistel regresyon model igin optimizasyon araci
olarak kullanilmistir. Elde edilen sonuglara gore, GA ayarlanabilir parametre degerlerinin se¢ciminin GA
ile yapilan optimizasyon sonuglarii etkiledigi goriilmiistiir. Genetik-Simpleks hibrit algoritmasinin,
negatif-iistel bigimde tanimli dogrusal olmayan model parametrelerinin nokta tahminlerinin elde
edilmesinde model parametrelerinin baslangic degerlerine ihtiyag duymadan, GA ayarlanabilir
parametrelerinin probleme uygun belirlenemedigi durumlarda bile tutarli tahmin sonuglar1 veren bir
optimizasyon algoritmasi olarak kullanilabilecegi sonucuna ulasilmustir.
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Abstract

In this study, the measures representing the departure from MH model is introduced for square contingency
tables and standard errors of these measures is calculated. These measures lies between (-1,1) and represent
the departure degree from MH model. Three real data sets are used as the illustrative examples. While the
measures of departure are calculated for each category, the categories causing the departure from the MH
model can be obtained and interpreted.
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Oz
Karesel olumsallik tablolarinda marjinal homojenlik modelinden sapma él¢iileri

Bu ¢alismada, karesel olumsallik tablolart icin MH modelinden ayrilisi ifade eden dlgiimler ifade edilmis ve
bu olgiimlerin standart hatalari hesaplanmistir. Calismadaki sapma olgiisii (-1,1) aralhiginda deger alir ve
MH modelinden ayrilis derecesini ifade eder. Ornek olarak ii¢ gercek veri kiimesi kullanilmistir. Her bir
kategori igin sapma Olgiisii hesaplanmigs, MH modelinden sapmaya neden olan kategoriler elde edilerek
yorumlanmigtir.

Anahtar sozciikler: Karesel olumsallik tablosu, marjinal homojenlik modeli, sapma él¢iisii

1. Introduction

Square contingency tables that arise in dependent samples where the row and column variables
have same level. Some specific models used in the analysis of these kinds of tables. The Marginal
Homogeneity Model (MH) is one of them [1]. The model assumes that the marginal totals are
symmetric. This model indicates that the row marginal distribution is identical with column

marginal distribution. Consider an RxR square contingency table with ordered categories. Let p;


http://www.istatistikciler.org/
mailto:gokcenefendioglu@gmail.com
http://orcid.org/0000-0003-3302-0705
mailto:spxl@hacettepe.edu.tr
http://orcid.org/0000-0003-3302-0705
mailto:spxl@hacettepe.edu.tr

G. Altun, S. Aktas / Istatistikgiler Dergisi: istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 93-108 94

denotes the probability that an observation fall in the ithrow and jth column of the table
(i,j=12..,R) ,and also let X and Y denote the row and column variables, respectively. The

MH [2,3] model is defined by;

F*=F', i=12...,R-1 1)
where,
FY=Pr(X<i)=>p. i=12..,R-1
k=1
F'=Pr(¥<i)=>p, i=12..,R-1
k=1
)
with

R

R
P=D P » Pu=D Py i=12.,R
s=1

t=1

3)

Let F¥ and F” denote the cumulative marginal probability of X and Y, respectively, and also let
pr. and p, denote the marginal probability of X and Y, respectively. This model has
(R-1)degrees of freedom [4]. Let T* and T'denote the conditional cumulative marginal
probabilities of X and Y, respectively. Then the MH model may be expressed

as; T =T", i=12...,R-1

where,

T =Pr(X <i|lX=Y)=>p; i=12..,R-1
k=1

T =Pr(Y <i|lX=Y)=>p, i=12..,R-1
k=1

(4)

with
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1 c_1

pk.:g(pk._pkk) J p.k:g(p‘k_pkk) d §:Zzp5t
s#t

®)

When the MH model does not hold, we are interested in considering the measures to represent the
degree of departure from MH model [5]. The deviation measure, which refers to the deviation
from the model as a percentage, is used in particular to compare the data sets with the same

properties obtained at different time intervals.

2. Measures of departure from marginal homogeneity model

Tahata (2012) proposed a measure which represents the degree of departure from MH model. The
measure is calculated over the observed frequencies gives the degree of the departure from MH.
The proposed measure lies between -1 to 1. Zero represents the MH model holds and, 1
represents the degree of departure from marginal homogeneity is maximum. According to
different values of the measures, upper-left-marginal inhomogeneity and lower-left-marginal
inhomogeneity concept are reviewed in [6]. We will give these measures in the following

subsections.

2.1. Measure |

Measure 1 is calculated using the marginal probabilities. This measure is the arithmetic mean of

two sub-measures.

Sub-measure 2.1.1.

Let

M2

A=Y (F*+F) (6)

Il
LN

* FIX * FIY -
Ry =" Fg=" fori=1.,R-1 ()
1 1
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Assuming that {Fix +F' = O} , consider the sub-measure is defined as,

4 R-1 (1) _Z
ﬂz( i) T 2(1))( 4j (8)

i=1

where

Hl(l) — Sin—l i (9)

Noting that, a(l)is between 0 and /2 , we can conclude that;

i.-1<W¥, <1 ,ii. ¥,=-1lifandonlyif F" =0 and F* >0 i=1,..,R-1,iii. ¥, =1 if and only

if F*=0and F" >0 i=1,...,R-1, iv. When the MH model holds, ¥, =0.

Sub-measure 2.1.2.
Let

SX=1-F*, ' =1-F" for i=1,..,R-1 (10)

The MH model can be expressed as,

S} =8 fori=1..,R-1 (11)
Let

R-1
A=Y (S +8)) (12)

L, for i=1..,R-1 (13)

Assuming that {Six +8) # 0} , consider the sub-measure is defined as
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3 i R-1 (2) _Z
P ( 1(|) 2(|))( 4j (14)

i=1

where

6% =sin™ ! (15)

It can be said that 61(2) is between 0 and 7/2 and,

i.-1<W¥,<1,ii.¥,=-1ifandonlyif S* =0and S’ >0 i=1,..,R-1,iii. ¥, =1 if and only

if S =0and S >0 i=1,..,R-1. When the MH model holds, ¥, =0

Complete measure 1

The complete measure is calculated from Equation (16);

W % (16)

When ¥ =0, we shall refer to this structure as the MH. As the measure W approaches to -1, the
departure from MH would be greater toward the upper-right-marginal inhomogeneity. While ¥
approaches 1, it becomes greater toward the lower-left-marginal inhomogeneity. Upper-right
marginal inhomogeneity and lower-left marginal inhomogeneity for 4x4 square contingency table

are represented in Figure 1 and Figure 2.

p,=0 p,=0 p;=0

Figure 1. Upper-right marginal inhomogeneity for 4x4 square contingency table



G. Altun, S. Aktas / Istatistikgiler Dergisi: istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 93-108 98

The cumulative probabilities given in the Equation (1) can be calculated for the table in Figure 1 in terms
of the marginal probabilities as follows:

F1X=P1.=1 —

Ff=p.+p.=1 F¥=1

Ff=p +py +p3 =1

-
¥ =1

F =p1=0 n

Fy=p1+p;=0 - FY=0—

Fy=p;+p,+ps=0-

p,=1 p,=0 p;=0

Figure 2. Lower-left marginal inhomogeneity for 4x4 square contingency table

The cumulative probabilities given in the Equation (1) can be calculated for the table in Figure 2 in terms

of the marginal probabilities as follows:
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F§f=p; +py +ps =0

_

F =p;=1

Fy =p;+py=1

FY=pi+py+ps=1—

FX=0

From Figure 1 and Figure 2 we can say that ¥ = —1 indicates that p;g = 1 and the other cell

probabilities are zero , ¥ = 1 indicates that pg; = 1 and the other cell probabilities are zero.

2.2.Measure 11

Measure Il is calculated using the marginal conditional probabilities. This measure is mean of

two sub-measures.

Sub-measure 2.2.1.

Let A, = f(ﬂx +T,)
i=1

17)

and

* TX * TY
Tl(i) =—, T2(i) =
A, A,

(18)

Assuming that {TiX +T) = O} , consider the sub-measure is defined as,

-, fori=1..,R-1
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4Rl
B IR G

i=1

(19)

where,

6% =sin™ ! . (20)

Sub-measure 2.2.2.

Let UX=1-T*, U’ =1-U" for i=1,..R-1
(21)

The MH model alternatively can be expressed as,

UX=U for i=1..,R-1

(22)

Let A= (U +U))
(23)

and

X Y
* _ Ui U * _ UI
i) — v Yoy T ,

A, 4

U for i=1,..,R-1
(24)

Assuming that {U;* +U;" = 0}, consider the sub-measure is defined as,

Nlb

~25 iy Uz @- %)

i=1

(25)

where
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ux

(UF) +(ur)

Y =sin™?

(26)

Complete measure 2
Consider a complete measure defined by;

(27)

When Y =0, we shall refer to this structure as the MH. Similarly as in the previous case, as the
measure Y approaches to -1, the departure from MH would be greater toward the upper-right
conditional marginal inhomogeneity. While Y approaches to 1, it becomes greater toward the

conditional lower-left-marginal inhomogeneity.
3. Approximate confidence interval for the measures

Let n;; denote the observed frequency in the ith row and jth column of the

ij
table (i = 1, ...,R;j = 1, ..., R). Assuming that a multinomial distribution is applied to the R X R
table, we shall consider an approximate standard error and large-sample confidence interval for

the measure V.
Delta method;

In statistics, the delta method is a result concerning the approximate probability distribution for
afunctionof an asymptotically normal statistical estimator from  knowledge of the
limiting variance of that estimator. The delta method is defined as

Vn[X, — 8] - N(0,0?)

where X,, is a sequence of random variables, 6 and o2 are finite valued constants. Using delta

method, we obtain the following theorems.

Theorem 1: \/ﬁ[@‘ — lP] has asymptotically (as n — oo ) a normal distribution with mean zero

and variance, where a(¥)
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Gz[\?]:%gg(a +b;)
(28)
with
a”:%‘l:j {|(igk)+|(jsk)}9k<1>+(F;k)X2:(Flk:YkY) {—I(i<k)FkY+'(J'<k)Fkx}}
{2R-(i+)}(¥:+1)
A1
(29)

+%{|(i>k)sg =1(] >k)3kx}}

I(.) is the indicator function where I(.) = 1 if the statement is true, O if it is not.

Theorem 2 : v’ﬁ[? — Y] has asymptotically (as n — c ) a normal distribution with mean zero
and variance, where o%(Y)
n 1 R R 2
2
o [Y}:ZZZ(CH +d; ) py

i=1 j=1
J#

(30)

with
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_{(|(i£k)—TkX)+(|(J‘Sk)_TkY)}(ek(s)_%j W

Pom 3 T (k) T+ (1(J <k) T )T
T }J

4 R-1
d. = X Y
v, o Uk2+Uk (1> k)= T -(1(j>k)-U; )u)
o ooy 110 IR G uRe
—5%42[(|(i>k)—ukx)+(|(j>k)—ukY)}1r2
(31)

Let 62(P) denote (%) with p;; replaced by p;;. Thus, the square root of 6%(¥) /n is an

estimated standard error of ¥ and the equation below
Y+Z,,,6° (‘P)/n

is an approximate 100(1 — a)% confidence interval for W, where Z, /, is the percentage point of
the standard normal distribution corresponding to a two-tail probability of a. We also obtain the

similar result for measure Y [7].
4. Numerical example

As an illustrative example, distribution of spouses by respective educational level 1991, 2001,
2011 marriage and divorce data set in Turkey is used (Table 1-3). Data set, is organized according
to four educational levels and sorted by from the low education level to higher as: (1) primary

school, (2) middle school graduate, (3) high school graduate, (4) university graduate [8].
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Table 1: Educational level of spouses in 1991

Educational level of wife
. 1 2 3 4
Educatidnal
level of Husband 1 11257 306 107 9
2 2823 3284 217 12
3 701 701 2723 65
4 94 80 388 472
Table 2: Educational level of spouses in 2001
Educational level of wife
Educational ! 2 3 4
level of 1 15556 629 364 35
2 3841 6379 585 25
3 1360 5401 10141 250
4 112 110 822 1529
Table 3: Educational level of spouses in 2011
Educational level of wife
. 1 2 3 4
Educatiopal
level of hbisband 1 26644 2319 6220 881
2 5672 1793 3164 532
3 9518 2243 13736 4295
4 1753 541 5733 9553

The MH model is applied to data sets and the results are given in Table 4.
Table 4: Likelihood ratio (G?2), degree of freedom, p-value for MH model

df G* p
1991 3 3272.61 <0.001
2001 3 741417 <0.001
2011 3 2822.35 <0.001

It is clear from Table 4 that the model does not fit the data sets. Since the MH model does not

hold for the data sets, the next step would be the calculation the measures of departure from MH

model. The measure of departure for each consecutive year are calculated and given below in

detail:

Calculation for 1991;
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FX = 0.503,Ff = 0.776 ,Ff = 0.956 , FY = 0.640 ,FY = 0.828 ,F} = 0.976,A,= 4.679
S¥ = 0.497,8¥ = 0224,5% = 0.044,5! = 0.360,5Y =0.172,5! = 0.027,4,= 1.321
Fjy = 0108, F; (5 = 0.166 , F; (5, = 0.204 ,F;;, = 0.137, F; ) = 0.177 , F;5, = 0.209
S;ay = 0.376,8; ) = 0.170, 5] 5 = 0.033,S;,, = 0.273, 5, ,) = 0.130,S; ;) = 0.018
6 =57.57,05" = 58.65,6%" = 46.55,%, = 0.056

0% = 54.48,0%% = 52.48,6% = 61.39,W, = 0.197

ay; = 0.015,a;, = —0.009,a;3 = —0.011, az, = —0.007 ,az; = 0.0001 ,ay, = —0.025,
ay; = —0.026 a5, = —0.0222 ,az; = 0.008 ,az, = —0.017 ,az; = —0.018 ,az, = —0.014,
s = 0.022, a5, = —0.003 ,ay; = 0.004 a4, = 0,b;; = 0,by, = 0.015, b3 = —0.059,
bis = 0.046 ,by; = 0.016,by, = 0.023 ,bys = —0.043 ,byy = 0.062 , by, = 0.006,

bsp = —0.01,bs3 = —0.054 , by, = 0.07 ,byy = 0.143 , by, = 0.126 by = 0.082 by, =
0.188

Table 5: Estimate of ¥, estimated approximate standard error for &, and approximate 95%
confidence interval for ¥, applied to Table 1

—

Table p S.E. C.l.

1 0.1265 0.000144871 (0.1262, 0.1268)

The results show that, the degree of departure from MH in 1991 is estimated as 12.65 percent of
the maximum departure toward the lower-left-marginal inhomogeneity. All values in confidence
interval for W are positive. Therefore W is statistically significant and, the structure of MH model

for educational level of man and woman departs toward the lower-left-marginal inhomogeneity.

Table 6: Measures of without each groups for 1991

1991 b4
First group removed 0.0921
Second group removed 0.0834
Third group removed 0.1711
Fourth group removed 0.1592

When the second group (middle school) is removed from the table, departure is the smallest. This
means that the departure from MH model is largest for the middle school graduates.

Calculations for 2001;

F¥ =0.350,Ff = 0.580 ,FX = 0.945 ,F} = 0.444 ,FY = 0.710 ,F¥ = 0.961 A, = 3.99
S¥ = 0.650,S¥ = 0.420,5 = 0.055,5) = 0.556,5) = 0.290,5Y = 0.039,A,= 2.01

F/() = 0.088, F},) = 0.145 ,F} 5 = 0.237 ,F;;, = 0.111, F;,) = 0.178 , F, ;) = 0.241
Sy = 0.323,8;,, = 0209, ] 5, = 0.027 ,S; ;) = 0.277,S;,, = 0.144,S; ;) = 0.019

oY = 51.75,05Y = 50.76,0{" = 45.48, %, = 0.076

6% = 49.46,0(% = 55.38,0{* = 54.66,%, = 0.15
all = 0.023 ,a12 = 0.004,&13 = —0.014 ,a14 = —0.0001 ,a21 = 0.015 ,azz = _0.008,
a,23 = —0.026 ,a24 = _0.015 ,a31 = 0.008 ,a32 = _0.015 f a,33 = —0.033 ,a34 = —0.021 f
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Ay — 0.03 y dgy = 0.007 y g3 — —0.007 yAgq = 0 Jbll =0 ,b12 = —0.037 J'b13 = —0.01 ,

b14 — 0.01,b21 — _0.015,b22 — _0.052 f bzg — _0025 ,b24 — _0.025 ,b31 — 0.034,

b32 = _0.004 ,bgg = 0.024 ,b34 = 0.043 J'le-l == 0.075 ,b42 = 0.037 ,b43 = 0.065 ,b44
= 0.085.

Table 7: Estimate of ¥, estimated approximate standard error for & , and approximate 95%
confidence interval for W, applied to Table 2

Table P S.E. C.l
2 0.113 0.000080642 (0.1128, 0.1132)

We can see from this measure that the degree of departure from MH for the data in Table 2 is
estimated to be 11.3 percent of the maximum departure toward the lower-left-marginal
inhomogeneity. All values in confidence interval for W are positive. Therefore, W is statistically
significant and, the structure of MH model for educational level of man and woman departs
toward the lower-left-marginal inhomogeneity. Next step will be analyzing the levels. Each level

is removed from the data and W is recalculated (Table 8).

Table 8: Measures of without each groups for 2001

2001 b4
First group removed 0.1511
Second group removed 0.0497
Third group removed 0.1153
Fourth group removed 0.1480

When the second group (middle school) is removed from the table, departure is the smallest. This
means that the departure from MH model is largest for the middle school graduates.

Calculations for 2011;

FX =0.381,F)f = 0499 ,F{ = 0.814,FY = 0.461,F) = 0.534,FY = 0.839,A,= 3.53
S$¥=10.619,5F =0.501,55 =0.186,S5f = 0.539,5Y = 0.466,5Y = 0.161,A,= 2.47
Fi(y) = 0.108 ,F{(;, = 0.141,F] (5, = 0.231 ,F; ;) = 0.131,F;,) = 0.151, F; 5 = 0.238
iy = 0.250,8;,) = 0.203, ;5 = 0.075,5;,, = 0.218,5;,) = 0.189, 555, = 0.065
oY = 50.43,05 = 46.94,0{" = 4587, W, = 0.0499

6(2) 48.95, 6[2) 47.07, 5(2) 4912 ¥, = 0.071
a;; = 0.016,a,, = —0.009,a,; = 0.013 ,a,, = —0.01,a,, = 0.004,ay, = —0.022,
Qs = —0.026 ,ay, = —0.024 ,az; = 0.012,a5, = —0.013, azs = —0.018 a5, = —0.015,
Qsy = 0.027 a4 = 0.002 ,a43 = —0.002, a4, = 0,by; =0, by, = —0.003, by = —0.02,
by, = —0.023, by, = 0.015, by, = 0.012, bys = —0.007 , by, = —0.008 , by, = 0.014,
bay = 0.011, bys = —0.008, by, = —0.01, b,y = 0.03 , by, = 0.028 ,b,5 = 0.008 , by,

— 0.007
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Table 9: Estimate of ¥, estimated approximate standard error for ¥ , and approximate 95%
confidence interval for W, applied to Table 3

Table P S.E. C.l
3 0.06 0.000036333 (0.0599, 0.0601)

We can see from this measure that the degree of departure from MH for the data in Table 3 is
estimated to be 6 percent of the maximum departure toward the lower-left-marginal
inhomogeneity. All values in confidence interval for W are positive. Therefore, W is statistically
significant and, the structure of MH model for educational level of man and woman departs

toward the lower-left-marginal inhomogeneity.

Table 10: Measures of without each groups for 2011

2011 v
First group removed 0.0087
Second group removed 0.0556
Third group removed 0.0788
Fourth group removed 0.0837

When the first group (primary school) is removed from the table, departure is the smallest (Table

10). This means that the departure from MH model is largest for the primary school graduates.
5. Discussions

The usual way analyzing the square contingency tables is to check the model fit. Additionally,
measures of departure could be beneficial if the model does not hold for data. Because the
measure of departure, exhibits the departure from the model and, can arise which level
contribution on rejecting the hypothesis. From the results, we can say that, divorces in high
school and university graduates both men and women have a more homogeneous structure
whereas the primary and middle school graduates have a more heterogeneous structure. This
means that the high school and university graduates got married to individuals who have the same
level of education. When considering the elementary and middle school graduate’s divorce
distribution, it might be inferred that these individuals got married to people who have different
levels of education. If we examine the overall frequency distribution of each of the three years, it

can be seen that most divorces occur in individuals of primary school graduates.
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Oz

Bu calismada Frechet dagilimimin sekil parametresi basit dogrusal regresyon modeli kullanilarak tahmin
edilmistir. Tahmin yontemi olarak En Kiiciik Kareler (EKK) ve saglam (robust) tahmin yontemi olan M tahmin
edicisi ele alinmistir. Bu tahmin yontemlerinin etkinlikleri veri setinin aykir1 deger igerip igermeme durumuna
gore simiilasyon caligmasi ile karsilagtirnlmistir. Sonug¢ olarak Frechet dagiliminin sekil parametresinin
tahmininde yapilan simiilasyon ¢aligmasi ile saglam yontemin parametre tahminin EKK’dan daha etkin oldugu
gOrilmiistiir.

Anabhtar sozciikler: Basit Dogrusal Regresyon, En Kiigiik Kareler Tahmin Edicisi, Frechet Dagilimi, Saglam M
Tahmin Edicisi.

Abstract

Alternative estimation methods for the estimation of Frechet distribution parameters

In this study, the shape parameter of the Frechet distribution is estimated using simple linear regression model.
The ordinary least squares (OLS) and robust estimation method M estimator are considered as the estimation
method. Simulation study is conducted to compare effectiveness of estimator based on data set with and without
outliers. As a result, it is seen from the simulation result that robust estimation method is more effective than the
OLS.

Keywords: Simple Linear Regression, Ordinary Least Squares Estimator, Frechet distribution, Robust M
Estimator.

1. Giris

Ug deger teorisi, istatistikte yaygin olarak kullanilan bir alandir ve rasgele degiskenlerin olagan
dis1 biiytikliikteki davranislarini inceler. Ug deger dagilimlari, Gumbel (tip I), Frechet (tip II) ve
Weibull (tip III) dagilimlaridir [1]. Son zamanlarda birgok farkli alanlara uygulanan Frechet
dagilimi 1920’li yillarda Maurice Frechet [2] tarafindan ug¢ deger teorisi i¢in gelistirilmistir.
Frechet dagilim1 uygulamada depremler, hizlandirilmig dmiir testleri, sel, yagis, slipermarketlerde
olusan kuyruklar, riizgar hizi, deniz akintilari, yaris pisti kayitlar1 gibi u¢ olaylarin analizi ve
modellemesi i¢in kullanilmaktadir [3,4]. Harlow [5] Frechet dagilimii miihendislik alanindaki
calismalar i¢in Onermistir. Zaharim ve ark. [6] Frechet dagilimini riizgar hizi verilerine
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uygulamiglardir. Nadarajah ve Kotz [7] Frechet rasgele degiskenlerine dayanan sosyolojik
modeller iizerine ¢aligmislardir ve Frechet dagiliminin sekil parametresi i¢in tahmin yontemlerini
karsilastirmislardir. Akgiil ve Senoglu [8] inverse Weibull dagiliminin parametrelerinin tahmini
icin farkli tahmin yontemlerini karsilagtirmiglardir.

Mubarak [9] birbirini izleyen u¢ degerler olarak bilinen rekor degerlere dayali Frechet
dagilimmin konum ve sekil parametresinin en iyi yansiz dogrusal tahmin edicileri ile en iyi
dogrusal degismez tahmin edicilerini elde etmistir. Chatterjee ve Chatterjee [10] ultrasonik dalga
hiz1 6l¢iimlerinin sonuglarinin Frechet dagilimina oldukga iyi uydugunu simiilasyon sonucuyla
dogrulayarak bir model sunmuslardir. Silva ve ark. [11] ¢alismalarinda dort parametreli Gamma
genisletilmis Frechet dagilimini1 tanimlamislardir. Ayrica yaptiklar gergek veri uygulamasiyla bu
yeni dagilimin diger klasik yasam modellerinden daha iyi uyum saglayabilecegini
gostermislerdir. Frechet ve ters gamma dagilimlar1 arasinda bir ayirim yapmak i¢in olabilirlik
oran testi onermisglerdir. Dogru se¢imin ampirik ve asimtotik olasiliklarini karsilastirmak i¢in bir
simiilasyon calismasi sunmuslardir. Abbas ve Tang [12] iki parametreli Frechet dagilimi igin
Bayes tahmin edicilerini elde etmislerdir. Ayrica elde ettikleri tahmin edicileri, en ¢ok olabilirlik
yontemi ile karsilagtirmislardir. Afify ve ark. [13] dort parametreli Weibull Frechet dagilimini
onererek matematiksel ve istatistiksel Ozelliklerini incelemislerdir. Ayrica tahmin edicilerin
performansini simiilasyon yardimryla gostermislerdir. Pindado ve ark. [14] Ispanya’da 1999'dan
2014'e kadar 6denen maaslarla ilgili resmi verileri Frechet dagilimiyla analiz etmislerdir ve
2002'den 2014'e kadar daha dengeli bir maas dagilim egilimi ortaya koymuslardir. Maleki ve
Deiri [15] Frechet dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu ve dagilim fonksiyonunu tahmin
etmek i¢in farkli yontemleri kullanmiglar ve yaptiklar1 simiilasyon sonucunda en ¢ok olabilirlik
yonteminin diger yontemlerden daha iyi performansa sahip oldugunu gostermislerdir. Zayed ve
Butt [16] calismalarinda Burr X istellestirilmis Frechet dagiliminin momentlerini, iireten
fonksiyonlarini ve sira istatistiklerini arastirmislardir. Onerdikleri yeni dagilimin performansini
simiilasyon caligmas1 yardimiyla diger Frechet dagilimlariyla karsilastirmiglardir. Haq ve ark.
[17] u¢ degerleri modellemek i¢in yeni bes parametreli Frechet dagilimini Onermislerdir.
Yaptiklar1 ¢alismada modelin matematiksel 6zelliklerini incelemislerdir. Tablada ve Corderio
[18] yeni ii¢ parametreli bir dagilim olan modified Frechet dagilimini &nermislerdir. Onerilen
dagilimin yeterliligini uygunluk testleri ile ele almislardir ve simiilasyon caligmasiyla yasam
analizi uygulamalar1 i¢in uygun bir model oldugunu gostermislerdir. Ramos ve ark [19] Frechet
dagiliminin parametrelerini tahmin etmek icin klasik ve bayesci yaklasimi kullanmiglardir.

Tiim ug deger dagilimlarinda sekil parametresinin tahmini verinin modellenmesi i¢in biiyiik 6nem
tasimaktadir. Giivenilirlik analizinde, sekil parametresinin tahmini i¢in yaygin olarak rank
regresyon yontemi kullanilmaktadir. Bu yontemin uygulanabilmesi i¢in olasilik kagitlarindan
yararlanilmaktadir. Olasilik kagidi yardimiyla, ariza verilerinin uygun oldugu dagilim seklinin
belirlenmesine ve bu dagilimin parametrelerinin tahmin edilmesine c¢aligilir. Giivenilirlik
analizinde olasilik kagidi kullanimi, iirlinlin arizalanmasina ait maliyetler nedeniyle 6nemlidir.
Bu yontem biiyiik numuneler gerektirmez. Diger parametre tahmin yontemleri daha giiclii olabilir
ancak kiigiik orneklemlerde iyi sonuclar vermeyebilirler. Ariza verilerinin azli§i nedeniyle
olasilik kagitlar1 genellikle giivenilirlik analizde yaygin olarak kullanilir ve kiigiik 6rneklemlerde
iyi sonuglar verirler [20].

Bu calismanin amaci, olasilik kagidi aracilifiyla Frechet dagiliminin sekil parametresinin tahmin
edilmesinde saglam M tahmin edicisinin kullanimini tanitmak ve bu tahmin edicinin EKK tahmin
edicisine etkinligini bir simiilasyon calismasi ile ortaya koymaktir. Bu g¢aligmada, Frechet
dagiliminin sekil parametresinin tahmini i¢in rank regresyon modeli ele alinmistir. Parametre
tahmini i¢in Oncelikle klasik EKK yontemi kullanilmigtir. Ancak, veri setinde aykiri deger
bulunmasi durumunda EKK tahmin edicisi etkinligini kaybetmektedir. Bu nedenle ¢alismada



A. A. Yavuz, E. G. Asik, Y.M. Bulut | istatistikgiler Dergisi: istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 109-120 111

EKK tahmin edicisine alternatif olarak saglam tahmin yontemi ele alinmistir. Saglam tahmin
yontemleri igerisinde ise yaygin olarak kullanilan ve hesaplama kolayligi bulunan M tahmin
edicisi tercih edilmistir. Tahmin edicilerin karsilastirllmasinda hata kareler ortalamasi (Mean
Square Error) kriteri kullanilmustir.

2. Frechet dagilim

Frechet dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu asagida
verilmistir.

B
F(x):exp{—(%) } x>0, a,>0

(1)

ot ]

)

Burada o dagilimm oOlgek parametresini, B ise sekil parametresini gostermektedir. f sekil
parametresinin degerine gore dagilimin carpikligi degismektedir. Dolayisiyla kuyruk davraniglar:
bundan etkilenmektedir. Bu nedenle sekil parametresinin dogru tahmini biiyiikk Onem
tasimaktadir. Frechet dagilimi, B =1 oldugunda ters iistel dagilima, B =2 oldugunda ters
Rayleigh dagilimma doéniismektedir [15]. Dagilimin parametrelerini tahmin etmek igin rank
regresyon yonteminde yaygin olarak EKK tahmin edicisi kullanilmaktadir.

Tl,Tz,---,Tn Frechet dagilimindan n birimlik rassal bir 6rneklem olsun. Esitlik (1)’de iki kez
logaritma alindiginda sirasiyla,

In[F(t,)]=1n {exp(%ﬂ ) _(%T

©)
s
In{-In[ F(t,)) ]} = |n[[tﬁ] } = flna-pint,
(4)
esitlikleri elde edilir. Burada, Y =In {— In| F (t(i))]} ve X=Int olarak alimirsa, Esitlik (1)
Y=p(Ina-X) (5)

seklinde yazilabilir. Boylelikle « ve g parametrelerinin tahmini i¢in basit dogrusal regresyon

modeli kullanilabilir. Literatiirde ﬁ(t(i)) birikimli dagilim fonksiyonunun parametrik olmayan

tahmin degeri i¢in bircok yaklasim s6z konusudur. Weibull ortalama rank tahmin edicisi,
Bernard’in medyan rank tahmin edicisi, Blom, Filliben ve Drapella ve Kosznik tahmin edicileri
en yaygin kullanima sahip olanlaridir [21]. Bu calismada etkili bir yaklasim olarak literatiirde
kabul edilen Bernard’in medyan rank tahmin edicisi kullanilmigtir [22].

- i-0.3
Fﬂ®)=;+04
(6)
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Esitlik (6) da i gozlem sirasini ve n 6rneklem hacmini géstermektedir.
3. Tahmin yontemleri

Literatiirde istatistiksel parametre tahminleri i¢in birgok yontem bulunmaktadir. Bu yontemlerden
bazilari, en ¢ok olabilirlik yontemi, EKK, agirliklandirilmis EKK, momentler yontemi, Bayes
yontemi ve saglam yontemlerdir. Yapilan calismalar incelendiginde Frechet dagilimimin sekil
parametresinin tahmini i¢in en ¢ok olabilirlik yonteminin siklikla kullanildigr goriilmektedir.
Fakat bu yontem biiyiikk 6rneklemler igin etkin sonuglar vermektedir. Giivenilirlik analizinde
zaman ve maddi kaynaklarin sinirli olmasi nedeniyle kiiciik hacimli 6rneklemler s6z konusudur.
Kiigiik drneklemlerde sekil parametresinin tahmini i¢in olasilik kagidi kullanimi oldukg¢a yaygin
bir yontemdir. Bu yontem aykir1 deger olmadigi durumlarda etkin sonucglar vermektedir. Ancak
aykiri deger olmast durumunda etkinligi hizla azalmaktadir. Bu ¢alismada veri setinin aykiri
deger icerip icermemesi durumunda Frechet dagiminin sekil parametresinin tahmini i¢in EKK ve
saglam M tahmin edicileri kullanilmistir.

3.1. En kiiciik kareler tahmin edicisi
Parametre tahmini alaninda en yaygm kullanima sahip olan yontem EKK yontemidir. Bu
yontemin amaci hata kareler toplamim1 en kiiclik yapmaktir. Esitlik (5) yardimiyla Frechet

dagiliminin sekil parametresinin EKK tahmin edicisi,
. 20X (n-y)
EKK = n )
5%

i=1

(")

seklinde hesaplanir. Burada x ve y esitlik 5°te tanimlandig: gibidir.

3.2.8aglam M tahmin edicisi

EKK tahmin edicileri hata terimlerinin normal dagilima uymamasindan veya hata terimleri
icerisinde aykir1 gézlemlerin bulunmasindan ¢ok fazla etkilenen tahmin edicilerdir. Bu nedenle
model varsayimlarindan sapmalardan ve aykir1 degerlerden daha az etkilenen tahmin edicilere
gereksinim duyulmus ve saglam tahmin ediciler gelistirilmistir. Saglam tahmin ediciler genis bir
aileye sahiptir. Bu c¢aligmada hesaplama kolayligi ve yaygin kullanimi nedeniyle M tahmin
edicileri ele alinmustir.

M tahmin edicileri Huber tarafindan 1964 yilinda 6nerilmistir. M tahmin edicileri hata kareler
toplaminin en kiigiiklenmesi yerine hatalarin bir fonksiyonu olan 0 ’yu kiigiikler. Basit dogrusal

regresyon modeli i¢in hatalarin fonksiyonu,
n p A

Zp|:(yi _inj ﬁjJ/d:|

i1 =1

(8)
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seklinde yazilabilir. Burada, g regresyon modelinin bilinmeyen parametreleri, d mutlak medyan
sapma ve p sifirda sabit, tek minimumlu, tiirevlenebilir ve simetrik bir fonksiyondur [23]. Burada

Esitlik (8) in ﬂj ’lere gore kismi tlirevi aliip sifira esitlendiginde,

ixijw{(yi_ixij’éjj/d:lzo j:1,2,...,p
9)

elde edilir. Burada ¥, p ’nun tiirevidir ve etki fonksiyonu olarak adlandirilir. Mutlak medyan
sapma degeri d ise
medyan|r, —medyan(r, )
- 0.6745

(10)

seklindedir. M tahminciler, © ’nun uygun secimi ile aykir1 degerlerin etkilerini azaltmada ya da
tamamen ortadan kaldirmada etkilidir. © ’nun se¢imi arastirmaciya birakilir. M tahmincileri i¢in

agirlik fonksiyonlar1 Cizelge 1’de verilmistir. Cizelge 1’de yer alan k degeri, uzun kuyruklu
simetrik dagilimlarin kuyruklarini normale ¢ekmek icin kullanilan bir ayar sabitidir. M
tahmincileri, agirhiklandirilmis EKK yontemi kullanilarak da hesaplanmaktadir [24].

Cizelge 1. M tahmin edicileri i¢in agirlik fonksiyonlari

Tahmin Edici Agirlik Fonksiyonu (k)
1, |rl<k
Huber W=1k 1.345
=, |r]>k
r
. r
an(2)
w=i—K i <ka
r
Andrew 0 ’ |I’|>k7r 1.339
Tukey

2 2
Ll—(ij ] <k
W= k 4.685
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2
Cauchy 1+(rj 2385

Welsch r)? 2.985
exp _(Ej

4. Simiilasyon ¢alismasi

Simiilasyon ¢aligmasinda EKK ve M tahmin yontemleri kullanilarak Frechet dagiliminin sekil
parametresinin tahminleri yapilmistir. Aykirt deger iceren ve icermeyen kiiclik hacimli tam
orneklemler kullanilarak tahmin edicilerin performanslari hata kareler ortalamasi (MSE) kriterine
ve yanlilik degerine gore karsilagtirllmistir. Esitlik 5 géz oniinde bulunduruldugunda, modelde
aykir1 degerlerin x yoniinden kaynaklanabilecegi goriilmektedir. Bu nedenle ¢alismada x yoniinde
pozitif bir ya da iki aykir1 degerin var oldugu veri setleri ile ¢alisilmistir. Giivenilirlik analizinde
kiigiik veri setleri ile calisildigindan 6rneklem biyiikligi icin n=10, 15, 20, 25, 30, sekil
parametresi icin B =0.5, 0.8, 1, 1.5 ve genelligi bozmamak i¢in dl¢ek parametresi a=1 degeri ele
alinmistir. Ele alinan tahmin ediciler n ve g 'nin tiim kombinasyonlari, aykir1 degerli ve aykir

degersiz veri setleri icin karsilagtirnlmistir. Hesaplamalar R paket programi ile
gerceklestirilmistir. Ayrica 100000/n Monte Carlo denemesinden sonra MSE ve yan (Bias)
degerleri asagidaki gibi hesaplanmustir.

A 1 A 2
Ivmz(ﬁ):(100000/n)z(ﬁ_ﬂ)
Bias(5) = ()~ 8
(11)

A 1 A
E(ﬂ)ZWZﬂ

Aykir1 degersiz, bir aykirt degerli ve iki aykiri degerli veri setleri i¢in simiilasyon sonuglari
Cizelge 2-4’de verilmistir.



A. A. Yavuz, E. G. Asik, Y.M. Bulut | Istatistikgiler Dergisi: istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 109-120 115
Cizelge 2. Frechet dagiliminin sekil parametresinin tahmin edicilerine iliskin MSE ve yan degerleri (aykir1 degersiz veri)
n 10 15 20 25 30
Tahminciler MSE Yan MSE Yan MSE Yan MSE Yan MSE Yan
B=0.5
EKK 0.02472 -0.06613 0.01743 -0.05926 0.01335 -0.05555 0.01082 -0.05210 0.00915 -0.04407
Huber 0.02329 -0.05111 0.01539 -0.04647 0.01131 -0.04245 0.00889 -0.03882 0.00752 -0.03134
Andrews 0.02437 -0.03722 0.01607 -0.03714 0.01178 -0.03313 0.00910 -0.02892 0.00765 -0.02272
Tukey 0.02435 -0.03719 0.01607 -0.03710 0.01177 -0.03308 0.00910 -0.02893 0.00764 -0.02270
Cauchy 0.02486 -0.04189 0.01559 -0.04207 0.01130 -0.03779 0.00913 -0.03415 0.00787 -0.02746
Welsch 0.02408 -0.03679 0.01592 -0.03742 0.01162 -0.03331 0.00898 -0.02928 0.00763 -0.02320
B=0.8
EKK 0.06408 -0.10613 0.04357 -0.09531 0.03424 -0.08813 0.02877 -0.07870 0.02469 -0.07541
Huber 0.06412 -0.08264 0.04381 -0.07685 0.03284 -0.06688 0.02711 -0.05650 0.02082 -0.05286
Andrews 0.06484 -0.06047 0.04396 -0.06303 0.03292 -0.05103 0.02776 -0.04185 0.02091 -0.03843
Tukey 0.06487 -0.06039 0.04396 -0.06300 0.03292 -0.05094 0.02776 -0.04180 0.02089 -0.03848
Cauchy 0.06408 -0.06718 0.04385 -0.07012 0.03284 -0.05916 0.02707 -0.04948 0.02056 -0.04620
Welsch 0.06454 -0.05906 0.04393 -0.06345 0.03290 -0.05162 0.02758 -0.04259 0.02084 -0.03926
p=1
EKK 0.09942 -0.13239 0.06820 -0.11960 0.05470 -0.10747 0.04391 -0.09901 0.03840 -0.09086
Huber 0.09834 -0.10672 0.06602 -0.09233 0.05246 -0.08117 0.04255 -0.07187 0.03604 -0.06365
Andrews 0.09834 -0.08058 0.06622 -0.07092 0.05258 -0.06193 0.04265 -0.05288 0.03688 -0.04547
Tukey 0.09835 -0.08050 0.06622 -0.07082 0.05282 -0.06188 0.04276 -0.05283 0.03682 -0.04558
Cauchy 0.09904 -0.08982 0.06658 -0.08235 0.05262 -0.07130 0.04282 -0.06280 0.03656 -0.05541
Welsch 0.09876 -0.07921 0.06672 -0.07141 0.05274 -0.06233 0.04285 -0.05392 0.03629 -0.04681
B=1.5
EKK 0.23058 -0.19039 0.15709 -0.17951 0.11848 -0.16320 0.10028 -0.14918 0.08166 -0.13146
Huber 0.22255 -0.14869 0.13802 -0.13955 0.09919 -0.11455 0.08015 -0.10102 0.06363 -0.09527
Andrews 0.22513 -0.14977 0.14565 -0.11181 0.10226 -0.09711 0.08737 -0.08281 0.06615 -0.07105
Tukey 0.25298 -0.14974 0.14555 -0.11161 0.10225 -0.09697 0.08729 -0.08265 0.06602 -0.07118
Cauchy 0.22372 -0.15234 0.14116 -0.12558 0.10928 -0.11056 0.08365 -0.09832 0.06402 -0.08403
Welsch 0.25120 -0.14823 0.14484 -0.11218 0.10128 -0.09778 0.08636 -0.08469 0.06527 -0.07250
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Cizelge 3. Frechet dagiliminin sekil parametresinin tahmin edicilerine iliskin MSE ve yan degerleri (bir aykir1 degerli veri)
n 10 15 20 25 30
Tahminciler MSE Yan MSE Yan MSE Yan MSE Yan MSE Yan
p=0.5
EKK 0.02564 -0.08434 0.01876 -0.06867 0.01430 -0.05983 0.01195 -0.05798 0.00990 -0.05064
Huber 0.02314 -0.07225 0.01481 -0.05754 0.01054 -0.04805 0.00875 -0.04649 0.00736 -0.03844
Andrews 0.02368 -0.06038 0.01548 -0.04945 0.01087 -0.03937 0.00892 -0.03862 0.00752 -0.03058
Tukey 0.02368 -0.06039 0.01548 -0.04940 0.01092 -0.03933 0.00891 -0.03850 0.00751 -0.03052
Cauchy 0.02441 -0.06451 0.01492 -0.05364 0.01059 -0.04380 0.00883 -0.04265 0.00764 -0.03481
Welsch 0.02351 -0.06005 0.01503 -0.04955 0.01098 -0.03951 0.00883 -0.03871 0.00753 -0.03112
p=0.8
EKK 0.06594 -0.16829 0.04732 -0.13963 0.03635 -0.11995 0.03001 -0.10681 0.02729 -0.09490
Huber 0.06051 -0.14955 0.04182 -0.12131 0.02931 -0.10185 0.02315 -0.08830 0.01918 -0.07581
Andrews 0.06295 -0.13154 0.04195 -0.10899 0.02996 -0.08839 0.02376 -0.07473 0.01928 -0.06292
Tukey 0.06291 -0.13143 0.04192 -0.10889 0.02992 -0.08835 0.02376 -0.07477 0.01935 -0.06292
Cauchy 0.06234 -0.13775 0.04258 -0.11502 0.02976 -0.09534 0.02370 -0.08197 0.01989 -0.06937
Welsch 0.06243 -0.13091 0.04168 -0.10907 0.02972 -0.08895 0.02368 -0.07550 0.02000 -0.06343
p=1
EKK 0.10983 -0.24907 0.07777 -0.20346 0.05945 -0.16772 0.04805 -0.14199 0.04076 -0.13005
Huber 0.09657 -0.12438 0.06424 -0.10902 0.05017 -0.10513 0.03847 -0.09993 0.03256 -0.09053
Andrews 0.09632 -0.10144 0.06457 -0.10148 0.05071 -0.10759 0.03897 -0.09409 0.03307 -0.09360
Tukey 0.09686 -0.10144 0.06454 -0.10148 0.05065 -0.10745 0.03891 -0.09401 0.03306 -0.09354
Cauchy 0.09689 -0.10917 0.06472 -0.10053 0.05038 -0.10661 0.03869 -0.09121 0.03478 -0.09086
Welsch 0.09654 -0.08063 0.06483 -0.10220 0.05038 -0.10849 0.03876 -0.09491 0.03288 -0.09059
p=1.5
EKK 0.26646 -0.32399 0.21084 -0.31550 0.17368 -0.34569 0.13496 -0.29343 0.11764 -0.26533
Huber 0.20095 -0.13628 0.11136 -0.12411 0.09304 -0.10604 0.07825 -0.09449 0.05792 -0.08464
Andrews 0.20657 -0.13247 0.12704 -0.12165 0.10006 -0.10831 0.08236 -0.09761 0.05830 -0.08673
Tukey 0.20656 -0.13245 0.13694 -0.12506 0.10194 -0.10025 0.08326 -0.09756 0.05825 -0.08686
Cauchy 0.20744 -0.13779 0.13912 -0.13413 0.10258 -0.10037 0.08564 -0.09797 0.05978 -0.09860
Welsch 0.20773 -0.13095 0.13726 -0.13411 0.10100 -0.10027 0.08368 -0.09007 0.05844 -0.08004




A. A. Yavuz, E. G. Asik, Y.M. Bulut | Istatistikgiler Dergisi: istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 109-120

Cizelge 4. Frechet dagiliminin sekil parametresinin tahmin edicilerine ilisgkin MSE ve yan degerleri (iki aykir1 degerli veri)

n 10 15 20 25 30
Tahminciler MSE Yan MSE Yan MSE Yan MSE Yan MSE Yan
p=0.5
EKK 0.02780 -0.09330 0.01974 -0.07839 0.01563 -0.07026 0.01142 -0.05973 0.01005 -0.05396
Huber 0.02220 -0.08236 0.01348 -0.06895 0.01004 -0.05997 0.00852 -0.04870 0.00728 -0.04420
Andrews 0.02265 -0.07135 0.01376 -0.06161 0.01014 -0.05262 0.00866 -0.04095 0.00732 -0.03712
Tukey 0.02264 -0.07134 0.01375 -0.06155 0.01023 -0.05256 0.00865 -0.04087 0.00731 -0.03710
Cauchy 0.02374 -0.07548 0.01414 -0.06529 0.01048 -0.05621 0.00843 -0.04504 0.00748 -0.04104
Welsch 0.02346 -0.07095 0.01364 -0.06176 0.01076 -0.05262 0.00856 -0.04119 0.00737 -0.03750
$=0.8
EKK 0.06988 -0.20793 0.05077 -0.16806 0.03990 -0.14212 0.03264 -0.12192 0.02914 -0.11106
Huber 0.05925 -0.19474 0.04031 -0.15392 0.02849 -0.12807 0.02271 -0.10587 0.01812 -0.09443
Andrews 0.06038 -0.18101 0.04051 -0.14326 0.02838 -0.11780 0.02270 -0.09479 0.01857 -0.08266
Tukey 0.06034 -0.18093 0.04048 -0.14316 0.02817 -0.11774 0.02270 -0.09475 0.01855 -0.08254
Cauchy 0.06181 -0.18593 0.04094 -0.14847 0.02898 -0.12286 0.02267 -0.10049 0.01855 -0.08908
Welsch 0.06195 -0.18031 0.04014 -0.14313 0.02890 -0.11786 0.02268 -0.09529 0.01892 -0.08346
p=1
EKK 0.12993 -0.30825 0.07939 -0.25129 0.06425 -0.20924 0.05241 -0.18686 0.04782 -0.16235
Huber 0.09210 -0.12971 0.05830 -0.11565 0.04811 -0.09315 0.03423 -0.08837 0.02807 -0.08280
Andrews 0.09304 -0.12849 0.05876 -0.11337 0.04967 -0.08167 0.03472 -0.08452 0.02934 -0.08219
Tukey 0.09302 -0.12848 0.05871 -0.11331 0.04961 -0.08156 0.03472 -0.08456 0.02933 -0.08228
Cauchy 0.09467 -0.12889 0.05863 -0.12008 0.04959 -0.08731 0.03479 -0.08508 0.02978 -0.08364
Welsch 0.09227 -0.12837 0.05857 -0.12373 0.04946 -0.08198 0.03470 -0.08491 0.02925 -0.08364
p=1.5

EKK 0.30251 -0.65178 0.28383 -0.53501 0.24468 -0.45554 0.19699 -0.40286 0.16350 -0.36019
Huber 0.18370 -0.16402 0.10297 -0.15124 0.08566 -0.12414 0.06575 -0.10472 0.05423 -0.09558
Andrews 0.18525 -0.16274 0.11536 -0.14871 0.09068 -0.13414 0.07276 -0.10258 0.05433 -0.09873
Tukey 0.18520 -0.16273 0.11525 -0.14852 0.09067 -0.13416 0.07269 -0.10257 0.05493 -0.10081
Cauchy 0.18893 -0.16323 0.12345 -0.15058 0.09834 -0.13141 0.07999 -0.10203 0.05637 -0.09086

Welsch 0.18406 -0.16266 0.11613 -0.14965 0.09126 -0.13618 0.07370 -0.10548 0.05595 -0.08240
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Cizelge 2 MSE acisindan incelendiginde;

EKK tahmin edicisinin M tahmin edicilerine gore etkin olmadig1 goriilmektedir. Genellikle M
tahmin edicilerinin MSE degeri EKK tahmin edicisinden kii¢tiktiir.

. Sekil parametresi f=0.5 ve p >1 oldugu durumlarda, n’in tiim degerlerinde Huber M
tahmin edicisi en kii¢ciik MSE degerine sahiptir.
o Sekil parametresi f=0.8 oldugunda Cauchy tahmin edicisi etkin sonuglar vermektedir.

Cizelge 2 yanlilik acisindan incelendiginde;

. Sekil parametresi f=0.5 oldugu durumda, Tukey tahmin edicisi n=15, 20 ve 30 degerleri
icin en kiiciik yan degerine sahip tahmin edicidir.

o Sekil parametresi f=0.8 ve n=10 i¢cin Welsch tahmin edicisi en kiigiik yan degerine
sahipken, n=15,20,25 degerleri i¢in Tukey tahmincisinin yanlilik degeri en kiigiiktiir.
. Sekil parametresinin =1 ve 1.5 degerleri i¢in n=15,20,25 degerlerinde Tukey tahmin

edicisi en kiiciik yan degerine sahipken, n=30 oldugunda Andrews tahmin edicisinin yan degeri
en kiictiiktir.

Genel olarak M tahmincilerinin yan degerleri, aykirt deger igermeyen veri setinde klasik olarak
kullanilan EKK tahmin edicisinin yan degerinden daha kiigiiktiir.

Cizelge 3 MSE acisindan degerlendirildiginde;

veri setinde bir tane aykir1 deger oldugu durumda M tahmincileri EKK tahmin edicisinden daha
kiiciik MSE degerlerine sahiplerdir. EKK tahmin edicisinin MSE degeri aykir1 degerin varligi
durumunda artmaktadir. Bu da EKK tahmin edicisinin aykir1 degerlerden oldukga etkilendigini
dogrulamaktadir.

. Sekil parametresi f=0.5 ve f=1.5 oldugu durumlarda, n’in tiim degerlerinde Huber tahmin
edicisi en kiiciik MSE degerine sahiptir.
o Sekil parametresi f=0.8 ve n=15 degeri i¢in Welsch tahmin edicisi, en kiiciik MSE

degerine sahipken, n’ in diger degerleri icin Huber tahmin edicisi en kiiciik MSE degerine
sahiptir.

. Sekil parametresi =1 ve n=10 icin Andrews tahmin edicisi en kiiciik MSE degerine
sahipken, n’ in diger degerleri i¢in Huber tahmin edicisi en kiigiik MSE degerini vermektedir.

Cizelge 3 yanlilik acisindan degerlendirildiginde;

. Sekil parametresinin tiim degerlerinde ve n=10 i¢cin Welsch tahmin edicisi en kii¢lik yan
degerine sahiptir. Ayrica f=0.5 icin n >10 degerlerinde ise Tukey tahmin edicisi en kiigiik yana
sahip tahmin edicidir.

o Sekil parametresi f=0.8 oldugu durumda n=15,20,30 degerlerinde Tukey tahmin edicisi
en kii¢iik yan degerine sahiptir.

. Sekil parametresi f=1 oldugu durumda n=15,25 degerlerinde Cauchy tahmin edicisi en
kiiciik yana sahipken, n=30 degerinde Huber tahmin edicisi en kii¢iik yan degerine sahiptir.



A. A. Yavuz, E. G. Asik, Y.M. Bulut | istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 109-120

119

. Sekil parametresi f=1.5 oldugu durumda n>20 degerlerinde Welsch tahmin edicisi en
kii¢iik yan degerine sahiptir.

Cizelge 4’e MSE acisindan bakilirsa;

veri setinde iki aykir1 deger oldugu durumda EKK tahmin edicisinin MSE degeri artarken, M
tahmin edicilerinin MSE degeri azalmaktadir. Saglam tahmin ediciler aykir1 degerlerin etkilerini
azaltmaktadir.

o Sekil parametresi £=0.5, f=1 ve =1.5 oldugu durumlarda genellikle Huber tahmin edicisi
en kiigiik MSE degerine sahiptir.

. Sekil parametresi f=0.8 oldugunda n=10,30 degerlerinde Huber tahmin edicisi en kii¢iik
MSE degerine sahiptir. n’ in diger degerleri i¢in etkin tahmin ediciler degismektedir.

Cizelge 4 e vanlilik acisindan bakilirsa;

M tahmin edicilerinin yan degerleri EKK’ dan genel olarak daha kiigtiktiir.

. Sekil parametresi f=0.5 ve n=10 degeri i¢in en kii¢iik yanli tahmin edici Welsch tahmin
edicisi iken, n >10 oldugunda Tukey tahmin edicisi en kiigiik yanl tahmin edicidir.
° Sekil parametresi f=0.8 ve n < 15 degerleri icin en kiiciik yanli tahmin edici Welsch

tahmin edicisi iken, n >15 degerleri igin Tukey tahmin edici en kiigiik yan degerine sahiptir.

Hem MSE hem de yan degerlerine bakildiginda Frechet dagiliminin sekil parametresinin
tahmininde M tahmin edicilerinin EKK tahmin edicisinden daha etkin sonuglar verdigi
goriilmektedir. M tahmin edicilerinin, sekil parametresinin farkli degerleri ve 6rneklem hacmine
bagli olarak farkli performanslar gdstermesine ragmen, birbirlerine olduk¢a yakin sonuglar
verdikleri gozlenmistir. Huber, Tukey, Cauchy ve Welsch tahmin edicileri MSE ve yan kriteri
bakimindan en etkin tahmin edicilerdir.

5. Sonug¢

Bu ¢alismada kiiciik 6rneklemlerde veri setinin aykir1 deger icerip igermedigi durumlarda Frechet
dagilimmin sekil parametresinin tahmini i¢in EKK ve saglam M tahmin edicileri ele alinmigtir.
EKK tahmin edicisinin model varsayimlarinin saglanamamasi ve veri setinin aykirt deger
icermesi durumunda etkinligi azalmaktadir. Bu durumda parametre tahmini i¢in saglam
yontemler tercih edilebilir. Giivenirlilik analizlerinde 6rneklem hacmi genellikle kiicliktiir. Bu
caligmada kiigiik 0rneklemlere dayali olarak Frechet dagiliminin sekil parametresinin tahmini
calistlmistir. Frechet dagilimmin sekil parametresinin rank regresyon araciligr ile tahmin
edilmesinde karsilastirilma kriteri olarak yan ve MSE degerleri kullanilmistir.

Simiilasyon sonuglar1 incelendiginde M tahmin edicilerinin aykir1 degersiz ve aykir1 degerli veri
setleri i¢in Frechet dagiliminin sekil parametresini tahmin etmede EKK tahmin edicisinden daha
etkin oldugu goriilmiistiir. M tahmin edicilerinin MSE ve yan degerleri genel olarak EKK tahmin
edicisinden daha kiigiiktiir. Veri setinde aykiri deger bulunmamasi durumunda M tahmin
edicilerinden Huber ve Cauchy tahmin edicisinin diger tahmin edicilerden daha etkin sonuglar
verdigi goriilmiistiir. Veri setinde bir aykirt deger bulunmasi durumunda Huber tahmin edicisinin
ve iki aykir1 deger bulunmasi durumunda ise Huber ve Tukey tahmin edicilerinin daha iyi
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sonuglar verdigi ortaya belirlenmistir. Calismanin sonucu olarak giivenilirlik analizinde, kiiglik
orneklemlerde, saglam M tahmin edicilerinin EKK tahmin edicisine alternatif olarak
kullanilabilecegi goriilmiistiir.
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Oz

Bu ¢aligmada Brezilya, Meksika, G. Kore, Tayvan, Hindistan, Tayland, Tiirkiye ve G. Afrika’dan olusan 8 gelisen
tilkenin para birimlerinin ekstrem finansal kosullarin s6z konusu olmasi durumunda maruz kalabilecegi maksimum
kayip tutarlari hesaplanmigtir. Hesaplamalarda ekstrem degerler teorisinden (Extreme value theory) yararlanilmig ve
farkli doviz pozisyonlarim dikkate almak amaciyla hem agagi hem de yukar1 yonlii piyasa riski (downside and upside
market risk) {izerinde durulmustur. Calismada finansal risk yonetimi agisindan bir diger 6nemli gdsterge olan
beklenen kayip tutarlari (Expected Shortfall, ES) da hesaplanmistir. Calisma bulgulart ilgili {ilkelerin déviz
piyasalarinda ekstrem durumlarin ger¢eklesmesi durumunda hem kisa hem de uzun pozisyonlar igin en yiiksek kayip
tutarlarinin sirastyla Brezilya Reali ve G.Afrika Randi; en diisiik kayip tutarlarinin ise Yeni Tayvan Dolari, Tayland
Bahti ve Hindistan Rupisinde gerceklesebilecegini gostermektedir. ES degerlerinin de benzer bulgulara isaret ettigi
gOriilmiistiir. Caligmada, normal piyasa kosullarindaki kayip tutarlarimi temsilen Monte Carlo simiilasyonuna dayali
finansal risk analizlerine de yer verilmistir.

Anahtar sozciikler: Beklenen kayip tutarlari, Doviz kurlari, Ekstrem degerler teorisi, Monte Carlo simiilasyonu,
Riske maruz deger

Abstract

Extreme value theory and Monte Carlo simulation: An application to emerging markets exchange rates

In this study, the maximum amount of losses to which the emerging market currencies including Brazilian Real,
Mexico Peso, South Korean Won, New Taiwan Dollar, Indian Rupee, Thailand Bahd, Turkish Lira and South African
Rand can be exposed due to extreme financial conditions is measured by using value-at-risk based on extreme value
theory (EVT-VaR). In order to take into account the different trading positions (i.e. long and short ones) both upside
and downside market risks are considered. In all cases expected shortfall is also calculated. The findings based on
EVT-VaR show that in the case of extreme financial conditions in foreign exchange markets of the countries
concerned, the highest losses for both short and long positions are in Brazilian Real and south African Rand; while
the lowest losses are in New Taiwan Dollar, Thai Baht and Indian Rupee. In all cases ES also indicates the similar
results. Lastly, for comparative analyses, the study also includes risk analyzes based on Monte Carlo simulation,
representing losses in normal market conditions.

Keywords: Expected shortfall, Exchange rates, Extreme value theory, Monte Carlo simulation, Value-at-risk;
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1.Giris

Finansal risk yonetiminde piyasa riskinden dolayr maruz kalinabilecek maksimum kayip tutarlarinin
hesaplanmasinda VaR (Value-at-risk, VaR) yontemlerinden yararlanilmaktadir. Literatiirde, ¢esitli VaR
yontemleri bulunmaktadir. Bunlara 6rnek olarak, varyans-kovaryans yontemi, tarihi simiilasyon yontemi
(Historical simulation, HS), filtrelenmis tarihi simiilasyon yontemi (Filtered historical simulation, FHS) ve
Monte Carlo simiilasyon (Monte Carlo simulation, MCS) yontemi gosterilebilir. Bu yontemlerden
varyans-kovaryans yontemi literatiirde ve uygulamada en sik kullanilan ydntemlerden biridir. Bu
yontemin hesaplanma kolaylig1 ve getirilerin dogrusalligt durumundaki performansi énemli avantajlari
arasinda yer almaktadir. Fakat, bu yontemin bazi 6nemli dezavantajlar1 da bulunmaktadir. Ornegin, bu
yontemin kullanilabilmesi i¢in bir dagilim varsayimina ve GARCH tipi (Generalized Autoregressive
Conditonal Heteroskedasticity, GARCH) bir modele ihtiya¢ duyulmaktadir. Fakat, literatiirde hangi
dagilim varsayiminin ve / veya GARCH modelinin finansal zaman serileri i¢in daha uygun olduguna dair
bir uzlast bulunmamaktadir. Bu nedenle, varyans-kovaryans yontemine dayali VaR analizlerinin yanli
sonuglar iiretme olasilig1 yliksektir. HS yonteminde ise VaR degerleri getirilerin gegmisteki dagiliminin
gelecekte de ayni olacagi varsayimina dayali olarak tarihi getirilerden hareketle hesaplanmaktadir. Bu
nedenle, bu yontemde bir model ve / veya dagilim varsayimina ihtiya¢ duyulmamaktadir. Fakat, HS
yonteminin VaR degerlerini 6ngdriirken gecmise oldukca bagimli olmasi ve tiim getirilere ayni1 derecede
onem atfetmesi gibi kisitlar1 bulunmaktadir. FHS yontemi ise varyans-kovaryans yontemi ile HS
yontemini birlestiren bir yontemdir. Bu yo6ntemle hem finansal zaman serilerinin temel karakteristik
ozelliklerini olusturan unsurlar (¢arpiklik, kalin kuyruk ve volatilite kiimelenmesi gibi ) modele dahil
edilebilmekte hem de model tahmininde kullanilan ge¢mis veriler giincel bilgileri icerecek sekilde
diizeltilebilmektedir. MCS yontemi ise belli bir dagilim varsayimi cergevesinde olusturulan rassal
verilerden hareketle VaR 6ngoriilerinin hesaplanmasina dayanan bir yontemdir [1,2].

Belirtilen tiim bu risk 6l¢tim yontemleri daha ¢ok normal piyasa kosullar altinda gergeklesebilecek kayip
tutarlarinin hesaplanmasinda kullanilan ydntemlerdir!. Bir diger ifadeyle, bu yontemler finansal zaman
serilerinin dagilimlarinin kuyruk bolgelerini yeterince dikkate almamakta bu nedenle de 6zellikle ekstrem
riskin s6z konusu oldugu donemlerde piyasa riskinin oldugundan daha az o6lgebilmesine yol
acabilmektedirler. Bu durum o&zellikle 2007-2008 doneminde baslayan mortgage krizi ve sonrasinda
yaganan banka iflaslar ile birlikte daha da 6nemli bir konu haline gelmis ve bu tiir geleneksel VaR
yontemlerine déniik elestirilerde 6nemli bir artis olmustur [Ornegin bkz: 3, 4, 5, 6]. Bu elestiriler
uygulamada da karsilik bulmus ve Basel komitesince VaR hesaplamalarinda ekstrem durumlarin da
dikkate alinmasi igin stress-VaR yonteminin kullanilabilecegi ifade edilmistir. Stress-VaR yontemi
finansal risk 6l¢iimiinde normal dénemler ile volatilitenin oldukga arttig1 donemlerin birlikte ele alinmasi
esasina dayanan bir yontemdir.

Literatiirde ise ekstrem piyasa kosullarmin séz konusu olmasi durumunda geleneksel VaR Ol¢iim
yontemlerinin riski dlgmedeki yetersizligi nedeniyle ekstrem degerler teorisine dayali VaR analizlerine
(EVT-VaR) déniik yogun bir ilgi olusmaya baslamistir [Ornegin bkz: 7, 8, 9, 10,11,12,13,14,15,6]
Ciinkii, EVT-VaR yontemleri geleneksel VaR yontemlerinin aksine dogrudan incelenen dénem igerisinde
gerceklesen ekstrem degerleri esas almaktadir. Bu nedenle de ger¢eklesme olasilig1 az ama etki derecesi
yiiksek olaylar1 modelleyebilmektedir. Bunu yaparken de incelenen donem igerisinde gerceklesen
getirilerin orijinal dagilim konusunda herhangi bir dagilim varsayimina ihtiya¢ duymamaktadir. Bir diger

1 MC simiilasyonu belli varsayimlar altinda oldukga farkli degerler iiretebilmekte ve bu degerler igerisinde
ekstrem degerler de yer alabilmektedir. Fakat, MC simiilasyonu dogrudan ekstrem degerlere odaklanan bir analiz
yontemi olmadigindan ekstrem piyasa kosullarinin s6z konusu olmasi durumunda kayip tutarlarinin ne olabilecegi
sorusuna dogrudan yanit verememektedir. Bu nedenle belirtilen hususun genel olarak MC igin de gecerli oldugu
ifade edilebilir.
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ifadeyle, getiri serilerinin orijinal dagilimindan bagimsiz olarak ekstrem degerleri modelleyebilmektedir
[16]°.

Bu kapsamda, literatiire bakildiginda genel olarak EVT-VaR yontemlerinin riskin oldukca arttig
donemlerde geleneksel VaR yontemlerinden daha iyi performans sergiledigini ifade eden caligmalarin
sayisiin arttigr gozlemlenmektedir. Ornegin, Muela, Martin ve Sanz [6] hisse senedi piyasalarmi
inceledikleri ¢alismalarinda EVT-VaR yonteminin piyasa riskini EWMA (Exponentialy Weighted Moving
Average, EWMA) ve Cornish-Fisher yontemlerinden daha basarili bir sekilde modelledigi sonucuna
ulasmiglardir. Cifter [12] Tirkiye ve Macaristan gosterge hisse senedi endekslerini inceledigi
calismasinda bir hibrit model olarak wavelet yaklagimina dayali EVT-VaR modelinin EWMA ve GARCH
modellerine gore daha etkin bir model oldugunu ifade etmistir. Marimoutou, Raggad ve Trabelsi [10]
petrol piyasasini inceledikleri calismalarinda genel olarak EVT-VaR ve FHS yontemlerinin HS ve
GARCH yontemlerinden daha iyi performans sergiledigini belirtmislerdir. Bystrom [17] hisse senedi
piyasalarini inceledigi ¢alismasinda EVT-VaR yaklasiminin GARCH modellerine gore daha etkin risk
Ongoriileri irettigi sonucuna ulagsmistir. Gengay ve Selguk [18] hisse senedi piyasalarini inceledikleri
caligmalarinda EVT ydnteminin 6zellikle yiiksek giliven diizeylerinde parametrik yontem ve HS yontemine
gore daha basarili bir model oldugunu ifade etmislerdir. Jesus, Ortiz ve Cabello [13] Meksika Pesosu icin
cesitli modellerin performansini karsilagtirdiklar1 ¢alismalarinda EVT-VaR ydnteminin performansinin
geleneksel VaR yontemlerinin performansindan daha iyi oldugunu belirtmislerdir. Wang vd. [19] Cin
Yuant i¢cin EVT, HS ve parametrik VaR yontemlerinin performanslarin1 karsilastirdiklar1 ¢aligmalarinda
EVT’nin HS ve parametrik VaR yontemlerinden daha iyi performans sergiledigi sonucuna ulasmiglardir.
Goncu vd. [21] BIST100 endeksini inceledikleri ¢alismalarinda EVT-VaR yonteminin normal dagilim
varsayimi altinda tahmin edilen geleneksel VaR yontemine gore daha iyi bir risk yonetim performansi
sergiledigini belirtmiglerdir. Liao vd. [20] da Bayesci yaklasima dayali EVT-VaR yonteminin HS ve
parametrik VaR yoOntemlerine gore daha iyi VaR ongoriileri iirettigi ifade etmislerdir.

Ulusal yazindaki calismalara bakildiginda ise bu alanda olduk¢a simirli sayida calisma oldugu
gozlemlenmektedir. Ornegin, Cifter, Oziin ve Yilmazer [22] faiz oranlan igin cesitli ydntemlerin
performansini karsilagtirdiklar1 ¢alismalarinda GARCH ve asimetrik GARCH yo6ntemlerinin kisa vadeli
ongoril sagladigit EVT-VaR yonteminin ise orta ve uzun vadeli 6ngdrii yapmay1 daha kolay hale getirdigi
sonucuna ulasmislardir. Cifter, Oziin ve Yilmazer [23] EVT-VaR yontemine de yer vererek Dolar / TL
icin alternatif geriye doniik test istatistiklerinin performanslarini inceledikleri ¢aligmalarinda, analizlerde
kullanilan yontemlerin model riski tasiyabilecegi ve Basel diizenlemelerinin tavsiye ettigi basit geriye
doniik test yaklasimi disinda literatiirde yer alan diger geriye doniik test istatistiklerinden de yararlanilmasi
gerektigi sonucuna ulagsmiglardir. Altun [14] BIST30 endeksindeki banka hisseleri igin EVT ile diger
onemli geleneksel VaR yontemlerinin performansini Karsilastirdign ¢alismasinda uygulanan dinamik
analizler ve geriye doniik test istatistigi sonuglarina gére EVT yonteminin daha uygun bir yontem oldugu
sonucuna ulagmustir.

Literatiirde bu asamaya kadar deginildigi gibi, EVT-VaR yontemi ile diger VaR ydntemlerinin piyasa
riski Ongorii performansini karsilastiran ¢alismalar oldugu gibi, dogrudan EVT-VaR yontemini kullanarak
finansal varliklarin ekstrem durumlarin gergeklesmesi durumundaki risk diizeyini 6l¢en (Bir diger ifade ile
EVT-VaR ve / veya EVT-ES degerlerini hesaplayan) caligmalar da bulunmaktadir. Bu kapsamdaki
uluslararasi ¢alismalara bakildiginda Iglesias, Dolores ve Varela [24] Eurostoxx50’de islem géren 50
firmay1 inceledikleri caligmalarinda EVT-VaR sonuglarina gore telekomiinikasyon ve bankacilik
sektorlerinin en riskli; petrol, enerji ve tiiketim sektorlerinin ise en az riskli sektorler oldugu sonucuna
ulasmislardir. Iglesias [25] Euro, Ingiliz Sterlini, Kanada Dolar1, Japon Yeni, Isvicre Frangi, Avustralya
Dolar1 ve Yeni Zelanda Dolarimin risk profillerini inceledigi ¢alismasinda EVT-VaR sonuglarina gore en
riskli para biriminin Japon Yeni oldugu ardindan Isvigre Frangi ve Kanada Dolarmin geldigi en az riskli

2 Bu nokta 6nemlidir. Ciinkii, her ne kadar literatiirde ve uygulamada getiri serilerinin modellenmesinde standart
normal dagilim, Student t dagilimi, ¢arpik Student t dagilimi ve genellestirilmis hata terimleri dagilimi gibi dagilim
varsayimlar1 kullanilsa da aslinda getiri serilerinin orijinal dagiliminin gergekte ne oldugunun bilinmesi pek miimkiin
degildir (Bensalah, s.2, 2000)
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para biriminin ise Ingiliz Sterlini oldugu sonucuna ulasnustir. Assaf [26] Tiirkiye, Misir, Urdiin ve Fas
hisse senedi piyasalarini inceledigi ¢alismasinda EVT-VaR sonuglarina gore Tiirk hisse senedi piyasasinin
en riskli hisse senedi piyasas1 oldugu ardindan Misir hisse senedi piyasasinin geldigini Fas ve Urdiin hisse
senedi piyasalarinin ise en az riskli hisse senedi piyasalart oldugu sonucuna ulagmustir. Iglesias [27]
DAX30, IBEX 35, CAC 40, FTSE100, FTSE MIB, AEX 25 ve ISEQ hisse senedi piyasalarinda islem
goren sirketleri inceledigi ¢alismasinda EVT-VaR ve EVT-ES sonuglarina gore ozellikle
telekomiinikasyon ve bankacilik sektorlerinin en riskli sektorler oldugu ayrica genel olarak en riskli
firmalarin Irlanda en az riskli firmalarin ise Ispanya hisse senedi piyasalarinda bulundugu sonucuna
ulasmustir. Gilli ve Kellezi [8] 6 farkli hisse senedi endeksini inceledikleri ¢alismalarinda EVT-VaR
sonuglarina gore en riskli hisse senedi endeksinin Hang Seng (Hong Kong); en az riskli hisse senedi
endeksinin ise S&P500 (ABD) endeksi oldugu sonucuna ulagmiglardir. Kalyvas, Siriopoulos ve Dritsakis
[28] Ingiltere (FTSE 100), Fransa (CAC40), Almanya (DAX30) ve Yunanistan (ASE) hisse senedi
piyasalarini inceledikleri ¢alismalarinda EVT-VaR sonuglarina gore en riskli hisse senedi piyasasinin
Yunanistan en az riskli hisse senedi piyasasinin ise Ingiltere hisse senedi piyasasi oldugu sonucuna
ulagmiglardir. Ayrica, benzer EVT analizlerini Payaslioglu [29] ve Bensalah [30] sirasiyla Tiirk Lirasi ve
Kanada Dolari i¢in yaparken Ren ve Giles [31] ile Fretheim ve Kristiansen [32] sirasiyla Kanada ham
petrolii ve tarimsal emtialar i¢in yapmuslardir.

Ulusal yazindaki ¢alismalara bakildiginda ise bu kapsamda da oldukca sinirli sayida ¢alisma oldugu
gozlemlenmektedir. Ornegin, Soyalp vd. [33] Tiirkiye, Sili ve Polonya hisse senedi piyasalarnin EVT-
VaR degerlerini hesapladiklar ¢alismalarinda en riskli piyasanin Polonya hisse senedi piyasasi oldugunu
ardindan Tiirk hisse senedi piyasasiin geldigini en az riskli piyasanin ise Sili hisse senedi piyasasi
oldugunu ifade etmislerdir. Celik ve Kaya [34] BIST’te islem goren bazi sirketlerin piyasa riskini
parametrik VaR, HS ve EVT yontemleri ile inceledikleri ¢aligmalarinda hisselerin risk diizeylerinin
kullanilan yonteme gore degistigi sonucuna ulagmislardir. Arik vd. [35] BIST100 endeksini dikkate alarak
parametrik VaR ile GEV ve GPD dagilimlarina dayali EVT yontemlerinin performanslarimi
karsilastirdiklar1 ¢alismalarinda GPD dagilimmna dayali EVT yonteminin en uygun yontem oldugu
sonucuna ulagsmiglardir.

Bu caligmanin amaci Brezilya, Meksika, G. Kore, Tayvan, Hindistan, Tayland, Tiirkiye ve G. Afrika’dan
olusan 8 gelisen iilkenin para birimlerinin ekstrem finansal kosullarin s6z konusu olmasi durumunda
maruz kalabilecegi maksimum kayip tutarlarinin hesaplanmasidir. Buna ilaveten c¢aligmada, MC
simiilasyonuna dayali VaR ( MC-VaR) analizlerine de yer verilmistir. Bunun temel nedeni normal piyasa
kosullar1 altindaki kayip tutarlarina odaklanan yontemlerin kullanilmasi durumunda ortaya ¢ikacak kayip
tutarlarinin ne olabileceginin belirlenmesi ve bu kayip tutarlarimin EVT-VaR degerleri ile
karsilagtirilabilmesidir.

Bu calismada EVT-VaR analizinin doéviz kurlar i¢in yapilmasinin ise bazi Onemli nedenleri
bulunmaktadir. Oncelikle, bilindigi gibi, bu ¢alismada incelenen iilkelerin ¢ogu 1990-2002 yillari
arasinda 6nemli finansal krizler yasamuslardir (Ornegin, 1994 Meksika, 1997-98 Asya, 2001 Tiirkiye ve
1999 Brezilya krizi gibi). Bu kriz siire¢lerinde de bu iilkelerde uygulanan doviz kuru politikalarinin ve
doviz piyasalarindaki gelismelerin 6nemli bir rolii olmustur. Dolayisiyla, bu tecriibelerden de hareketle,
ilgili literatiirde de ifade edildigi gibi, ozellikle gelisen ekonomiler i¢in doviz piyasalarinda ortaya ¢ikan
risklerin bu iilkeler i¢in daha sonra sistematik riske doniisebilme potansiyeli bulunmaktadir. Bu nedenle de
TCMB (Tiirkiye Cumhuriyet Merkez Bankasi, TCMB) 2010 yiliin sonlarindan itibaren uygulamaya
basladig1 geleneksel olmayan para politikas1 uygulamalar gergevesinde doviz piyasalarindaki gelismelerin
finansal krizler ile dogrudan iligkili oldugunu ifade ederek doviz kurlarindaki gelismeleri makro finansal
istikrarin somut parametrelerinden biri olarak tanimlamustir [36, 37].

Giincel gelismelere bakildiginda da 6zellikle FED’in (Federal Reserve Bank, FED) faiz artigina ilaveten
bilango kii¢iiltmeye dayali para politikasi uygulamalarina da baslamasi, ECB’nin (European Central Bank,
ECB) 2018 yil1 sonunda varlik alim programini sonlandiracagini belirtmesi ve BOJ’un (Bank of Japan,
BOJ) 2019 yili igerisinde parasal sikilagtirmaya baslayacagimi ifade etmesi gibi gelismeler gelisen
ckonomilere doniik sermaye akisinin azalmasina ve / veya sermayenin maliyetinin artmasina yol
acabilmektedir. Sermaye hareketlerindeki volatilitenin ve beklentilerdeki degisimlerin Tirkiye gibi
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gelisen iilke ekonomilerinin finansal istikrar diizeyi tizerinde 6nemli etkileri oldugu da bilinmektedir [37].
Dolayisiyla, gelismis iilke merkez bankalarmmin giderek sikilasan para politikast uygulamalart ve
uygulamalarinin gelisen ekonomilere doniik beklentiler ve sermaye hareketleri tizerindeki etkisi ile gelisen
tilke ekonomilerinin kendi i¢ dinamiklerinden kaynaklanan iktisadi ve finansal gelismeler birlesince
EVT’ye dayali finansal risk analizlerinin yapilmasinin mevcut konjonktiirde Oneminin arttig
diistiniilmektedir.

Bu calismanin literatiire katkis1 ise su sekilde ifade edilebilir: Oncelikle, 2007-2008 kiiresel finans krizi
sonrasinda uluslararast yazinda EVT-VaR analizlerinde belirgin bir artis olmasina ragmen ulusal yazinda
EVT yontemine dayali oldukg¢a az sayida ¢alisma oldugu ve bu g¢alismalarin da 2007-2008 kiiresel finans
krizini kapsamadig1 goriilmektedir. ikinci onemli nokta ise yine uluslararasi yazinda VaR ydntemlerinin
hem asag1 hem de yukar1 yonlii piyasa riski 6l¢iim performanslari yogun bir sekilde incelenirken [Ornegin
bkz: 3,38, 39,40,41, 42] ulusal yazindaki ¢alismalarin ¢gogu durumda sadece asagi yonlii piyasa riskine
odaklandiklar1 goriilmektedir. Halbuki, taginan pozisyonun 6zelligine bagli olarak yatirimcilarin ve / veya
finansal kurumlarin kars1 karstya kaldiklar1 risklerin tiirii de farklilasmaktadir. Ornegin, doviz borcu olan
bir sirket veya yatirimer igin risk doviz kurlarinda yukar1 yonlii bir hareketin yasanmasi iken doviz alacagi
bulunan bir yatirimci veya sirket i¢in risk doviz kurlarinda asagi yonlii bir hareketin yasanmasidir.
Dolayisiyla, birinci durumdaki pozisyonun riskini 6lgmek i¢in yukar1 yonlii piyasa riskinin hesaplanmasi
gerekirken ikinci durumdaki pozisyonun riskini 6lgmek igin asagi yonlii piyasa riskinin hesaplanmasi
gerekmektedir. Bu nedenle, bu ¢alismada EVT-VaR analizlerinde her iki durum da dikkate alinmustir.
Buna ilaveten, calismada ES degerlerine de yer verilmistir. Ciinkii, digerlerinin yan1 sira Giot ve
Laurent’in [40] ifade ettigi gibi ES degerleri ger¢eklesen kayip tutarlarinin VaR yontemlerince ongoriilen
kayip tutarin1 agsmasi durumunda bir yatirimcinin ve / veya finansal kurumun kars1 karsiya kalabilecegi
ortalama maksimum kayip tutarmin hangi seviyelere ulasabilecegi konusunda bir 6l¢li sunmasi nedeniyle
finansal risk yonetiminin bir diger 6nemli unsurunu olusturmaktadir. Ayrica, literatiirde ES yonteminin
sahip oldugu ozelliklere baglh olarak risk dlgiimiinde klasik VaR yontemlerinden daha iyi bir yontem
oldugunu ifade eden ¢alismalar da bulunmaktadir [Ornegin bkz: 43,44,45, 46, 47]. Bunun yam sira, EVT
ile kargilastirma imkani sunmasi amaciyla ¢alismada Monte Carlo simiilasyonuna dayali VaR ve ES
degerlerine de yer verilmistir. Son olarak da ¢alismada Tiirkiye ile birlikte diger 7 gelisen iilke doviz
piyasalart da modellenmistir. Bunun da Tiirkiye’nin diger baz1 gelisen piyasalarla birlikte kiiresel bazdaki
durumunun ne oldugunun anlasilmasi1 agisindan 6nemli oldugu diisiiniilmektedir.

Calisma dort boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde veri ve metodoloji yer almakta; iiciincii boliimde
bulgular sunulmakta; dordiincii boliimde ise sonug kismi yer almaktadir.

2.Veri ve Metodoloji

2.1. Veri

Caligma 2002 Ocak ile 2017 Subat dénemini kapsamakta ve giinliikk verilerden olugmaktadir. Veriler
ABD dolarmin yerel para birimi cinsinden karsiigimi gostermektedir. Brezilya, G.Afrika, G.Kore,
Meksika, Hindistan, Tayland ve Tayvan para birimlerine iliskin veriler FED veri tabanindan, Tirkiye’ye
iliskin veriler ise FED veritabaninda bulunmadigi i¢in TCMB veri tabanindan temin edilmistir. lgili
iilkelerin gelisen piyasalar olarak tanimlanmasinda MSCI (Morgan Stanley Capital International, MSCI)
siniflandirmasi esas alinmigtir®. Ddviz kurlarma iliskin ayrintili bilgiler Tablo 1°de déviz kuru serileri ise
Grafik 1’de sunulmustur. Giinliik logaritmik getiri serileri () Denklem (1)’deki gibi hesaplanmustir:

1 = 100 * [In(P;) — In(P,_1)] 1)

Burada P; , ilgili doviz kurunun / paritenin t zamanindaki kapanis degerini géstermektedir.

3 Ayrintilar igin bknz: https://www.msci.com/market-classification
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Tablo 1. Calismada kullanilan degiskenler

Ulkeler Sembol Para birimi
Brezilya USD/BRL Brezilya Reali
G.Afrika USD/ZAR G.Afrika Randi
Tiirkiye USD/TRY Tiirk Lirasi
G.Kore USD/KRW G.Kore Wonu
Meksika USD/MXN Meksika Pesosu
Hindistan USD/INR Hindistan Rupisi
Tayland USD/THB Tayland Baht1
Tayvan USD/TWD Yeni Tayvan Dolar1
USD/BRL USD/ ZAR USD/ KRW
45 18 1,600
4.0 16
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Grafik 1. Ulke para birimleri
2.2 Metodoloji

2.2.1. Ekstrem degerler teorisi ve EVT-VaR modeli

EVT’nin uygulanmasindaki ilk 6nemli agsamay1 belli bir dénem icin elde edilen getirilerden hangilerinin
“ekstrem deger” olarak tanimlanacagina nasil karar verilecegi olusturmaktadir. Bu konuda literatiirde iki
temel yaklagim bulunmaktadir. Bunlardan birincisi BMM yontemi (Block Maxima Method, BMM)
ikincisi ise POT (Peak Over Threshold, POT) yontemidir. BMM yo6nteminin temel mantigi belli bir
zaman dilimindeki en yiiksek degerleri ekstrem deger olarak tanimlamaya dayanmaktadir. Ornegin,
¢alisma ornekleminin giinliik verilere dayali 5 yillik bir donemi kapsadigi ve analizin de aylik periyotlara
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bagl olarak yapildig1r varsayildiginda BMM yontemine gore oncelikle 5 yillik donem 60 aylik alt
periyotlara boliinmekte ve ardindan her ay icin elde edilen en yiiksek giinliik getiri ekstrem deger olarak
tanimlanmaktadir. Fakat, boyle bir yaklasim sonucunda 5 yillik bir dénem icin sadece 60 adet ekstrem
degere ulasabilmektedir. S6zel olarak ifade edilen bu durum Sekil 1°de gosterildigi gibi somutlastirilabilir:

X X

Ornek teskil etmesi amaciyla tiim donem her biri ii¢ gizgiden ( degerden ) olusacak sekilde 4 alt periyoda bdliinmiis ve her
periyodun en yiiksek degeri (ekstrem degeri) x ile gosterilmistir.

Sekil 1. BMM yontemine gore ekstrem degerlerin belirlenmesi

POT yaklasiminin temel mantigi ise ilgili tim donemi temsil eden tek bir esik degerin (threshold)
belirlenmesi ve bu esik degeri asan degerlerin “ekstrem deger” olarak tanimlanmasina dayanmaktadir.
Ornegin, yine 5 yillik bir dénem esas alindiginda ve bir yilda 252 isgiiniiniin oldugu varsayildiginda POT
yaklagimi toplam 1260 tane giinliikk gozlem igerisinden esik degeri asan tiim gozlemleri ekstrem deger
olarak tanimlamaktadir. Bu kapsamda, 6rnegin yukari yonlii piyasa riski i¢in esik deger olarak %2 esas
alindiginda toplam 1260 gozlem igerisindeki pozitif degerler arasinda %2 degerini asan tiim degerler
ekstrem degerler olarak tanimlanmaktadir. Bdoylece, EVT analizlerinde BMM yo6ntemine gore ¢ok daha
fazla gozlemle calisilabilmektedir. Sozel olarak ifade edilen bu durum Sekil 2’de gosterildigi gibi
somutlastirilabilir:

*

Esik deger

Esik degeri asan degerler (ekstrem degerler ) x ile gosterilmistir.

Sekil 2. POT yontemine gore ekstrem degerlerin belirlenmesi

Ekstrem degerlerin hangi yonteme gore belirlenecegine karar verilmesi ayn1 zamanda ekstrem degerlerin
modellenmesinde hangi dagilim varsayiminin kullanacaginin da belirlenmesi anlamina gelmektedir.
Ekstrem degerlerin modellenmesinde literatiirde genelde iki Onemli dagilim varsayimindan
yararlanilmaktadir. Bunlar Genellestirilmis ekstrem deger dagilimi (Generalized extreme value
distribution, GEV) ve Genellestirilmis Pareto dagilimidir (Generalized Pareto distribution, GPD). GEV
dagilimu ii¢ degiskenli bir dagilim olup genel yapisi Denklem (2)’deki gibi ifade edilebilir:

1
exp(— (1 + vfx;—ﬂ _g) eger &+ 0

_ )
exp (—e(_%J) egeré =10

Hepo) =
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Burada, 1 konum parametresini; g, dlgek parametresini; ¢ ise sekil parametresini gostermekte ve
1+¢& % >0, 1+ éx > 0 olmaktadir.

¢ parametresi dagilimin seklini belirleyen bir parametredir. Bu nedenle, ¢ parametresinin aldig1 degerlere
bagl olarak GEV dagilim1 Gumbel, Frechet ve Weibull dagilimlar1 olmak iizere kendi icerisinde ii¢ ayr1
dagilima doniisebilmektedir. Ornegin, eger, ¢ >0 ise GEV dagilimi Frechet dagilimmna karsilik
gelmektedir. Eger, ¢ = 0 ise GEV dagilimi Gumbel dagilimia karsihik gelmektedir. Eger, & < 0 ise GEV
dagilimi Weibull dagilimina karsilik gelmektedir. Burada, & degeri sifirdan ne kadar yiiksek ise ekstrem
degerlerin dagilimmin kuyruk kismi o kadar kalin olmakta ve risk diizeyinin bir gdstergesi olan kalin
kuyruk sorunu o kadar belirgin bir sekilde ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle, finansal zaman serilerinin
dagiliminin karakteristik 6zellikleri dikkate alindiginda GEV dagilimlart arasinda Frechet dagiliminin
finansal degiskenler i¢in daha uygun bir dagilim varsayimi olabilecegi ifade edilebilir [48, 30].

Frechet , Weibull ve Gumbell dagilimlarinin genel yapis1t Denklem (3), (4) ve (5)’te sunulmustur:

Frechet @ B [0, x = 0} 3

rechet Pq(x) = e x>0 a>0 @)
. _ e~ (0% y <0, a > 0}

Weibull 9, (x) = [ . =0 (4)

Gumbell A(x)= e ¢ ,xER (5)

Burada, @ kuyruk indeks parametresini gosterirken, x bagimsiz ve ayni dagilima sahip rasgele
degiskenleri ifade etmektedir.

Bu agiklamalar 1siginda GEV dagilimma dayali olarak EVT-VaR degeri Denklem (6)’daki gibi
hesaplanmaktadir:

EVT-VaR cev= st + g( (~in()~ - 1) (6)

GPD dagilimu ise iki degiskenli bir dagilim olup genel yapisi Denklem (7)’deki gibi ifade edilebilir:

1- ((1 + %‘f)_.g) eger £ # 0
Gepuy (x) = 7)

1- (e(%)) egeré =10

Denklem (7)’deki ¢ ve B parametreleri sirasiyla sekil ve 6lgek parametrelerini gosterirken u esik degeri
gostermektedir. Bu kapsamda, ¢ =0 oldugunda f >0 ve x =0 olmakta § <0 oldugunda ise
0= x = — /& olmaktadur.

Burada, ¢ parametresi dagilimin kuyrugunun kalinhigini belirlemekte ve GEV dagiliminda oldugu gibi
GPD dagiliminda da ¢ parametresinin aldigi degerlere bagli olarak GPD dagilhimu ii¢ farkli dagilima
doniisebilmektedir. Ornegin, eger & > 0 ise ekstrem degerlerin dagiliminin standart Pareto dagilimina
uydugu ifade edilebilir. Eger § = 0 ise ekstrem degerlerin dagiliminin istel dagilima uydugu ifade
edilebilir. Eger, ¢ < 0 ise ekstrem degerlerin Pareto Tip Il dagilimina uydugu ifade edilebilir. Burada,
& < 0 olmasi diger iki duruma gore daha az riskli bir durumu ifade etmektedir. Ciinkii, bu durumda
dagilimin kuyruk bolgesi kalin kuyruk ozelliginden uzaklagmis olmaktadir. & =0 olmasi orta diizeyde
kayip tutarlarinin gerceklesebilecegine isaret etmektedir. ¢ > 0 olmasi ise kalin kuyruk soruna isaret
etmekte ve yliksek derecede kayip tutarlarinin gergeklesebilecegi anlamina gelmektedir. Bu nedenle & > 0
durumunun bir diger ifade ile standart Pareto dagiliminin finansal degiskenler i¢in daha uygun bir dagilim
oldugu sdylenebilir [12,10].
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GEV dagilim1i BMM yontemine gore belirlenen ekstrem degerler i¢in uygun bir dagilim iken GPD
dagilimi POT yontemine gore belirlenen ekstrem degerler i¢cin uygun bir dagilim olmaktadir. Finansal
literatiirdeki calismalara bakildiginda finansal piyasalarda olusabilecek ekstrem durumlarin
modellenmesinde GPD dagiliminin oldukga yaygin bir sekilde kullanildig1 gériilmektedir [Ornegin bkz: 7,
9, 11, 12, 10]. Bu durum BMM yénteminin baz1 dezavantajlarindan kaynaklanmaktadir. Ornegin, BMM
yonteminin sadece her donemdeki en yiiksek degere odaklanmasi hem 6nemli sayida gozlem kaybina
sebep olmakta hem de ekstrem degerlerin volatilite kiimelenmesi olgusunun dikkate alinmamasina yol
acmaktadir. Ayrica, boyle bir yaklagim toplam gozlem sayisinin icerdigi bilginin kismi olarak modellere
dahil edilmesine de sebep olmaktadir. POT yaklasimi ise hem daha ¢ok gozlemle calisilmasina imkan
vermekte hem de temel yaklagimi geregi incelenen veri seti igerisindeki bilgilerin daha iyi bir sekilde
ortaya ¢ikarilmasini saglamaktadir. Bu nedenlerle, GPD dagiliminin finansal zaman serilerindeki ekstrem
degerlerin modellenmesinde GEV dagilimina gore daha etkin bir yontem oldugu literatiirde genel kabul
gormektedir. Buna kosut olarak da literatiirde finansal zaman serilerine dayali EVT analizlerinde GPD
dagiliminin temel dagilm olarak kullanildigi goriilmektedir [Ornegin bkz: 15, 8, 31, 49, 17]. Bu
gerekeelerle bu ¢alismada da GPD dagilimindan yararlanilmistir.

EVT analizlerinde GPD dagiliminin kullanilmasi durumunda bir sonraki agama olarak esik degerin nasil
belirlenecegi sorusu ile karsilasilmaktadir. Esik degerin énemi suradan kaynaklanmaktadir: Eger, esik
deger optimal degerinden belirgin bir sekilde yliksek secilirse bu durumda az sayida gozlem ile analiz
yapilacagindan parametre tahminlerinin yanlilig1 (biased) azalirken varyansi yiiksek c¢ikabilecektir. Eger,
esik deger optimal degerinden belirgin sekilde diisiik belirlenirse bu durumda ¢ok sayida gézlem analize
dahil edileceginden parametre tahmin sonuglarinin varyansi: azalirken yanliligi artabilecektir [12].
Konunun 6nemine ragmen literatiirde heniiz esik degerin nasil belirlenmesi gerektigini gosteren genel
kabul gormiis tek bir yontemin bulunmadigi anlagilmaktadir [10, 8, 50,12]. Bu nedenle literatiirde esik
degerin belirlenmesinde birbirinden farkli yaklagimlar kullanilabilmektedir®. Ortalama agim grafigi (mean
excess graph) ve Hill grafigi (Hill graph) grafiksel yaklasimlara 6rnek olarak verilebilir. Bunun yani sira,
literatiirde Blum ve Dacorogna [53], Dacorogna vd. [54] ile Ferreira, Haan ve Peng [55] tarafindan tavsiye
edilen ve Denklem (8)’de gosterilen yaklasim ile Loretan ve Philips [56] tarafindan tavsiye edilen ve
Denklem (9)’da gosterilen yaklagimlardan da yararlanilmaktadir.

k=+vn ®)

nZg’?.

- log[log(n)] (9)
Bu yaklasimlar analizdeki toplam gozlem sayisinin (n) kag tanesinin (k) ekstrem deger olarak kabul
edilmesi gerektigi sorusuna cevap vermektedir.

Bu caligmada ise esik degerin belirlenmesinde digerlerinin yani sira DuMouchel [57], Neftci [52] ve
Gavin’nin [58] ¢aligmalarinda da oldugu gibi drneklemin belli bir yiizdesini esas alan sabit yiizdeli dilim
kurali yaklagim tercih edilmistir. Bir diger ifadeyle, toplam 6rneklemin belli bir yiizdesini ekstrem deger
olarak tanimlayan bir yaklasim benimsenmistir. Bu yaklagimin temel avantaji1 farkli finansal varliklar i¢in
EVT-VaR analizi yapilirken her bir finansal varlik i¢in ayni1 sayida ekstrem degerin modellere dahil
ediliyor olmasidir [14]. Bu yaklasimda 6nemli olan nokta ise toplam gozlem sayisinin % kaginin ekstrem
deger olarak kabul edilecegidir. Bu noktada, McNeil ve Frey [7] literatiirde 6nemli bir yer tutan
caligsmaklarinda %10 degerinin kullanilmasini tavsiye etmislerdir. Bu dogrultuda Gavin [58],
Dimitrakopoulos, Kavussanoss ve Spyrou[11], Ghorbel ve Trabelsi [9], Singh, Allen ve Robert [49] ile
Bali ve Neftci’nin [59] ¢alismalarinda %10 degerini dikkate aldiklar1 goriilmektedir. Bu nedenle, bu

4 Farkl1 yaklasimlar icin bkz: [51, 18, 52, 14]
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calismada da %10 degeri esas alinmistir. Ayrica, farkli yaklasimlara karsi direncli sonuclar elde etmek
amactyla ilgili literatiirle uyumlu bir sekilde analizler %5 degeri esas alarak da yinelenmistir®.

Esik degerin belirlenmesi disinda EVT-VaR analizlerinde karar verilmesi gereken bir diger 6nemli nokta
da analizlerde sartli (conditional) EVT yonteminin mi yoksa sartsiz (unconditional) EVT ydnteminin mi
kullanilacagidir. Her iki yontem de literatiirde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir [Ornegin, bkz: 60, 25,
27, 17, 30, 31, 26, 9, 8, 12,10, 15, 49, 61]. Bu calismada sartsiz EVT yaklasimindan yararlanilmigtir.
Ciinki, sartsiz EVT yaklasimi dogrudan dagilimin kuyruk bolgesine odaklanmakta ve analizlerde (15-20
yil gibi ) uzun 6rneklem dénemlerinin kullanilmasi durumunda sartli EVT yaklagimina gore daha tercih
edilebilir bir yontem olabilmektedir [8, 62,10]. Ayrica, sartsiz EVT yaklasimi piyasa riskini ol¢erken
gecmiste uzun donem boyunca gergeklesen cesitli ekstrem durumlarin sundugu bilgileri dikkate alirken
sarthh EVT yaklasimi agirlikli olarak giincel doneme odaklanmaktadir [27]. Bunlara ilaveten, literatiirdeki
genel bulgular sartsiz EVT-VaR degerlerinin sartlh EVT-VaR degerlerinden daha yiiksek ¢ikabildigine
isaret etmektedir. Bu da ekstrem durumlarmn s6z konusu olabilecegi bir ortamda daha temkinli bir
yaklasim sergilenmesi agisindan oOzellikle denetleyici ve diizenleyici kurumlar i¢in olduk¢a Gnemli
olabilmektedir [61, 28]. Ciinkii, digerlerinin yam sira Cifter, Oziin ve Yilmazer’in [22] de ifade ettigi gibi
Tirkiye gibi gelisen ekonomilerin finans piyasalari heniiz gereken derinlige ulagmadigindan bu tiir
piyasalarda ani ve yiiksek volatilite hareketleri daha sik gézlemlenebilmektedir. Bu durum da bankalarin
Ongoriilenin tlizerinde ekonomik sermaye kaybina ugramalarina yol acabilmektedir. Bu nedenle bu tiir
piyasalarda finansal risk yonetimi konusunda daha temkinli bir yaklasin sergilenmesinin 6énemli oldugu
diistiniilmektedir.®

Bu kapsamda, GPD dagilimina gore sartsiz EVT-VaR degeri Denklem (10)’da gosterildigi gibi
hesaplanmaktadir:

-
EVT-VaRgepp = + g( (Ni# (1- P)) - 1) (10)

Burada, N toplam g6zlem sayisini; N, ekstrem deger sayisini; p ise giiven diizeyini gostermektedir.

EVT-ES degeri ise Denklem (11)’de gosterildigi gibi hesaplanmaktadir:

_ EVI—VaRgpp , B— 1
EVT-ES = ¢ + . (1)

Calismada, f ve ¢ degerlerinin tahmininde literatiirle uyumlu bir sekilde Denklem (12)’de gosterilen en
cok olabilirlik yonteminden (Maximum likelihood estimation method, MLE) yararlanilmistir:

NlogB — (% +1) z?‘:llag(g %;) egerE =0

L& B1x) =
—N logﬁ—é N X eger{ =0

(12)

Burada, x ekstrem degerleri gostermektedir.

2.2.2. Monte Carlo simiilasyonu ve VaR degerleri

5> McNeil ve Frey’in [7] ifade ettigi gibi analizlerde GPD dagilimi kullanildiginda ekstrem deger sayismin 50’den
fazla olmasi direngli sonuglar elde edilmesi i¢in yeterli olabilmektedir. Bu ¢alismada da hem %10 hem de %5 degeri
esas alindiginda esik degeri asan ekstrem deger sayist 50 nin ilizerinde ¢ikmaktadir.

& Nitekim, bu tiir temkinli yaklasimlarn BDDK (Bankacilk Denetleme ve Diizenleme Kurulu, BDDK) tarafindan
da uygulandig1 goriilmektedir. Ornegin, Basel diizenlemeleri ¢ergevesinde bankalarin sermaye yeterlilik rasyosunun
en az %8 olmas1 belirlenirken BDDK bu orani Tiirkiye i¢in en az %12 olarak belirlemektedir.
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Monte Carlo simiilasyonu belli bir dagilim varsayimi ¢er¢evesinde olusturulan rassal verilerden hareketle
bir giin sonrasi i¢in iretilen olasi fiyat serileri ile gozlemlenebilen en giincel fiyat arasindaki farka bagl
olarak VaR degerlerinin hesaplanmasina dayanan bir yontemdir. Buradaki kritik noktay1 ilgili dagilim
varsayimina bagl olarak bir giin sonraki olasi degerlerin nasil iretilecegi olusturmaktadir. Literatiirden
hareketle teorik altyapist Markov siireci, genellestirilmis Wiener siireci, Ito-Lemma ve Geometrik
Brownian Motion yaklagimina dayanan MC simiilasyon siireci Denklem (13)’deki gibi ifade edilebilir:

(,u,—g—z) At+ovALe

S]_ = SCI e 2 t (13)
Burada, S ilgili finansal degiskene ait en giincel fiyati; S; bir giin sonrasi i¢in olasi fiyati; €, Wiener
siirecini; 4 ve o? ilgili finansal varligin ortalama getirisini ve varyansmi; At zaman arahgini ifade

2
etmektedir. Ayrica, (Ju — %) At siirecin deterministik bilesenini ifade ederken; oV Até; siirecin stokastik

bilesenini ifade etmektedir. Dolayisiyla, aslinda Denklem (13) ilgili finansal varliklarin getiri degerlerinin
ortalama bir degeri oldugu fakat bu ortalama deger etrafindaki hareketlerin g¢esitli soklara bagli olarak
ortaya ¢ikmasindan dolay1 ongoriilemeyecegi ilkesinin matematiksel karsiligini ifade etmektedir [63].

Bu aciklamalar 1s1831nda bu ¢aligmada MC-VaR degerleri iiretilirken 6ncelikle Denklem (13)’e bagli olarak
her bir para birimi igin bir giin sonrasina iligkin 10000 adet olas1 deger iiretilmis ve bu degerlerin her
birinden gergeklesen en giincel deger ¢ikarilarak bir giin sonrasina iligkin olast 10000 adet kar / zarar
degeri elde edilmistir. Ardindan, taginan pozisyonun niteligine gore bu kar / zarar degerleri arasindan ilgili
giiven diizeyine tekabiil eden en yiiksek veya diisiik kar veya zarar degerleri belirlenerek MC-VaR
degerleri elde edilmistir. MC-ES degerleri ise MC-VaR degeri ve onu asan degerlerin ortalamasi alinarak
hesaplanmustir.

3. Bulgular

Degiskenlere ait betimleyici istatistikler ve birim kok testi sonuglari Tablo 2’de sunulmustur. Basiklik
degerlerine bakildiginda tiim para birimlerinin basiklik degerlerinin 3’ten belirgin bir sekilde fazla oldugu
anlagilmaktadir. Bu durum, ilgili déviz piyasalarinda ekstrem fiyat hareketlerinin gerceklesme olasiliginin
standart normal dagilimin 6ngordiigiinden daha yiiksek oldugu anlamina gelmektedir. Carpiklik degerleri
ise Brezilya Reali, G.Kore Wonu ve Yeni Tayvan Dolari i¢in negatif diger lilke d6viz kurlar iginse pozitif
degerler almaktadir. Bu durum da ilgili finansal degiskenlerin getiri dagiliminin asimetrik bir yap1
sergiledigi anlamina gelmektedir. Dagilimlarin asimetrik bir yapi sergilemesi de dagilimin sag ve sol
kuyruk bolgelerinin farkli karakteristik 6zellikler sergiledigi bu nedenle ayri ayr1 modellenmeleri gerektigi
anlamina gelmektedir [31]. Jarque-Bera test istatistigi sonuglar1 da, beklenildigi gibi, incelenen tiim para
birimleri i¢in getiri serilerinin standart normal dagilima uydugunu ifade eden Ho hipotezini %35 anlamlilik
diizeyinde reddetmektedir. Ayrica, getiri serilerine uygulanan Augmented-Dickey Fuller (ADF) ve
Phillips-Perron (PP) birim kok testleri de tiim getiri serilerinin duragan oldugunu gostermektedir.
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Tablo 2. Betimleyici istatistikler ve birim kok testi sonuglart

Brezilya  G. Afrika Tirkiye G.Kore Meksika Hindistan Tayland Tayvan
Getiri serilerine ait betimleyici istatistikler (%)
Ortalama 0.0078 0.0013 0.0244 -0.0036 0.0213 0.0086 -0.0062 -0.0033
Std.sapma 1.0644 1.1124 0.8373 0.7364 0.6948 0.4778 0.3863 0.3125
Carpiklik -0.0609 0.2511 0.0152 -0.5650 0.8454 0.1889 0.1563 -0.4404
Basiklik 11.8357 5.9484 18.445 51.274 16.342 12.533 16.203 12.652
Jarque-Bera 0.0000*  0.0000* 0.0000*  0.0000*  0.0000*  0.0000* 0.0000*  0.000*
Birim kok testleri
ADF 0.0000*  0.0001* 0.0000*  0.0000*  0.0000*  0.0000* 0.0000*  0.0000*
PP 0.0001*  0.0000* 0.0001*  0.0001*  0.0001* 0.0001* 0.0001*  0.0001*

*, %5 anlamlilik diizeyini ifade etmektedir. Jarque-Bera, ADF ve PP testleri i¢in verilen degerler olasilik degeridir.
Birim kok testlerinin getiri serilerine uygulanmasi nedeniyle analizde trendsiz model spesifikasyonu dikkate

almmustir.

EVT analizlerinin etkinliginin belirlenmesindeki onemli agamalardan birini GPD dagilimi ile ekstrem
degerlerin kendi ampirik dagilimi arasindaki uyum olusturmaktadir. Bu uyumu gézlemlemek amaciyla
GPD dagilimma dayali olarak elde edilen kiimiilatif dagilim ile ekstrem degerlerin kendi ampirik
dagilimi Sekil 3 ve 4’te birlikte gosterilmistir. Sekiller incelendiginde hem asagi hem de yukar1 yonlii
piyasa riskini temsil eden ekstrem degerlerin kendi ampirik dagilimi ile GPD dagilimmin oldukca
uyumlu oldugu anlasilmaktadir. Bu da incelenen tiim doviz kurlar1 i¢in ekstrem degerlerin dagiliminin

GPD dagilimi ile etkin bir sekilde modellenebilecegi anlamina gelmektedir.
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Not: Her bir para birimi igin sol tarafta yer alan sekiller agagi yonlii piyasa riski, sag tarafta yer alan sekiller ise
yukar1 yonlii piyasa riski ig¢in dagilimlarin uyumunu gostermektedir. Mavi ¢izgi ile gosterilen GDP dagilimini,
kirmizigizgi ile gosterilen ise ekstrem degerlerin ampirik dagilimini ifade etmektedir.

Sekil 3. GPD dagiliminin déviz kurlarmin ampirik dagilimlar ile uyumu
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Not: Her bir para birimi i¢in sol tarafta yer alan sekiller agagi yonlii piyasa riski, sag tarafta yer alan sekiller ise
yukar1 yonlii piyasa riski ig¢in dagilimlarin uyumunu gostermektedir. Mavi ¢izgi ile gosterilen GDP dagilimini,
kirmiz ¢izgi ile gosterilen ise ekstrem degerlerin ampirik dagilimini ifade etmektedir.

Sekil 4. GPD dagiliminin doviz kurlarimin ampirik dagilimlar ile uyumu
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Igili ilke doviz kurlarina iliskin EVT-VaR ve EVT-ES degerleri Tablo 3’te sunulmustur. Oncelikle,
sekil (§) parametresine bakildiginda her durumda pozitif degerler aldigi goriilmektedir. Bu durum,
beklenildigi gibi, ekstrem degerlerin dagiliminin standart Pareto dagilimina uydugu anlamina gelmektedir.
Bu bulgu, dereceleri farkli olmakla birlikte calismada yer alan tiim doviz kurlart i¢in kalin kuyruk
sorununun var oldugu anlamina gelmektedir.

flgili iilkelerin para birimlerinin risk diizeylerine gelince asagi yonlii piyasa riski igin %99 giiven
diizeyinde en riskli para birimlerinin Brezilya Reali ve G. Afrika Randi oldugu anlasilmaktadir.
Ciinki, ilgili para birimleri igin EVT-VaR degerleri sirasiyla %2.799 ve %2.778 olmaktadir. En az riskli
para birimlerinin ise sirasiyla Yeni Tayvan Dolari, Tayland Bahti ve Hindistan Rupisi oldugu ifade
edilebilir. Ciinkii, ekstrem durumlarin ger¢eklesmesi durumunda bu para birimleri i¢in bir giin sonraki
maksimum kayip oranlar sirasiyla %0.913, %1.098 ve %1.328 olmaktadir. Tiirk Lirasi, G.Kore Wonu ve
Meksika Pesosunun EVT-VaR degerlerinin sirasiyla % 1.987, %1.892 ve %1.729 olmasi nedeniyle de
bu para birimlerinin goreceli olarak orta derecede riskli para birimleri oldugu ifade edilebilir.

Tablo 3. EVT-VaR ve EVT-ES sonuglar1 (%10)

Doviz kurlar 1 & B EVT-VaR EVT-ES

%1 %5 %1 %5
Asag1 yonlii piyasa riski
Brezilya Reali 1.0810 0.281 0.5306 %2.799 %1.4870 % 4.209 % 2.384
G.Afrika Rand: 1.2591 0.101 0.5858 %2.778 %1.6790 %3.600 %2.379
Tiirk Lirast 0.8496 0.158 0.4095 %1.987 %1.1496 %2.688 %1.693
G.Kore Wonu 0.6264 0.317 0.3733 %1.892 %0.9158 %3.026 % 1.567
Meksika Pesosu 0.6714 0.232 0.3476 %1.729 %0.9328 %2.502 %1.464
Hindistan Rupisi 0.4597 0.176 0.3059 %1.328 %0.6852 %1.885 %1.105
Tayland Baht1 0.3898 0.197 0.2431 %1.098 %0.5704 %1.576 %0.918
Yeni Tayvan Dolart 0.3188 0.139 0.2190 %0.913 %0.4782 %1.263 %0.758
Yukar1 yonlii piyasa riski %99 %95 %99 %95
Brezilya Reali 1.1276  0.219 0.634 %3.026 % 1.602 %4.369 %2.547
G.Afrika Rand1 1.3101 0.107 0.6625 %3.040 %1.787 %3.989 % 2.586
Tiirk Lirast 0.9366  0.1404 0.5800 %2.5133  %1.359 %3.446 %2.103
G.Kore Wonu 0.6689  0.2948 0.4268 %2.0755  %0.997 %3.269 %1.739
Meksika Pesosu 0.7599  0.2088 0.4278 %2.0248  %1.079 %2.899 %1.704
Hindistan Rupisi 0.5244  0.1896 0.3030 %1.3992 %0.749 %1.978 %1.175
Tayland Bahti 0.3752  0.2207 0.2385 %1.0909 %0.554 %1.599 %0.911
Yeni Tayvan Dolar1 ~ 0.3225  0.091 0.2136 %0.869 %0.475 %1.159 %0.726

Daha once ifade edildigi gibi finansal risk yonetimi agisindan bir diger onemli konuyu ES degerleri
olusturmaktadir. Ciinkii, EVT-VaR degerleri %99 giiven diizeyinde elde edilen degerlerdir. Bir diger
ifadeyle bu modeller %1 hata pay1 ile calismaktadirlar. Bu nedenle, bu hata paymin gergeklesmesi
durumunda ortaya cikabilecek kayip oranlarinin ne olabileceginin hesaplanmasi da finansal risk yonetimi
acisindan bir diger 6nemli konuyu olusturmaktadir. Bu kapsamda, EVT-ES degerlerine bakildiginda bu
degerlerin Brezilya Reali ve G.Afrika Randi i¢in sirasiyla %4.209 ve % 3.6; Yeni Tayvan Dolar1, Tayland
Baht1 ve Hindistan Rupisi i¢in sirasiyla %1.263, %1.576 ve %1.885; G.Kore Wonu, Tiirk Lirasi ve
Meksika Pesosu iginse sirasiyla %3.026, %2.688 ve %?2.502 oldugu anlagilmaktadir. Konunun 6nemi
nedeniyle rakamsal bir 6rnek vermek gerekirse ilgili para birimlerinde 1000 birim uzun pozisyon tasiyan
bir yatinmei veya banka i¢in doviz kurlarinda asagi yonlii piyasa riskine dayali ekstrem durumlarmn
gerceklesmesi durumunda bir giin sonraki maksimum kayip tutarlart %99 giiven diizeyinde Brezilya ve
G. Afrika icin 27.99 Brezilya Reali ve 27.78 G.Afrika Randi; Tayvan, Tayland ve Hindistan igin 9.13
Yeni Tayvan Dolari, 10.98 Tayland Baht1 ve 13.28 Hindistan Rupisi; Tiirk Lirasi, G.Kore Wonu ve
Meksika Pesosu iginse sirasiyla 19.87 Tirk Lirasi, 18.92 G.Kore Wonu ve 17.29 Meksika Pesosu
olacaktir. Eger, %1’lik hata pay1 gerceklesirse bu durumda kayip tutarlari ilgili degerleri asarak Brezilya
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ve G.Afrika icin 42.09 Brezilya Reali ve 36 G.Afrika Randi ; Tayvan, Tayland ve Hindistan i¢in 12.63
Yeni Tayvan Dolari, 15.76 Tayland Baht1 ve 18.85 Hindistan Rupisi; G.Kore, Tiirkiye ve Meksika i¢inse
30.26 G.Kore Wonu, 26.88 Tiirk Liras1 ve 25.02 Meksika Pesosu seviyelerine ulasacaktir.

Yukar1 yonlii piyasa riskine bakildiginda da %99 giiven diizeyinde EVT-VaR sonuglarina goére para
birimlerinin risk siralamasinda herhangi bir degisiklik olmadigi anlasilmaktadir. Bu kapsamda, yine en
riskli para birimlerinin Brezilya Reali ve G. Afrika Randi; en az riskli para birimlerinin ise Yeni Tayvan
Dolar, Tayland Baht1 ve Hindistan Rupisi oldugu ifade edilebilir. Tiirk Lirasi, G.Kore Wonu ve Meksika
Pesosu ise yine goreceli olarak orta derecede riskli para birimleri arasinda yer almaktadir. Rakamsal
olarak ifade etmek gerekirse EVT-VaR degerleri Brezilya Reali ve G. Afrika Randi i¢in sirasiyla %3.026
ve %3.04; Yeni Tayvan Dolari, Tayland Baht1 ve Hindistan Rupisi i¢inse sirasiyla %0.869, %1.091 ve
%1.399 olmaktadir. Ayrica, EVT-ES degerlerinin dikkate alinmasi durumunda da benzer sonuglara
ulagilmaktadir. Ornegin, EVT-ES degerleri Brezilya Reali ve G. Afrika Rand1 igin sirastyla %4.369 ve
3.989 ; Yeni Tayvan Dolari, Tayland Baht1 ve Hindistan Rupisi iginse sirasiyla %1.159, %1.599 ve %].
978 olmaktadir.

Burada, dikkat ceken Onemli bir nokta ise asagi yonlii piyasa riskinin gergeklesmesi (ilgili para
birimlerinin Dolar karsisinda deger kazanmasi) durumunda ortaya ¢ikan kayip tutarlan ile yukar1 yonlii
piyasa riskinin gergeklesmesi ( ilgili para birimlerinin Dolar karsisinda deger kaybetmesi) durumunda
ortaya cikan kayip tutarlarinin birbirinden farkli olmasidir. Ayrica, Yeni Tayvan Dolar1 ve Tayland Bahti
disindaki tiim para birimleri i¢in yukart yonlii piyasa riskinin gergeklesmesi durumundaki kayip
tutarlarinin (EVT-VaR degerlerinin) daha fazla oldugu anlasilmaktadir. Bu da finansal varliklarin getiri
dagiliminin sag ve sol kuyruk bolgelerinin ayr1 ayr1 modellenmesini destekleyen bir bulgudur.

Dolayisiyla, tiim bu sonuglar1 6zetlemek gerekirse bulgular ilgili para birimlerinde tasinabilecek hem uzun
hem de kisa pozisyonlar i¢in Brezilya Reali ve G.Afrika Randinin en riskli para birimleri oldugu
ardindan sirasiyla Tiik Lirasi, G. Kore Wonu ve Meksika Pesosunun geldigi; en az riskli para birimlerinin
ise sirastyla Yeni Tayvan Dolari, Tayland Baht1 ve Hindistan Rupisi olduguna isaret etmektedir.

Daha once belirtildigi gibi EVT analizlerinde esik degerin belirlenmesi onemli asamalardan birini
olusturmaktadir. Calismanin bu asamasinda farkli yaklagimlara karsi direngli sonuglar elde edebilmek
amaciyla analizler %S5 oran1 dikkate alinarak yinelenmis ve bu kapsamda elde edilen bulgularmm %10
orani ile oldukca benzer oldugu goriilmiistiir. Ornek, teskil etmesi amaciyla %S5 oraninin dikkate alinmasi
durumunda en riskli ii¢ iilke para birimi i¢in elde edilen VT-VaR ve EVT-ES degerleri Tablo 4’te
sunulmustur. Bu bulgulardan da anlasilacagi {izere hem elde edilen EVT-VaR ve EVT-ES degerlerinin
hem de para birimlerinin risk siralamasinin %10 orani ile oldukga benzer oldugu anlasiimaktadir’.

Tablo 4. EVT-VaR ve EVT-ES sonuglari (%5)

Ulkeler 1 4 B EVT-VaR EVT-ES

%1 %5 %1 %5
Asagy yonlii piyasa riski
Brezilya Reali 1.4841 0.3189 0.6157 %2.7790  %1.4841 %4.2893 %2.3881
G.Afrika Randi 1.6448 0.0214 0.7239 %2.8302  %1.6448 %3.5958 %2.3845
Tiirk Liras1 1.1598 0.1947 0.4272 %1.9672  %1.1598 %2.6929 %1.6903
Yukar1 yonlii piyasa riski %99 % 95 %99 %95
Brezilya Reali 1.58547 0.1287 0.8378 %3.0837  %1.5855 %4.2665 %2.5470
G.Afrika Randi 1.81862 0.2179 0.5995 %2.9743  %1.8186 %4.0628 %2.5851
Tiirk Lirasi 1.35912 0.1341 0.6454 %2.5185 %1.3591 %3.4434 %2.1045

" Caligmada tiim analizler %95 giiven diizeyi dikkate alinarak da yapilmistir. Bu kapsamdaki bulgular da Tablo
3’te sunulmustur. Sonuglar incelendiginde, bulgularin %99 giiven diizeyinde elde edilen bulgularla olduk¢a benzer
oldugu anlasilmaktadir. Fakat literatiirde ve uygulamada daha ¢ok %99 giiven diizeyine dayali analizlere yer
verildiginden bu ¢alismada da %99 giiven diizeyi tizerinde durulmustur.
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3.1. MC-VaR ve MC-ES analiz sonuclar

Literatiirde, EVT analizinin gerekliligini ortaya koymak amaciyla bu modelin sundugu VaR degerleri
geleneksel modellerin sundugu VaR degerleri ile karsilastirilmaktadir. Bu kapsamda, 6rnegin, Assaf [26]
calismasinda finansal zaman serilerinin dagiliminin kalin kuyruk o6zelligi sergilemesi durumunda
geleneksel VaR modellerinin riski oldugundan az ol¢tiigiinii gostermistir. Bu nedenle, finansal zaman
serilerinin karakteristik Ozelliklerini yeterince dikkate almayan modellerin piyasa riski Olglimiinde
kullanilmasinin piyasa riskinin dogru bir sekilde ol¢iilememesi gibi bir soruna yol agabilecegini ifade
etmistir.

Bu kapsamda, calismanin bu asamasinda geleneksel bir VaR modeli olarak standart normal dagilima
dayali Monte Carlo simiilasyon analizine yer verilmistir. Analizler yapilirken 6ncelikle her bir finansal
varlik i¢in bir gilin sonrasina iligkin olas1 10000 adet deger iiretilmis ve bu degerlerden cari donemdeki
finansal varlik degerleri ¢ikarilarak olasi kar / zarar degerleri elde edilmistir. Ornek teskil etmesi
amaciyla Tirk Lirast ve Yeni Tayvan Dolart i¢in bir giin sonrasina iliskin olarak elde edilen 10000 adet
degerin histogrami ve betimleyici istatistikleri Sekil 3’te sunulmustur. Bu analizlere bagl olarak %99
ve %95 giiven diizeylerinde elde edilen MC-VaR ve MC-ES degerleri de Tablo 5’te gosterilmistir.
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Oncelikle, histogramlardan da goriilecegi iizere, MC analizinden elde edilen degerler %35 anlamlilik
diizeyinde simetrik bir dagilim olan standart normal dagilim varsayimina uymaktadir. Dolayisiyla, MC
simillasyonuna gore elde edilen asagi ve yukari yonlii piyasa riski degerleri birbirine oldukga yakin
cikmaktadir. Bu nedenle, Tablo 5’te sadece asagi yonlii piyasa riskine iligkin degerler sunulmustur.
Bulgular incelendiginde, iilkelerin para birimlerinin risklilik durumlarma gére siralaniglarinda bir
degisiklik olmamakla birlikte VaR ve dzellikle de ES’ye bagli risk 6l¢iim degerlerinde belirgin bir
azalma oldugu gozlemlenmektedir. Ornegin, EVT-VaR analizinde %99 giiven diizeyinde Brezilya,
G.Afrika ve Tiirkiye igin kayip oranlari sirasiyla %2.799, % 2.778 ve %1.987 iken MC-VaR analizinde
ilgili degerler sirasiyla %2.463, %2.578 ve % 1.919 seviyelerine gerilemektedir. EVT-ES analizinde
ilgili degerler sirasiyla %4.209, %3.600 ve %2.688 iken MC-ES analizinde ise ilgili degerler daha
belirgin bir sekilde azalarak sirasiyla %2.848, %2.906 ve %2.199 seviyelerine gerilemektedir. Daha da
onemlisi, daha 6nce belirtildigi gibi, MC analizi asag1 ve yukar1 yonlii piyasa riski i¢in benzer degerler
iiretirken EVT analizinde bu degerler de degismektedir. Ornegin, EVT-VaR analizinde Brezilya, G.
Afrika ve Tiirkiye igin %99 giiven diizeyinde yukar1 yonlii piyasa riskinin gerceklesmesi durumundaki
kayip oranlar1 asagi yonlii piyasa riskinin gerceklesmesi durumundaki kayip oranlarini asarak sirasiyla
%3.026, %3.040 ve %2.513 seviyelerine ¢ikarken MC-VaR analizinde ilgili degerler degismeyerek
yine sirastyla %2.463, %2.578 ve % 1.919 seviyelerinde kalmaktadir.

Bu kapsamda, kisaca ifade etmek gerekirse mevcut bulgular finansal zaman serilerinde asimetrik dagilim
ve kalin kuyruk ozellikleri sergilemesi durumunda MC gibi standart yontemlerin simetrik dagilim
varsayimi altinda tahmin edilmesinin piyasa riski Ol¢iimii agisindan yeterli olmayabilecegine isaret
etmektedir. Bu bulgular da digerlerinin yani sira Assaf [26] ve Goncu vd.’nin [21] ¢aligmalarinda
belirttigi bulgular ile benzerlik gostermektedir.

Tablo 5. MC-VaR ve MC-ES sonuglari

MC-VaR MC-ES
Asag1 yonlii piyasa riski

%1 %5 %1 %5
Brezilya Reali %2.463 %1.745 %2.848 %2.188
G.Afrika Rand1 %2.578 %1.810 %2.906 %2.262
Tiirk Lirast %1.919 %1.363 %2.199 %1.698
G.Kore Wonu %1.711 %1.226 %1.978 %1.533
Meksika Pesosu %1.601 %1.131 %1.819 %1.209
Hindistan Rupisi %1.115 %0.777 %1.276 %0.979
Tayland Baht1 %0.905 %0.604 %1.022 %0.794
Yeni Tayvan Dolar1 =~ %0.727 9%0.516 %0.844 %0.645

4. Degerlendirme ve Sonug

Piyasa riski analizinde varyans-kovaryans yontemi, tarihi simiilasyon yontemi, filtrelenmis tarihi
simiilasyon yontemi ve Monte Carlo simiilasyon yontemi olduk¢a yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.
Fakat, belirtilen tiim bu y6ntemler daha ¢ok normal piyasa kosullar1 altinda gerceklesebilecek olasi kayip
tutarlarinin hesaplanmasinda kullanilabilmektedir. Bu nedenle, bu yontemler 6zellikle ekstrem finansal
kosullarin s6z konusu olmasi durumunda piyasa riskinin oldugundan daha az O&lglilmesine yol
acabilmektedir. Geleneksel yontemlerin bu eksikligi 6zellikle 2007-2008 kiiresel finans krizi doneminde
daha da belirgin bir hale gelmistir. Bu nedenle literatiirde ekstrem degerler teorine dayali piyasa riski
analizlerine doniik yogun bir ilgi olusmustur. Ekstrem degerler teorisinin avantaji dogrudan incelenen
donem igerisinde gerceklesen ekstrem degerleri esas almasi ve bu sayede gerceklesme olasiligi az ama
etki derecesi yiiksek olaylari modelleyebilmesidir.

Bu ¢alismada Brezilya, Meksika, G. Kore, Tayvan, Hindistan, Tayland, Tirkiye ve G. Afrika’dan olusan
8 gelisen iilkenin para birimlerinin ekstrem finansal kosullarin s6z konusu olmasi durumunda maruz
kalabilecekleri maksimum kayip tutarlar1 ekstrem degerler teorisi ile analiz edilmistir. Calismada
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karsilastirma imkani sunmast amaciyla Monte Carlo simiilasyonuna dayali analizlere de yer verilmistir.
Calismada, ayrica, farkli déviz pozisyonlarini dikkate almak amaciyla asagi ve yukar1 yonlii piyasa riski
tizerinde de durulmus ve ES degerleri de hesaplanmistir. ES degerlerinin hesaplanmasi, gergeklesen kayip
tutarlarinin VaR modelince dngoriilen kayip tutarin1 asmast durumunda bir finansal kurumun karsi karsiya
kalabilecegi ortalama kayip tutarinin hangi seviyelere ulasabilecegi sorusuna yanit vermesi agisindan
olduk¢a 6nemlidir.

Caligma bulgulart ekstrem finansal kosullarin s6z konusu olmasi durumunda hem uzun hem de kisa
pozisyonlar i¢in en riskli para birimlerinin sirasiyla Brezilya Reali ve G.Afrika Randi oldugunu ardindan
sirastyla Tiirk Lirasi, G. Kore Wonu ve Meksika Pesosunun geldigini en az riskli para birimlerinin ise
sirasiyla Yeni Tayvan Dolari, Tayland Bahti ve Hindistan Rupisi oldugunu gostermektedir. Ayrica,
bulgular, tim para birimleri i¢in agsag1 yonlii piyasa riskinin ger¢eklesmesi durumundaki kayip tutarlari ile
yukar1 yonlii piyasa riskinin gerceklesmesi durumundaki kayip tutarlarinin birbirinden farkli oldugunu
gostermektedir. Monte Carlo simiilasyonuna dayali analizler de para birimleri i¢in benzer bir risk
siralamasina isaret etmekle birlikte finansal varliklarin getirilerinin asimetrik dagilim 6zelligini dikkate
almamasi nedeniyle asag1 ve yukari yonlii piyasa riski i¢in benzer sonuglar iiretmekte ve finansal varlik
getirilerinin dagilimmin kalin kuyruk 6zelligini dikkate almamasi nedeniyle de riski oldugundan diisiik
Olgebilmektedir. Bu nedenle, ozellikle piyasalarda volatilitenin arttigt donemlerde piyasa riski
analizlerinde daha dogru sonuglara ulagilabilmesi igin finansal zaman serilerinin karakteristik 6zelliklerini
dikkate alan model yapilarinin kullanilmasinin 6nemli oldugu anlagilmaktadir.

Mevcut bulgularin reel ve finansal sektér kuruluglari, yatirimeilar ve politika yapicilar agisindan 6nemli
oldugu diisiiniilmektedir. Oncelikle, finansal kuruluslar acisindan bakildiginda bulgular finansal risk
diizeyinin arttig1 donemlerde piyasa riski Ol¢iimiinde finansal zaman serilerinin karakteristik 6zelliklerini
dikkate almayan geleneksel modellerin kullanilmasinin dogru bir yaklagim olmayabilecegine isaret
etmektedir. Ciinkdi, finansal kuruluslarca geleneksel modellere dayali olarak hesaplanan sermaye miktari
risklerin gerceklesmesi durumundaki kayip tutarlarimi karsilamada yeterli olmayabilir. Bu saptamanin
ozellikle Tiirkiye gibi yiiksek volatilite hareketlerinin goreceli olarak daha sik gozlemlendigi gelisen
piyasalar agisinda olduk¢a 6nemli oldugu disiiniilmektedir. Aksi takdirde, bu iilke finansal kuruluslari
yiiksek oranda ekonomik sermaye kaybina ugrama riskiyle kars1 karsiya kalabileceklerdir.

Reel sektor kuruluslart agisindan bakildiginda ise 6zellikle Brezilya, G. Afrika ve Tirkiye gibi riskli para
birimlerinin bulundugu iilke ekonomilerinde faaliyet gosteren sirketlerin doviz kurlarinda yasanabilecek
beklenmeyen durumlarin yol acgabilecegi kayiplara karg1 korunma saglamak amaciyla tiirev piyasalardan
yararlanmalarinin gerekli oldugu distiniilmektedir. Aksi takdirde, isletme faaliyetlerinden elde edilen
gelirler ani ve sert doviz kuru hareketleri sonrasinda yasanabilecek kayiplar nedeniyle oldukca diisiik
seviyelere gerileyebilir.

Yatirimeilar acisindan bakildiginda ise ilgili para birimlerinin risk diizeylerinin belirlenmis olmasinin yani
sira bu para birimlerinde taginacak kisa ve uzun pozisyonlarin risk diizeylerinin ayr1 ayr 6lgiilmesinin
yatirim kararlar1 agisindan 6nemli oldugu diistiniilmektedir. Ciinkii, bu bilgiler farkli yatirimer tiplerinin
(Ornegin, riskten kagan, riski seven ve riske kars1 kayitsiz) yatirim stratejilerini olustururken goz oniinde
bulundurduklar kriterler arasinda yer almaktadir.

Politika yapicilar acisindan bakildiginda ise 6zellikle denetleyici ve diizenleyici kurumlar bankalarin
ekstrem durumlar karsisinda uygun bir sermaye yapisina kavugmasini saglamak amaciyla daha temkinli
davranmak isterlerse bu durumda piyasa riski dlgiimiinde ES degerlerinin VaR degerlerine alternatif
teskil edebilecegi ifade edilebilir. Ciinkii, ES degerleri her durumda VaR degerlerinden daha yiiksek
cikmaktadir [64]. Para politikasi uygulamalar1 agisindan bakildiginda ise riskli para birimlerine sahip
merkez bankalarmin doviz kurlarindaki hareketlere goreceli olarak daha duyarli olmas1 gerektigi ifade
edilebilir. Ciinkii, 6zellikle enflasyon hedeflemesine dayali para politikalarinin uygulandigi giintimiizde
doviz kurlarindaki sert fiyat hareketleri enflasyon dinamiklerinin bozulmasina yol agabilmektedir.
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Uretim sektoriinde kullanilan 6nemli istatistiksel araglardan biri kabul 6rnekleme planlaridir. Ciinkii iireticiler iiriinlerin
kalitesinin korunmasini ve {iirinler arasindaki degiskenligin minimum olmasi isterler. Kabul 6rnekleme planlar
iireticinin ¢ikarlarini korudugu gibi tiiketicinin de ¢ikarlarini gézeten planlardir. Bazi irinler i¢in kullanim 6mrii 6nemli
bir kalite karakteristigi olabilir. Bu durumda, iiriinlerin kalite kontrol yeterliligi yasam testine dayali uygun bir kabul
orneklem plani ile test edilebilir. Endiistride {irlin dmriiniin yasam testine dayali kabul 6rnekleme planlart giivenilirlik
planlar1 olarak da adlandirilir. Maliyet ve zamanin kisitli olmasi nedeniyle, tiim {irlinlerin basarisizlik zamani1 gozlenene
kadar denemeye devam etmek miimkiin olmayabilir. Bu nedenle bir sansiirleme diizeni ile kesilmis yagam testine dayali
kabul 6rnekleme plani uygulanir.

Bu ¢alismada, Weibull ve Pareto dagilimlari i¢in Tip-I sansiirleme diizeni kullanilarak kesilmis yagam testlerine dayali tek
katli ve grup kabul &rnekleme planlari incelenmistir. Belirlenen plan parametreleri igin optimal drneklem biiyiikligii ve
kabul sayis1 elde edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kabul érnekleme plani, kesilmis yasam testi, iiretici riski, tiiketici riski, islem karakteristik egrisi,
Weibull dagilim, Pareto dagilimi.

Abstract
Single and group acceptance sampling plans for Weibull and Pareto distribution

One of the most important statistical tools in production sector is the acceptance sampling plans. Because the producers
want the protection of the quality of the products and minimum variability between the products. Acceptance sampling
plans are not only preserving the producers’ benefit but also looking out for the consumers’ interest. The expected lifetime
may be an important quality characteristic for some products. Then, the quality control sufficiency of the products can be
controlled using a suitable survival test based on the acceptance sampling plans. In the industry, the acceptance sampling
plans based on the survival test of the products’ lifetime are also called as reliability sampling plans. As the cost and time
are limited, it might be impossible to continue the trial until the failure time of all products are observed. Therefore, the
acceptance sampling plan based on survival test truncated with a censored scheme is used.

In this study, single and group acceptance sampling plans based on truncated survival test using Type-I censoring are
investigated for Weibull and Pareto distributions. Optimal sampling size and acceptance number are determined for some
parameter values.

Key Words: Acceptance sampling plan, truncated survival test, producer’s risk, consumer’s risk, operation characteristic
curve, Weibull distribution, Pareto distribution.
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1. Giris

Kabul 6rneklem planlari, bir iiretim birimindeki {irlinlerin kabul edilip edilmeyecegine karar verme
siirecini kapsar. Bir partiden rasgele secilen dérneklemin muayenesine dayali olarak partinin kabuliine ya
da reddine karar verilir. Kabul 6rnekleme planlar1 tek katli, ¢ift katli, cok katli ya da ardisik planlar
olabilir. Tek katli kabul 6rnekleme plani, uygulanmasinin basitligi nedeniyle tercih edilmektedir. Tek katl
ornekleme planinda 6rneklemden elde edilen basarisizlarin sayist onceden belirlenen ¢ gibi bir kabul
sayisina esit ya da biiyiikse parti ret, aksi takdirde kabul edilir. Uriinlerin yasam siiresi bir kalite
karakteristigi oldugunda kabul &rnekleme planlarinin temelindeki istatistiksel test bir iriiniin gergek

ortalama omrii 4 olmak tizere, H, = x> g, sifir hipotezinin H, = 1 < 4, segenek hipotezine karsi
testidir. H, = x> 4, hipotezi saglanirsa, iiriin iyi triindir ve diger departmanlara ya da tiiketicinin

kullanimina sunulur. H;, = ¢ < g4, hipotezi saglanirsa sifir hipotezi ret edilir ve iirtin koétii tiriindir ve
yeniden isleme gonderilir ya da 1skartaya ¢ikarilir. Uriinlerin yasam siiresinin dagilimi genellikle carpik
bir dagilim oldugu dikkate alinirsa, hipotezde ortalama 6miir 4 yerine medyan da kullanilabilir. Kabul
orneklem planlarinda hipotez testindeki 1. Tip hata olasilig1 ¢, iyi bir partinin reddedilme olasilig1 yani
{iretici riski ve 2. Tip hata olasihig1 B  kotii bir partinin kabul edilme olasilig1 yani tiiketici riski olarak

adlandirilir. Eger tiiketici giiven seviyesi P ile gosterilirse, tiiketici riski " =1— P" olur. Optimal kabul

ornekleme plani her iki riski de en aza indiren plandir. Ote yandan bir partinin kabul ya da red edilmesi
karar1 verilirken zaman ve maliyet tasarrufu 6nemlidir. Bunun i¢in farkli sansiirleme diizenlerinin
uygulanabildigi, kesilmis yasam testlerine dayali kabul 6rnekleme planlar1 kullanilir. Zaman sanstirleme
(Tip-I), iriin sansiirleme (Tip-1I) ve hibrid sansiirleme yasam testinde kullanilan sansiir diizenlerinden
bazilaridir. Test siiresinin sinirl oldugu ve test i¢in kaynaklarin az oldugu durumlarda, bu tip sansiirleme

diizenlerini dikkate alan kabul 6rnekleme planlarinin kullanilmasi uygundur [8] .

Tip-I sansiirleme diizeninde, n birimle baslayan testte dnceden belirlenen sabit bir sonlandirma siiresi t; ’a
kadar basarisizlar gozlenir. Tip-II sansiirleme diizeninde, dnceden belirlenen sabit sayida basarisizlik
goriiliinceye kadar denemeye devam edilir. Ancak bu sansiirleme diizeninde sonlandirma siiresi t; biiylik

oldugunda zorluk ortaya c¢ikar. Hibrid sansiirleme diizeninde ise, hem zaman hem de basarisizlik sayisi
dikkate alinir. n birim i¢in bir yasam testi yapildiginda, test dnceden belirlenen bir ¢ basarisizlik

sayisindan sonra ya da 6nceden belirlenen bir t;sonlandirma siiresinden 6nce sona erer. Tip-l ve Tip-1I
sansilirleme diizenleri hibrid sansiirleme diizeninin 6zel durumlaridir. Hibrid sansiirleme diizeni altinda
yasam testi deneyi yapmak igin, n, ¢ ve t, degerlerinin 6nsel olarak bilinmesi ya da bazi optimizasyon

kriterlerine gore secilmesi gerekir. Kabul 6rnekleme planinda, 6rnekleme alinan {iriinler genellikle tek tek
test edilir. Ancak tiim birimlerin basarisizlik zamanlarin gbzleninceye kadar denemeye devam etmek
zaman ve maliyet kisitlart nedeniyle miimkiin olamayacagi i¢in yukarida tanimlanan Tip-1 ve Tip-IlI
sanstirlemeye diizenlerine ihtiya¢ duyulur. Bunun yani sira uygulamada, ayn1 anda birden fazla sayida
iiriiniin test edilebildigi durumlar da vardir. Bu durumda test edilecek toplam {iriin sayis1 n, mevcut test
edicilerin sayisina gore esit bliylikliikteki gruplara boliiniir. Bu sekilde gruplara dayanan kabul drnekleme
planina grup kabul 6rnekleme plani denir.

Bir¢ok yazar tarafindan, yasam siiresinin farkli dagilimlar1 i¢in kesilmis yasam testine dayali tek kath

kabul o6rnekleme planlari incelenmistir. Kesilmis yasam testine iliskin ilk ¢alisma Epstein [6] tarafindan
iistel dagilim i¢in yapilmistir. Baklizi [5] iki parametreli Pareto dagilimi, Balakrishnan, Leiva ve Lopez
[4] Birnbaum-Saunders dagilimi, Rosaiah ve Kantam [13] ters Rayleigh dagilimi, Srinivasa Rao [15]
log-logistic dagilim, Singh ve Tripathi [16] ters Weibull dagilimi i¢in kabul 6rmnekleme planlarim
incelemiglerdir. Amer Ibrahim ve Al-Omari [1] yasam siiresinin Sushila dagilimi varsayimi ile kesilmis

yasam testine dayali tek katli kabul 6rnekleme plani tizerinde ¢alismiglardir. Aslam, Kundu ve Ahmad [2]

genellestirilmis istel dagilim i¢in yasam siiresinin medyanina iligkin kesilmis yasam testine dayali tek
katli 6rnekleme plani diizeninde minumum 6rneklem biiyiikliigiini elde etmislerdir. Aslam ve Jun [3] hem
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iiretici hem de tiiketicinin faydasini dikkate alacak bicimde Gamma, Weibull ve genellestirilmis Rayleigh
dagilimi i¢in tek katli kabul ornekleme planini incelemislerdir. Gui- ve Shangli Zhang [7] Gompertz

dagilimi i¢in iirliniin ortalamasini, Malathi ve Muthulakshmi [9,10] Gompertz dagilimi i¢in iriiniin

Omriiniin medyan1 ve yiizdeliklerini dikkate alarak kesilmis yasam testlerine dayali kabul 6rnekleme
planlarin1 ¢alismislardir. Malathi ve Muthulakshmi [11] Frechet dagilimi i¢in medyan1 kullanarak kabul

orneklem planlarini incelemislerdir. Loganathan ve Gunasekaran [8] tek kathi 6rnekleme planinda hem

iiretici hem de tiiketici riskini minumum yapan n ve ¢ parametrelerini elde etmislerdi. Mughal ve Ismail
[12] kesilmis yasam testine dayali tek katli kabul 6rnekleme planinda genellestirilmis Pareto dagiliminin

farkli parametreleri i¢in minimum test sonlandirma zamanini belirlemislerdir. Rao, Kumar ve Rosaiah
[14] tek kathi drnekleme planinda yar1 normal dagilimi dikkate almislardir. Sudamani ve Anburajan [17]

ters Rayleigh ve log-lojistik dagilimlari i¢in agirliklandirilmig binom dagilimini kullanarak kesilmis yagam
testlerine dayal1 grup kabul 6rnekleme plani {izerine ¢caligmislardir.

Caligmada, Weibull ve Pareto dagilimlar1 i¢in kabul 6rnekleme plani ele alinmis, dnceki galigmalardan
farkli olarak kesilmis yasam testlerine dayali hem tek katli ve hem de grup kabul 6rnekleme planlar i¢in
Tip-1 sansiirleme diizeni incelenmistir. Calismanin Ikinci Béliimii'nde Weibull ve Pareto dagilimlarin
temel oOzelliklerine yer verilmistir. Ugiincii Boliimde, kesilmis yasam testine dayali tek katli kabul
ornekleme planinda optimal n ve ¢’nin nasil belirlenecegi- anlatilmis, Dordiincii Boliimde kesilmis yasam
testine dayali grup kabul ornekleme planina iliskin bilgi verilmistir. Tek katli ve grup kabul 6rnekleme
planlarinda optimal degerlerin nasil hesaplandigina iligskin sayisal orneklerin verildigi Besinci Boliimiin
ardindan, Altinct Boliimde Weibull ve Pareto dagilimlarinin farkli parametreli i¢in tek katli kabul
ornekleme planinda optimal n ve ¢, grup kabul 6rneklem planinda ise optimal grup sayisit g ile ¢’nin
degerleri elde edilmistir. Calismada elde edilen bulgular Yedinci Boliimde 6zetlenmistir.

2. Dagilimlar

Uriiniin émrii ile ilgili verilerin modellenmesinde uygun olan dagilimlardan ikisi Weibull ve Pareto
dagilimidir. Bu bolimde bu dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonu, dagilim fonksiyonu, yasam
fonksiyonu, tehlike hizi (hazard) fonksiyonu ile momentleri verilmistir.

2.1 Weibull Dagilimi
T raslanti degiskeni iiriiniin omriinii gostermek iizere T ~Weibull(a, f) ise olasilik yogunluk

fonksiyonu,

a-1 t\*
f(t;a,ﬁ):ﬁ(lj e(ﬂj, t>0,0>0,4>0 N
B\ B
bigimindedir. Burada « sekil ve [ 6lgek parametresidir. =1 igin dagilim standart Weibull dagilimi
adim alir.
Kiimiilatif dagilim, yasam ve tehlike hiz1 fonksiyonlar1 sirasiyla,
t a
FT(t):l—e(ﬂ], t>0,a>0,4>0 2)
_(LJ“
Sst)=e"”, t>0,a>0,8>0 A3)
t a-1
a
h(t)=—(—j : t>0,>0,>0
B\ p (4)

bi¢imindedir.

Sifir noktasina gore 1. momenti,
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1

y:ﬁr@+—) ()
a

olarak elde edilir. Es. (5)’te I'(.) gama fonksiyonu olup T'(u) = j: x"7e™*dx bigimindedir.

2.2 Pareto Dagilim

T ~ Pareto(a, 7) olmak iizere olasilik yogunluk fonksiyonu,
: ar” .
f(t,a,y)=—"—;
T+ 7/)
bi¢cimindedir. Burada ¢« sekil parametresi ve y 6lgek parametresidir.
Kiimiilatif dagilim, yasam ve tehlike hizi fonksiyonlari sirasiyla;

t>0,>0,y>0 (6)

aay&-@il], t>0,a>0,7>0 @)
/4
340=Fi1j, t>0,a>0,4>0 ©)
Y
h(t):i, t>0,a>0,y>0 9)
t+y
bi¢imindedir.

Sifir noktasina goére 1. momenti,

”:Z%T a>1 (10)

olarak elde edilir.

3. Kesilmis Yasam Testine Dayah Tek Kath Kabul Ornekleme Plam
Yasam testine dayali tek katli kabul 6rnekleme planinda, tiriiniin dmriine iliskin H, : 2 > £, hipotezine

karst H,:u <, hipotezinin testinde, sonsuz biiyiikligiinde diisiiniilen bir partiden rasgele aliman n
birimlik 6rneklemdeki iiriinler test edilir. Tip-I sansiirleme diizeninde yapilan test, dnceden belirlenen bir
t, sonlandirma zamaninda sona erer. Planin diger bir parametresi € kabul sayisidir. t,’dan 6nce c’den

daha fazla basarisiz {iriin olmas1 durumunda sifir hipotezi reddedilir, {; ’dan 6nce c ya da daha az basarisiz

iiriin olmasi durumunda ise sifir hipotezi kabul edilir. Ozetle, bir partinin ret ya da kabulii kalite
karakteristigine iligkin hipotezin ret ya da kabuliine esittir. Maliyet ve zaman tasarrufu nedeniyle, kesilmis
yasam testine dayali tek katli kabul 6rnekleme planinda minimum 6rneklem biiyiikliigii ile kabul sayisinin
belirlenmesi 6nemlidir. Tip-I sansiirleme diizeninde, kesilmis yasam testine dayali tek katli kabul
ornekleme planinin parametreleri asagida verilmistir:

1. N biiytikliigiindeki bir partiden rasgele alinan 6rneklem biiyikligi n,
2. Kabul say1si c,

3.Testin sonlandirma siiresi {,,

. t
4. Uriiniin belirlenen ortalama omrii g, olmak iizere —— oran.
Hy
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t, |. -
Dolayisiyla tek kath kabul 6rnekleme planinin parametreleri {n, C, —0} ile verilir.
Ho
3.1 Kabul Ornekleme Planinda Karakteristik islem Fonksiyonu
Bir 6rnekleme planin performansi, karakteristik islem fonksiyonu (Operation Characteristic: OC) elde

edilerek yorumlanir. X raslanti degiskeni &rneklemdeki basarisizlarin sayismi gostersin. Uriiniin
basarisizlik olasilig1 p olmak iizere OC fonksiyonu, partinin kabul olasiligi P(p) ile verilir:

P(p) = P(X <c) :ip(x = X) (11)

x=0
X raslant1 degiskenin olasilik dagilimi hipergeometrik dagilimidir. Ancak binom ya da Poisson dagilimi

n .
da kullanilabilir. Parti yeteri kadar biiylikse [W < 0.10) partinin kabul olasiligini hesaplamak igin binom

dagilimi ya da n biiyiikk ve p kii¢iik oldugunda binom dagilimi yerine Poisson dagilimi da kullanilabilir
[8] . Bu ¢alismada binom dagilimindan yararlanilmistir. Bu durumda,

P(p)=P(X <0) =i(2]p*(1— Ol 2

bigimindedir.

Es.(12)’de p = F(t; ), iiriin kalite karakteristigi 4 ’niin azalan bir fonksiyonudur. OC fonksiyonu sabit
bir t siliresi igin p’nin azalan bir fonksiyonudur. Minimum 6rneklem biiyiikliigii n ve kabul sayisi C’nin
secimi, OC fonksiyonunun temeline dayanir [l] .

3.2. Minimum Orneklem Biiyiikliigii
Tiiketici, kotli bir partinin kabul olasiliginin belirlenen tiiketici riskinden daha diisiik olmasini isterken,
iiretici iyi bir partinin reddedilme olasiliginin belirlenen iiretici riskinden daha kiiciik olmasini ister.

p=F(t), t, sonlandirma zamanindan nce bir iiriiniin basarisiz olmasi olasiligini géstersin. Minimum

orneklem biiyiikliigii n, kotii bir partinin kabul edilme olasiliginin belirlenen tiiketici riski ,B* ’1 agmayacak

sekilde belirlenir:

< n X n—x *
Z(ij 1-p)*<p. (13)
x=0

Kalite kontrol analizinde, incelenen dagilimin Slgek parametresi genellikle kalite parametresi olarak
adlandirilir [5,12]. Es. (5) ve Es. (10)’dan goriilecegi gibi, Weibull ve Pareto dagilimlarinin ortalamalari

M e
ra+)

Pareto dagilimin &lgek parametresi ¥ = ((a —1) olarak ifade edilebilir. Diger yandan bir iiriiniin kalite

olgek parametrelerinin bir fonksiyonudur ki, Weibull dagiliminin 6lgek parametresi [ =

diizeyi — gercek ortalama omriin belirlenen ortalama omre oranidir. Ayrica testin sonlandirma zamani

Hy
t,, pozitif bir a sabiti ile z,’in ¢arpimi yani t; =az, biciminde diisliniilebilir. Bu durumda Weibull
dagilimi igin basarisizlik olasihigr Es.(2)’de, t, =au, ve ,B—r(l'u ) yerine yazilip ﬁ’a gore
Hy

diizenlenirse,

p:FT(tO):1—exp[—(%ja]zl—exp{—(%jalzl—exp o (ﬂ/ﬂo)]: (14)
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benzer sekilde Pareto dagilmi igin Es.(7)’de t, =ay, ve y=u(a—1) yerine yazilip; £ ’a gore
Hy
diizenlenirse,

-a

p=F(t)=1- (t +7/] =1_[Mj =1- 1+L (15)
Y p(a=1) Ha-1)
Hy
biciminde elde edilir.

3.3. Ornekleme Planinda Optimal Orneklem Biiyiikliigii ve Kabul Sayisinin Belirlenmesi

Kabul érnekleme planinda tiretici, kabul edilebilir bir kalite diizeyindeki partinin reddedilme olasiliginin
iiretici riskinden kiiciik olmasini yani bu kalite diizeyindeki partinin kabul olasihigmin 1-a" ’dan biiyiik
olmasini ister.

Tip-T sansiirleme diizeninde kesilmis yasam testine dayali tek katli kabul 6rnekleme planinda hem
ireticinin iyi partinin reddedilmesine, hem de tiiketicinin kotii partinin kabul edilmesine karsi korunmast
icin agagidaki kosullarin saglanmasi gerekir:

P(p,)= Z( ]pl 1-p)"" 21-a (16)

P(pz):i(Z)pzx(l_ pz)mx S/B* (7)

Es. (16) ve Es.(17)’yi ayn1 anda saglayan n ve ¢ degerleri optimal degerler olup, asagida verilen iteratif
yontem kullanilarak elde edilir [3,15] :

1. wu>p, olacak bicimde t; sonlandirma siiresine karsihk gelen p, =k {t_o;ﬁ:klj ve

Hy Ho
p, =k [— —=k j olasiliklar1 bulunur.
My Hy
Burada H k, tiretici riski altindaki orandir. p, iiretici riskine karsihik gelen basarisizlik olasihgidir ve
Hy
kabul edilebilir kalite seviyesi (acceptable quality level ~AQL) olarak adlandirilir. Belirli bir & ’da Tl
Hy

oramt kiiciildiikge, ireticinin daha giicli bir kalite gereksinimine ihtiyaci oldugunu agiktir.

P(p) = Z( ]pl (I-p)" 21-a" esitsizligini  saglayan ple[L—o;%] igin ,uﬁ orani
0 0

minimumdur.

~— =Kk, orani ise tiiketici riski altindaki orandur. Tiiketici partinin kabul olasiliginin belirlenen bir tiiketici
Hy

riskinden daha diigiik olmasini istediginden genelde K, =1 aliir. p, tiiketici riskine karsilik gelen

basarisizlik olasiligidir ve partinin tolerans diizeyi (lot tolerance level-LTL)) olarak adlandirilir.
2. ¢=0 ile baslanir.
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cfn
3. P(p)= Z(ijlx (I-p)"*=21-a" saglayan en bilyiik n degeri N, bulunur.
x=0

t.in
4. P(p,) = Z(ijzx L-p)"7<p saglayan en kiiciik n degeri n,, bulunur,
x=0

¢ dir. Aksi durumda c bir artirilir.

6. 4.-5. adimlar n ve ¢ nin optimal degerleri elde edilinceye kadar devam eder.
n ve c’nin optimal degerleri bulunduktan sonra &rneklem muayenesi yapilarak partinin kabul ya da

reddine karar verilir. Partinin kabul edilmesi H, = x>y, hipotezinin kabul edilmesidir. Bu durumda

tiretici ve tiiketici risklerinin her biri igin giivenilir bir kalite seviyesi gerg¢eklesmis olur.

5. n, < n,, ise optimal plan parametreleri n

enk — enk !

4. Kesilmis Yasam Testine Dayal Grup Kabul Ornekleme Plam

Genelde oOrnekleme planinda, bir test cihazina sadece tek bir {iriiniin konuldugu varsayilir. Ancak
uygulamada ayni anda birden fazla sayida iiriinii barindiran test cihazlar1 da kullanilabilir. Bu durumda
test edilecek toplam iiriin sayist (n), mevcut test edicilerin sayisina gore esit biiylikliikteki gruplara
boliiniir. Bir test cihazindaki iirlinler bir grup olarak kabul edilir ve gruptaki {riinlerin sayisi grup
biyikligi (her gruptaki 6rneklem biiytikliigii) olarak adlandirilir. Bu sekilde gruplara dayanan kabul

ornekleme planina grup kabul 6rnekleme plani denir[Z]. Grup sayisi g ile ifade edilirse her bir gruptaki
tiriin sayis1 ' olmak iizere toplam 6rneklem biiyiikliigii n=rg’dir. Her bir gruptaki {irinler ayn1 ¢evresel
kosullarda bagimsiz olarak ayni anda test edilir. Kesilmis yasam testlerine dayali grup kabul 6rnekleme
planin parametreleri asagida verilmistir:

1. Grup sayis1 g,

2. Grup biiylikligii r (plan diizeni r=1 oldugunda tek katli kabul 6rnekleme planina indirgenir).

3. Her bir grup i¢in kabul sayis: c,

4. Testin sonlandirma siiresi {;,

. t
5. Uriiniin belirlenen ortalama émrii 4, olmak iizere —- orani.

Hy

t|. -
Dolayisiyla grup kabul drnekleme planinin parametreleri {g, r,c, —0} ile verilir.
Hy

Tim gruplar ayn1 anda denemeye girer ve her gruptaki basarisizlar gozlenir. t, sonlandirma siiresince
gruplarin her birinde en fazla ¢ basarisizlik ortaya ¢ikarsa parti kabul, herhangi bir grupta c’den fazla
basarisizlik ortaya ¢iktiginda parti reddedilir [5, 12,15, 17] .

Partinin kabul olasilig1 binom dagilimindan elde edilebilir:
g
< r X r—x
Pakor (P) = {Z(ij d-p) } (18)
x=0
Es.(18)’deki basarisizlik olasiigi p=F; (t,), t=ag, olarak alindiginda Weibull dagilimu i¢in Es.(14),

Pareto dagilimi icin ise Es.(15)’te verildigi gibidir. Optimal grup sayisi @, her gruptaki 6rneklem
blyiikliigii r ve kabul sayisi ¢,

Pokor () = {i(;jplx Q- pl)r_x} >1-a"

x=0
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x=0
esitsizliklerini saglayacak bicimde bulunur.

5. Kesilmis Yasam Testine Dayali Kabul Ornekleme Plam icin Bazi Sayisal Ornekler

Bu boéliimde, Dordiincii Boliim’de anlatilan Tip-I sansiirleme diizeninde kesilmis yasam testine dayal tek
katl ve grup kabul 6rnekleme planlarinda tiiketici, iiretici ve hem tiiketici hem de iiretici riski dikkate
almarak plan parametrelerinin nasil hesaplanacaginin daha iyi anlasilabilmesi i¢in bazi 6rnekler yer
almaktadir.

Ornek 1. Belirli bir iiriine iliskin yasam siiresinin dagilmn T ~Weibull(ct =2, 8) olsun. Gergek
ortalama Omir 1000 saatten fazla oldugunda parti kabul edilsin (H,:z>1000). Tiketici riski

S =1-P" =0.10, testin sonlandirma zamam t, =500 saat ve kabul sayis1 ¢ =0 olsun. Es.(13)’ten
yararlanarak minimum 6rneklem biiyiikliigii n asagidaki gibi bulunur:

n
(Oj p°(1- p)" <0.10 esitsizliginde,

[r+2)] [r(a+2)]

elde edilen (1-0.2726)" <0.10 esitsizlikten N =8 olarak elde edilir. Bu durumda tek katli kabul

p=F(t,)=1-exp =0.2726 yerine konulursa,

ornekleme planinin parametreleri {n =8,c=0, L = 0.5} olarak ifade edilir.
Hy

Ornek 2. Belirli bir iiriine iliskin yasam siiresinin dagihmi T ~Weibull(a =2, 8) olsun. g, =1000
saat, tiiketici riski " =1-P*=0.10, testin sonlandirma zamani t, =1000 saat ve gergek ortalama

omiir £ =7000 saat igin iiretici riski @ =0.05 olsun. Bu durumda optimal n ve ¢ degerleri bulunmak
istensin.

S0 _qve £ o7

Hy Hy

oldugundan,
a a 2 -2

p, =1-exp| - 2 (ﬂ/ﬂ‘))a =1-exp —L)z =1-ex —M =0.00051
[T(1+2)] [T(1+3)] (0.8862)

elde edilir.

t—0=l, 2 icin,

Hy Hy

p, =1-exp —% =1-exp —;2 =1-exp —;2 =0.7201
[T(1+2)] [T(1+3)] (0.8862)

bulunur.

a’ =0.05, g =0.10 ve ¢c=0 igin,
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n
P(p,)= (Oj(0.00051)0 (1-0.00051)" > 0.95 olacak bigimde n,,, =100 elde edilir.

n
P(p,) = [0](0.7201)0 (1-0.7201)" <0.10 olacak bigimde n,, =2 elde edilir.

n N,, oldugundan optimal plan parametreleri n,, =2,c=0 dir. Bu durumda tek kath kabul

enk <

ornekleme planinin parametreleri {n =2,c=0, L = } olarak ifade edilir.
Ho

Ornek 3. Belirli bir {iriine iliskin yasam siiresinin dagihmi T ~ Pareto(a = 2,7) olsun. g, = 7000 saat,

iiretici riski a  =0.05, orneklem biiyiikliigi n=12 ve kabul sayis1 ¢=0 olarak verilsin. Testin
sonlandirilacagi minimum siire bulunmak istensin.

Testin sonlandirma zamani t, =ag, oldugundan t, =a7000 saattir. Uretici riski " =0.05 olmak

{izere partinin kabul olasiligi en az 1— ™ = 0.95 olacak bigimde minimum t, *in bulunmas1 miimkiindiir.

Orneklem biiyiikliigii n=12 ve kabul say1s1 ¢=0 i¢in basarisizlik olasilig1;

12
P(p) :£ 0 ](l— )" >0.95 esitsizliginden P = 0.0043 olarak elde edilir.

Es.(14)’te verilen F; (t,) *da p =0.0043 yerine konulursa, 21 i¢in,
Hy

-2
0.0043:1—[1+ 2a j esitliginden a =0.002 olarak elde edilir.

Dolayistyla minimum t, = az, = (0.002)(7000) = 14 saattir.
t t

Bu durumda (n=12,c=0,-2% = 70‘60) parametreli tek katli kabul 6rnekleme planinda t, =14 saat
Hy

icinde hi¢ basarisiz liriin gézlenmez ise parti kabul edilir, aksi durumda ret edilir.

Ornek 4. Belirli bir iiriine iliskin yasam siiresinin dagilimi T ~ Pareto(a =4, 7) olsun. g, =1000 saat,

t .

-2 =a=0.10, tiiketici riski B" =1-P"=0.25, her gruptaki Srneklem biiyiikligii r=2 olsun.
Hy
Minimum grup sayist § bulunmak istensin.

-

t 1

-2 =0.10 igin, Ll | varsayimt ile p, =1—(1+£j =0.1229 olur.

Hy Ho (4-1)

S =0.25 ve c=0 igin,
2 g
Peror (Po) =[ (OJ(0.1229)O (1—0.1229)2} <0.25 esitsizliginden g =6 olarak elde edilir.

c=1 igin,
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1 g
Pekor (Po) {Z( J 0.1229) (1-0.1229)* } <0.25 igin g =92

x=0

elde edilir.
Bu durumda, minimum grup sayist g=6 olup, grup kabul o&rnekleme planinin parametreleri

t

{g =6,r=2,c=0,—22= 0.10} dir  ve bu plan parametreleri i¢in  toplam  Orneklem
Ho

biiyiikliigii n = rg =12 dir.

6. Weibull ve Pareto Dagihmlar: i¢in Optimal Plan Parametreleri

Bu béliimde Kesim 3.3’te verilen iteratif yontem kullanilarak Weibull ve Pareto dagilimlart i¢in optimal
plan parametreleri hem iretici hem de tiiketici riski dikkate alinarak elde edilmistir. Uretici riski

a =0.01, 0.05, 0.10 i¢in sonuglar elde edilmis ancak burada sadece 0.05 icin elde edilen sonuglara yer
verilmistir. Cizelge 1 ve 2’de, Weibull ve Pareto dagilimlari igin Tip-I sansiirleme diizeninde kesilmis
yasam testine dayali tek katli kabul 6rnekleme planinin optimal parametreleri verilmistir.

Cizelge 1. Tiiketici riski &  =0.05 oldugunda sekil parametresi @ =1,2,3 olan Weibull dagilim igin
optimal (n,c) degerleri.

Weibull (@ =1, 8) Weibull (e = 2, ) Weibull ( = 3, )
ﬂﬁ F | az05 | a=06 | a=07 | a=05 | 2798 | a_07 | azo05 | azo0s | 2797
010 | (4.3 | 123 | L3 | @21 | @0 | &1 | 3o | 7o | @o
5 015 | (13.3) | (L3 | (10,3 | L1 | @D | &1 | @00 | 6.0 | 3.0
020 ©2 | 103 | @3 | @) | &L | @0 | @0 5.0 | (30
0.10 | (14,3) 9,2) (8,2) (12,1) (CHY) (6,1) (13,0) (7,0) (4,0)
5 05| 10,2 | &2 | 2 | 6o | 4o | 61 | 10,0 | 60 | 30
020 @2 | &2 | @2 | Go | Go | @0 | @0 G0 | 30
0.10 | (11,2 9,2) (8,2) (7,0) (5,0 (3,0 (13,0) (7,0) (4,0)
7 05| 10,2 | &2 | 2 | 6o | 40 | 30 | 10,0 | 60 | G0
020 @2 | &2 | &1 | G0 | Go | @0 | @0 G0 | (30
0.10 | (11,2 9,2) (8,2) (7,0) (5,0 (3,0 (13,0) (7,0) (4,0)
8 015 10,2 | &2 | 2 | 6o | 4o | @G0 | 10,0 | 60 | G0
020 61 | ) | &1 | G0 | Go | @0 | @0 G0 | (30

Bu ¢izelgedeki degerlerin nasil kullanilabilecegini bir 6rnekle agiklayalim: Belirli bir {iriine iligkin yasam
siiresinin dagihmn T ~Weibull(e =1, #), #=6000 saat ve g4, =1000 saat olsun. Kalite denetgisi,

yasam testini sonlandirma siiresini t, =600 saat olarak ongorsiin. Uretici riski @” =0.05 ve tiiketici

riski #° =0.20 alindiginda, optimal n ve ¢ degerleri Cizelge 1°den sirasiyla 8 ve 2 olarak elde edilir. Bu

ornekleme planina gore, bir yigindan rasgele 8 {iriin seg¢ilir ve liriinlerin kullanim 6mri test edilir. Yasam
stiresi 600 saatten kiiciik en ¢ok 2 {iriin (basarisizlik) ile karsilasildiginda, yasam testi sonlandirilir ve parti

kabul edilir. Diger yandan, eger 2’den ¢ok basarisizlik t, =600 saatten 6nce gerceklesirse, yasam testi
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sonlandirilir ve parti reddedilir. Bu 6rnek icin, Es.(12)’de verilen OC fonksiyonu kullanilarak partinin
kabul olasilig1 0.967 olarak bulunur.

Cizelge 1’de Weibull dagiliminin sekil parametresi o 'nin farkli degerleri igin elde edilen n ve ¢ degerleri
incelendiginde, « parametresi sabit tutuldugunda testin sonlandirma siiresi t, =ag, artarken test
edilecek iiriin sayisinin azaldig1 goriilmektedir.

Cizelge 2. Tiiketici riski & = 0.05 oldugunda sekil parametresi a =10,20,30 olan Pareto dagilim igin

optimal (n,c) degerleri.

Pareto(a =10,y) Pareto(a = 20,y) Pareto(a =30,y)
uﬁ g | 370512a=06 . 07 | az05 | az06 | a=07 | azos | 2708 |a=07
0.10 | (13,3) | (11,3) (10, 3) (14,3) (12,3) (10, 3) (14, 3) (12,3) | (10,3)
5 0.15 | (12,3) | (10,3) 9,3) (13,3) (11,3) 9,3) (13,3) (12,3) | (10,3)
0.20 | (11,3) 7,2) (6,2) (12,3) (7,2) 9,3) (12,3) (10, 3) 9,3)
0.10 | (13,3) | (11,3) (10, 3) (14,3) (12,3) (10,3) (14,3) (12,3) | (10,3)
6 015 | (9,2 (8,2) (7,2) (10, 2) 8,2) (7,2) (10, 2) 8,2) (7,2)
020 | (9,2 (7,2) (6,2) 9,2 (7,2) (7,2) 9,2 8,2) (7,2)
0.10 | (10,2) 9,2 8,2 (11, 2) 9, 2) 8,2) (11,2) 9,2) 8,2)
7 015 | (9,2 (8,2) (7,2) (10, 2) (8,2) (7,2) (10, 2) 8,2) (7,2)
020 | (9,2 (7,2) (6,2) 9,2 (7,2) (7,2) 9,2 8,2) (7,2)
0.10 | (10,2) 9,2 8,2 (11, 2) 9, 2) 8,2) (11,2) 9,2) 8,2)
8 015 | (9,2 (8,2) (7,2) (10, 2) (5,1) (7,2) (10, 2) 8,2) (7,2)
020 | 9.2 | (7.2 41 9.2 G 1 41 (6.1 G1 | ¢4Y

Cizelge 2’den yasam siiresinin Pareto dagilimina uygun olmasi durumunda testin sonlandirma siiresi
artarken test edilecek iriin sayisiin azaldigi sdylenebilir. Diger yandan Cizelge 1 ve Cizelge 2
kargilagtirildiginda iiriin 6mrii Pareto dagilimli oldugu bir teste gore, iiriin omriiniin Weibull dagilimli
oldugu testte daha biiyiik sayida 6rneklemin muayene edilmesi gerektigi goriilmektedir.

Cizelge 3 ve 4’te, Weibull ve Pareto dagilimlari i¢in grup kabul 6rnekleme planinin optimal parametreleri
verilmistir.

Cizelge 3. Tiiketici riski « =0.05 oldugunda sekil parametresi & =1,2 olan Weibull dagilhmi igin
optimal (g,r,c) degerleri.

Weibull(@ =1 3) Weibull (2 = 2, )

ﬂﬁ Via a=05 | a=06 a=07 a=05 a=06 a=07
010 | 3732 | 432 | .32 | (0,21 1621 | ©.210

5 015 | (30.3.2) | (20,32 | (143.2) | (25 21) 1321 | 621
020 | 2632 | (7,32 | (1232 | (@L21) 121 | 21

010 | (3732 | 2432 | (17132 | ©Go.21) | @621 | ©21)

6 015 | (30.3.2) | (20.3,2 | (1432 | @521 | 1321 | 621
020 | 2632 | (7.3,2 | (1232 | 320 2200 | (120

010 | 3732 | (43,2 | (1732 | (20 320 | @21

7 015 | (30.3.2) | (20.3,2 | (1432 | (.20 220 | (220
020 | (1021 | (.21 6.2.1) 3,2,0) 220 | (120)

010 | (421 | (432 | (17.32) | 20 3.20) | (220

8 015 | (L21) | @210 ©.2.1) 3.2,0) 220 | 220
020 | (10,20 | .21 6.2, 1) 3,2,0) 220 | (120
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Cizelge 4. Tiiketici riski & =0.05 oldugunda sekil parametresi & =10,20 olan Pareto dagilm igin

optimal (g,r,c) degerleri.

Pareto(a =10, y) Pareto(a = 20,y)
ﬂﬁ Vs a=05 | a=06 a=07 a=05 | a=06 a=07
010 | (30.3.2 | @032 | (532 | 3332 | (232 | (1632
5 015 | 5.3.2) | (11.3.2 | (1232 | 28,22 | (1832 | (1332
020 | (2L3.2) | (1432 | (10.3.2 | 2332 | (1532 | (L3 2)
010 | (30.3.2) | 20.3.2) | (15.3.2 | (33.3.2) | (22.3.2) | (163 2)
6 015 | 5.3.2) | (11.3.2 | (1232 | (2832 | (1832 | (1332
020 | (2L3.2) | (1432 | (10.3.2 | 2332 | (1532 | (L3 2)
010 | (30.3,2) | (20.3.2) | (153.2) | (33,32 | (2232 | (1632
7 015 | (2532 | (17.3.2) | (1232 | @832 | (1832 | (1332
020 ®21) | (1432 | (10,32 | (9.2 1) 7.2.0) | (1L3,2)
010 | (30.3.2) | (20.3.2) | (153.2) | (33.3.2) | (22.3.2) | (1632
8 015 | 0,21 | @D | 631 | aL21) | @21 | 621
0201 @21 | 6210 | 631 | @201 720 | 621

154

Bu ¢izelgedeki degerlerin nasil kullanilabilecegini bir 6rnekle agiklayalim: Belirli bir {irtine iligkin yagam

siiresi verilerinin dagilim T ~ Pareto(a =10, y) olsun. £ 6, a=0.6, " =0.05 ve g =0.20

Hy
icin Cizelge 4’ten optimal ¢, r ve ¢ degerleri sirasiyla 14, 3 ve 2 bi¢iminde elde edilir. Bu durumda,
riinlerin yagsam siirelerinin dagiliminin Pareto dagilimli oldugu varsayiminda bir yigindan 14 test
cihazinin her biri i¢in rasgele 3’er iiriin segilir ve {irlinlerin kullanim dmrii test edilir. Tiim test cihazlari
icin basarisizlik sayis1 600 saatte 2 ya da daha az ise, yasam testi sonlandirilir ve parti kabul edilir.
Herhangi bir test cihazinda basarisizlik sayist 2’den ¢ok oldugunda ise parti reddedilir. Bu 6rnek igin
Es.(12)’de verilen OC fonksiyonu kullanilarak her bir grup i¢in partinin kabul olasiligi 0.826 olarak
bulunur.

Cizelge 3 ve 4 birlikte incelendiginde, Tip-I sansiirleme diizeninde kesilmis yasam testine dayali tek katl
kabul &rnekleme planinda elde edilen sonuglara paralel sonuglarin elde edildigi gériilebilir. Uriinlerin
yasam sliresi Weibull dagilimhi oldugunda, « parametresinin sabit bir degeri icin testin sonlandirma
siiresi artarken, grup 6rneklem biiyiikliiglinlin degismedigi ancak grup sayisinin yani test edilecek toplam
uriin sayisinin azaldigi gériilmektedir. Benzer sekilde Pareto dagilimli oldugunda ise, «¢ parametresinin
sabit bir degeri icin testin sonlandirma siiresi artarken test edilecek toplam orneklem biiyiikligii
azalmaktadir. Her iki dagilimin grup 6rneklem planlar karsilastirildiginda, baz1 parametre degerleri igin,
yasam siiresi Weibull dagilimina sahip iiriinlerin yasam testinde Pareto dagilimina gore daha biiyiik grup
sayisina gereksinim oldugu sdylenebilir.

7. Sonug

Istatistiksel kalite kontrol siirecinde zaman ve maliyet nedeniyle tiim iiriinlerin muayene edilemeyecegi ya
da olasi olmadigr durumlarda, kabul 6rnekleme planlarina gore partinin kabuliine ya da reddine karar
verilir. Kalite karakteristigi lrlinlin yasam siiresi oldugunda, kesilmis yasam testine dayali kabul
ornekleme planlarinin elde edilmesi 6nemlidir. Calismada, iirlinlin yasam siiresi Weibull ya da Pareto
dagilimina uydugunda, Tip-I sansiirleme diizeninde kesilmis yasam testine dayali tek katli ve grup kabul
ornekleme plan parametreleri, hem iiretici hem de tiiketici riski dikkate alinarak elde edildi. Bu 6rnekleme
planlarinin nasil kullanilacagina iliskin bazi 6rnekler verildi.
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