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Abstract 

The multiple decrement life table application in this study shows that, social insurances for surviving daughters 

in Turkey is considerably generous. When causes other than death are eliminated, expected benefit duration for 

surviving daughters, is higher than that is calculated for women pensioners who have earned their benefits after 

their career. Survivor pensioner daughters are encouraged to remain out of the labour force and receive their 

orphan’s pensions, rather than start working. However, benefiting from the demographic dividend requires 

covering both men and women in the labour force. 
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Öz 
Bu çalışmadaki çok-azalanlı yaşam tablosu uygulaması, ölüm aylığı alan yetim kız çocukları için sosyal 

sigortaların oldukça cömert olduğunu ortaya koymaktadır. Ölüm dışındaki ayrılış nedenleri analizden 

çıkarıldığında, Türkiye’de yetim kız çocukları için beklenen aylık ödeme süresi, kendi çalışmalarından 

kaynaklı emekliliğe hak kazanan kadın sigortalıların beklenen emekli aylığı alma sürelerinden fazladır. Yetim 

aylığı alan kız çocukları çalışmak yerine, iş gücü dışında kalarak yetim aylıklarını alma yönünde 

cesaretlendirilmektedir. Öte yandan, demografik fırsattan faydalanabilmek kadın ve erkeklerin birlikte iş 

gücüne dahil olmasından geçmektedir.   

 

Anahtar sözcükler: Çok azalanlı yaşam tablosu, Ölüm aylıkları, Yetim kız çocukları.     

       

1. Introduction 

Life expectancies at all ages have risen due to the progress in quality of life, an increase in the number of 

people seeking health, and an increase in the availability and accessibility of sanitary and health services. 

Despite the difference in the phase of epidemiologic transition that countries are passing through, there is 

a worldwide trend in increased expected duration of life at old age, not only in the developed world but 

also in developing countries. According to the United Nations [1], life expectancy (LE) at birth has risen 

10 to 25 years in different regions of the world. At individual level and for society as a whole, to live 

longer is a gift. However, if the prolonged life is in ill health, the process becomes burdensome for both 
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the individual and the country. At the individual level, the quality of life is low, while at the country level 

it is the public pressure on finance, which makes the process difficult. Longevity leads to a rise at the 

durations of retirement benefits, thus putting more pressure on the national budget. The expenditure on 

public pensions when measured as percentage of Gross Domestic Product, have risen 2.5% on average 

since 1990 [2]. Therefore, increased life span and low levels of mortality during retirement is more 

frequently discussed in academic and policy oriented literature. 

Pay As You Go financed public pension systems sustain the expenditures of current pensioners from 

today’s active working population. Similarly, future contributors will finance future pension payments to 

today’s active contributors. Nevertheless, population ageing disrupts the balance between contributors and 

beneficiaries. Pension reforms become indispensable instruments for tackling the burden of population 

ageing. If there is not enough number of contributors to pay for the liabilities of pensioners, public pension 

systems face financial unsustainability and budget deficits. In case, that the country manages the 

demographic gift appropriately, a cumulative burden on labour, sustainable pensions and economic 

growth is avoidable until the opportunity window closes [3]. In this respect, Turkey anticipates a window 

of opportunity until 2040 [4]. Turkish pension system has a challenge for the next 20 years to solve 

current problems regarding; early retirement, generous rights for surviving women and meanwhile has to 

prepare for the contemporary issues for creating jobs during the ‘gift’. 

The popular opinion about ‘retirement’ in Turkey covers benefits that are transferred from deceased 

family members. Common people call their survivor benefits as their ‘retirement’. Besides, long term 

insurance branch in Turkey covers old age, disability and survivor insurance. The contribution load is 20% 

of declared wage. The person is under the insurance umbrella for the aforementioned risks by paying the 

contribution that is calculated on actual earnings. Survivors of two different insured groups can get 

survivor pensions. Firstly, the deceased person who was receiving (or was entitled to receive) an old age 

or disability pension before death is under coverage. Secondly, active working people who have paid at 

least 900 Days of Contribution (DoC) with at least five Years of Service before death are covered. 

Spouses are directly eligible to benefits regardless of their own pensions or active salaries. Children under 

18 (20 if pre-university student and 25 if university student), disabled sons sor daughters at any age, 

unmarried, divorced or widowed daughters who are not insured or receive any sort of social security 

benefits are also eligible [5]. 50% of the pension amount of the deceased is paid to the spouse whereas 

orphans receive 25%. Apart from these, surviving daughters receive two years accumulated value of 

suvivor pensions as at marriage date, as a marriage grant.  

In addition to the old-age pension which is paid to the retired individual, Social Security Institution (SSI) 

provides death benefits to survivors of the deceased according to special conditions. Surviving spouses, 

children, mother and father may be eligible to death benefits. Benefits are also stopped, not only by a 

single decrement “death” but also by marriage, by working or by reaching a specific age. Therefore a 

multiple decrement process is on duty.  

In Turkey, major life table (LT) studies rely on indirect methods on account of the poor death registration 

in the country. Incompleteness of death counts was estimated to be around 17% in 2005 by Hoşgör [6]. 

The dataset, that is used, is either Turkey Demographic and Health Survey-TDHS (see [7-11]), population 

census data of Turkish Statistical Institute-TurkStat ([12-14]) or burial records [15]. All the authors who 

have used the TDHS data, estimate adult mortality with “orphanhood” method which is popular in case 

that the death registration is poor. Taylan and Yapar [16] use address based population register system 

data of Turkey and obtain period LTs for 2009, 2010 and 2011. 

There are examples of LTs which are constructed via direct techniques with deaths records of pensioners 

or employees of SSI. In 2005, Tuzgöl [17] constructed a life table for pensioners beyond age 30, with four 

years (2000-2003) of SSI administrative data. Death rates were graduated by the method proposed by 

Whittaker [18]. In addition, she had to borrow the rates from Turkish national data of TurkStat or apply 

specific constant increment coefficients for crude death rates for females beyond 90 (and males 75+ 
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respectively). Other LT technique applications with SSI data in recent native literature include, multiple 

incerement-decrement LTs for the actively insured employees ([19-20]) and the 2008 SSI table which was 

prepared under Life and Annuity Life Table Construction Project of the Turkish Treasury [21]. LTs were 

constructed with data of mixed groups of insured persons (retirees, invalidity pensioners, active 

contributors) as units of analysis.  

The aim of this study is to construct multiple decrement life tables for survivor pensioner daughters. SSI 

data on withdrawals from survivor benefits and mid-year beneficiaries for 2012 to 2016 is used as input 

data. Units of analysis for the multiple decrement LT application in this study are daughters thar are 

receiving survivor pensions. In the following parts of the study, age specific expected duration of survivor 

benefits of daughters are analysed with multiple decrement LT application. 

2. Data and Methods 

In this section, the steps of calculations and the assumptions that is used for producing different columns 

of the LTs.are highlighted. 

2.1. Data sources and description of data  

SSI is the major information source in Turkey for the life events for the retired, as the institution pays the 

monthly benefits to the pensioners. Main events that requires the cessation of benefits is tracked. 

Therefore SSI has data on, in-year deaths, withdrawals and mid-year number of beneficiaries, which is the 

key material when constructing LTs. In this study, withdrawals and pensioner figures for 2012 to 2016 is 

used to depict average pension payment durations of surviving daughters. LTs are modelled with big data. 

In total, 140,740 withdrawals and 2,403,655 daughters that are exposed to risk are covered. Information 

for event and exposure is loaded to SSI server and data is prepared by SAS Enterprise Guide.  

2.2. Description of age and ‘daughter’ 

“Age at last birthday” which is also known as “age in completed years” or “actual age”, takes the number 

of years completed alive by the person for a date of reference into account [22]. In this study, age is 

defined as “age at last birthday”. Completed age at death is calculated by the exact date of death and the 

exact date of birth. Similarly, exact date of birth and mid-year data of pensioners (July 1) gives the age at 

mid-year for a specific year. 

The daughter definition is made according to the current legislation.  The surviving daughter of a deceased 

pensioner (or active contributor, with at least 1800 DoC -or 5 years of service with 900 DoC- for longterm 

insurances before death) is under coverage with specific additional conditions. The additional conditions 

are as follows: 

- “The ones who have completed the age of 18, the age of 20 in case receiving education in high 

school or equivalent, or the age of 25 in case receiving higher education; or  

- The ones who are found to be disabled by losing minimum 60% of working power based on 

Institution Health Committee decision (regardless of his or her marital status); or   

- The daughters, whatever the ages are, not married, divorced or widow.” (see [5]). 
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2.3. Multiple decrement processes  

Let  describe the number of decrements from cause  between age  to ,  where  is the 

number of deaths between age  and  then, a “constant of proportionality” [23] reflecting 

decrements other than cause  between age  to  is given by: 

          (1) 

Probability of surviving , death probabilities  and the average person years lived between 

age  and , by those die in  years , the number of survivors , are received from the 

all-cause LT. For the probability of surviving from  to , where only decrements due to 

causes other than  between age  to  is at force, is equal to:  

 

            (2) 

 

Similarly, one can calculate survivors at age , with 

 

          (3) 

 

where the superscript  reflect the causes other than  that are in effect.  In order to get the 

person years lived , 

 

         (4) 

 

the average person years lived between age  and , by those die due to causes other than  

in the interval  and the number of pensioners that die between age  to  is needed.  For 

the first age group  and the last age  before the open ended interval, the approach 

proposed by Preston et al. [24] is used and  is obtained with the equation,  

 

        (5) 
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Figure 1. Distribution of all cause decrements that is needed to decide on the suitable  .  

Since all cause decrements support the assumption of second degree polynomial distribution with a   of 

97% (Figure 1), for the ages in between (x=46 to x=83), following Keyfitz [25],  is calculated by the 

equation;  

        (6) 

The LT functions for the open ended interval are as follows: 

 

            (7) 
 

Life expectancy at age  in the absence of cause  is, ,  and can be calculated by the following 

equations.  

 

          (8) 

and 

           (9) 

3. Results 

Figure 2 shows expected survivor benefit payment duration to daughters at selected ages when all causes 

are at force and when causes except death are eliminated. Life table details for all single ages are 

presented in Annex. Naturally, more decrements imply increased transition probability from the 

‘beneficiary’ status and thus lower expected benefit duration. However, at each consecutive age, the 
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contribution of causes other than death diminishes. As daughters get older, it is less likely that they work 

or get married. That is visible with shorter difference between the bars in Figure 2. After 70, the principal 

cause that affects expected years to be spent as survivor pensioner, is death. Finally, the survivor pension 

has to cease for some reason and that is death of the beneficiary daughter. 

 

Figure 2. Expected duration of survivor benefits in years (Daughters). 

In reality, all causes are at force according to the current legislation. The red bars in Figure 2 show that a 

50 year surviving daughter is expected to reveice pension benefits during the remaining 28.2 years. Long 

benefit payment durations and generosity of the pension system in Turkey is visible. In other words, SSI is 

expected to pay pensions in the next 23.3 years to a 60 year old surviving daughter, under the assumption 

that daughters will be subject to transition rates during 2012-2016 in their remaning ‘life’. But it is 

noteworthy that ‘life’ hereby represents duration that is spent as survivor beneficiary and life is not only 

continuable by being alive but also by not exiting to other causes. 

Figure 3 is derived from Figure 2 and it represents the details of the difference between all cause and 

cause eliminated (causes other than death) LT application results. In Figure 3, the difference is 

decomposed by causes. Causes other than death have three categories; work, marriage and other. If deaths 

were the only cause, a 55 year old daughter would be expected to receive survivor benefits for the 

remaining 28.7 years. But work, marriage or other causes provide 2.7 years reduction in the average 

duration. Finding a job and starting to work and as a result losing the benefit is figured with ‘Work’. It has 

the lowest contribution to the gap. ‘Marriage’ is the second reason in the ranking and finally the highest 

contribution to the gap is due to annulment, suspension, absence or other remaining reasons. 
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Figure 3. Relative contribution of causes other than death to the expected duration of survivor benefits. 

The striking behaviour observed in recent years is the unregistered work of the surviving daughters in 

order not to lose the benefit that they get. Moreover, surviving daughters avoid marriage or if married, 

they get divorced and continue to live in the same household with the ex-husband. According to Figure 3, 

an additional duration can be gained by daughters (for instance 1.6+0.6=2.2 at age 50) if some life events 

are not declared to SSI. From the perspective of SSI, there is a potential abuse possibility which may 

increase the financial burden that is on the institution. Daughters, who get involved in such abuse are 

expected to continue being survivor pensioners considerably long.  

 

The comparison of average benefit durations between orphan daughters and women old age pensioners is 

in Figure 4. Although survivor beneficiary daughters do not earn their own pension by working, but have a 

transfered pension, they are expected to get benefits less than max 6.5 years shorter (age 50) than an old 

age pensioner. 

 

At all ages below 70, daughters receive benefits for durations that is equal to or considerably close to the 

average pension payment durations of women who have earned their benefits after life time working 

history. Weighted average durations are even 3.3 years higher for surviving daughters (26.9 years) when 

compared with women pensioners (26.6 years). 
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Figure 4. Expected duration of retirement benefits and survivor benefits. 

 

4. Conclusion 

The multiple decrement life table application in this study shows that, social insurances for surviving 

daughters in Turkey is generous. Weighted average of expected benefit payment duration to daughters, 

with number of beneficiaries as weights, is 26.9 years which is higher than the weighted average of 26.6 

years calculated for women receiving old age pensions. Put it differently, the period SSI is expected to pay 

benefits to daughters that do not work, participate in the labour force, is more than the period that women 

pensioners are expected to receive as retirement pension.  

Gruber and Wise [26] discuss whether social security has impacts on low labour force participation in the 

industiralized countries. They suggest that, social security contributed to the decline in participation rates 

via generous benefits at young ages, early retirement or easy pathways to disability insurance. In this 

sense, survivor benefit regime in Turkey is also generous that, non working daughters are encouraged to 

stay out of labour force and receive their pensions, rather than start working and lose their survivor 

benefits. However, the demographic window of opportunity is forecasted to end after 2040. To benefit 

from the dividend and develop sustainably, both men and women are needed in the economic production 

process. 2023 targets or benefiting from demographic dividend can not be possible by leaving half of the 

population outside the labour force. Therefore, encouraging survivor beneficiary daughters to earn their 

own pensions and offering incentives to those taking part in the labour force may be among suitable policy 

options.  

An important posit hereby is the contradiction between government policies. Under main policy pillars of 

National Employment Strategy, policies to strenghten labour partcipation of women are discussed in the 

section “Increasing employment of those needing special policies” [27]. However, neither this section, nor 

the section on “strengthening links between employment and social protection” provides criticism for the 

existing generous survivor pensions system in the country. 
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ANNEX. Multiple Decrement LTs 

LT in the absence of causes other than death (Daughters) 
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Öz  

Finansal ve aktüeryal bağımlılık modellemesi çalışmalarında sıklıkla tercih edilen eliptik kopulalar, dinamik 

bağımlılık modellemesi elde etmek ve kuyruk bağımlılığı ile eliptik bağımlılığın modellenebilmesi gibi çeşitli 

nedenler ile düzenlenebilir. Düzenlenmiş sözde-kopula ile esnek bir bağımlılık modellemesi elde edilir. Bu 

çalışmada, düzenlenmiş sözde-kopula fonkiyonlarının düzenlemeden sonra da sözde-kopula fonksiyonu 

özelliğini koruduğu gösterilmiş ve bu fonksiyonların elde edilme aşamaları verilmiştir. Uygulama bölümünde, 

sözde-kopula fonksiyonlarının düzenlenmesinin etkinliği perspektif ve izohips eğrileri ile incelenmiş ve 

düzenlemenin sağladığı fayda, düzenlenmiş sözde-kopula regresyon modelleri yardımıyla gösterilmiştir. 

Anahtar sözcükler: Bağımlılık, Düzenlenmiş sözde-Gauss kopula, Eliptik kopula, Kuyruk bağımlılığı, Sözde-

gözlemler. 

Abstract  

Flexible dependence modelling with elliptical pseudo-copulas 

Elliptical copulas, which are frequently preferred in financial and actuarial dependency modeling studies, can 

be modified for various reasons such as obtaining dynamic dependency modeling and modeling tail dependency 

and elliptic dependence. With the modified pseudo-copula, a flexible dependency modeling is obtained. In this 

study, it is shown that the modified pseudo-copula functions preserve pseudo-copula function feature after the 

modification and the stages of obtaining these functions are given. In the application part, the efficiency of the 

modification of the pseudo-copula functions is examined with perpective curves and contour lines, and the 

benefit provided by the modification is demonstrated with the help of modified pseudo-copula regression 

models. 

Keywords: Dependence, Modified Gaussian pseudo-copula, Elliptical copula,, Tail dependence, Pseudo-

observation.  
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1. Giriş 

Bağımlılık modellemesi denince akla ilk gelen modeller kuşkusuz kopula fonksiyonlarıdır. Ortak olasılık 

dağılım fonksiyonlarının, marjinal olasılık dağılım fonksiyonları ile ifade edilmesini sağlayan Sklar’ın 

Teoremi, birçok bağımlılık çalışmasının temelini oluşturur [1]. Bağımlılık çalışmalarında kopula, daha çok 

finansal ve istatistiksel veriler için kullanılmış, aktüerya bilimlerinde ise bağımlılığın kopula ile 

modellenmesi yakın geçmişte çalışılmıştır.  

 

Aktüeryal çalışmalarda kopula ile bağımlılığın modellenmesinde, Frees ve Valdez’in [2] çalışması önemli 

ve temel kaynak niteliğindedir. Hayat sigortalarında çoklu azalım modellerinde ve birleşik yaşam 

ürünlerinde [3, 4], sağlık sigortalarında hasar tutarı ile sayısı arasındaki [5, 6] bağımlılık kopula ile 

modellenmiştir. Hayat dışı sigortalarda ise, hasar tutarı ile sayısı arasındaki bağımlılığın [7, 8, 9], hasar 

sayıları arasındaki bağımlılığın [10, 11], hasar türleri arasındaki bağımlılığın [12-14], hasar nedenleri 

arasındaki bağımlılığın [15, 16], hasar süresi ve hasar tutarı arasındaki bağımlığın [17] ve mekansal 

bağımlılığın [18, 19] modellemesinde kopula fonksiyonundan yararlanılmaktadır. Hayat dışı sigortaların 

rezerv hesaplamalarında [20-23] ve aktüeryal verilerle yapılan finansal çalışmalarda da [24-26] bağımlılığın 

modellenmesinde kopula kullanılmıştır.   

 

Eliptik dağılımların toplamı yine bir eliptik dağılım olduğundan, çok değişkenli eliptik dağılımlardan elde 

edilen eliptik kopula fonksiyonları, finansal çalışmalarda varlık portföylerindeki bağımlığın ve aktüerya 

bilimlerinde toplam hasardaki bağımlılığın modellenmesinde tercih edilir [27]. Eliptik dağılım ailesinin en 

sık kullanılan üyeleri Gauss kopula ve t-kopula fonksiyonlarıdır. Gauss kopula fonksiyonu, çok değişkenli 

normal dağılıma bağlı olarak tanımlandığından ve değişken sayısının çok olması durumunda, diğer 

parametrik kopula fonksiyonlarına göre çalışılması daha kolay olduğundan tercih edilir [28, 29]. Gauss 

kopula fonksiyonu sahip olduğu bu avantajların yanında, asimetrik bağımlılığın, eliptik bağımlılığın, 

dairesel simetriye göre bağımlılığın ve kuyruk bağımlılığının modellenmesinde yetersiz kalmaktadır [28, 

30, 31, 32]. 

Bağımlılık çalışmalarında, var olan kopula fonksiyonları daha dinamik bağımlılık yapıları elde etmek ya da 

kuyruk bağımlılığı ve eliptik bağımlılığın modellenebilmesi gibi çeşitli sebeplerle düzenlenmiştir. Patton 

[33, 34] zamana bağlı olarak değişen koşullu bağımlılığın ve çok değişkenli bağımlılığın modellenebilmesi 

amacıyla koşullu kopula tanımını geliştirmiştir. Fermanian ve Wegkamp [35, 36], koşullu kopula 

fonksiyonlarını geliştirerek sözde-kopula fonksiyonlarını tanımlamıştır. Sözde-kopula fonksiyonu ile 

kopulanın durağan yapısından uzaklaşarak, dinamik yani zamana göre değişen bir yapı kazanması 

amaçlanmaktadır. Sözde-kopula fonksiyonunun ilişki katsayısı, çeşitli fonksiyonlar yardımıyla 

değiştirilerek, düzenlenmiş sözde-Gauss kopula geliştirilmiştir [30, 31]. Kopula fonksiyonlarında yapılan 

değişikliklerin etkisinin test edilmesi ve farklı kopula fonksiyonlarının karşılaştırılaştırılarak uygun 

kopulanın seçilmesi ile ilgili çalışmalar da yapılmıştır [37, 38]. 

 

Bağımlılık ve ilişkili olma durumu farklı olmakla birlikte, birbiri ile bağlantılıdır. Gauss kopula gibi bazı 

bağımlılık modelleme yöntemlerinde parametrenin direkt ilişki katsayısı olmasından dolayı bağımlılık ilişki 

katsayısı ile doğrudan ilişkilendirilebilir. Değişkenler arasındaki ilişki; kovaryans, varyans-kovaryans 

matrisi, ilişki katsayısı ve ilişki matrisi ile ölçülebilir. İlişki katsayısı ve ilişki matrisi; kovaryans ve varyans-

kovaryans matrisinin standartlaştırılmış halidir. Rastlantı değişkenleri arasındaki ilişki; Pearson doğrusal 

ilişki katsayısı, sıra ilişki katsayılarından Spearman’ın 𝜌 ile Kendall’ın 𝜏 katsayıları ve kuyruk bağımlılığı 

katsayısı olarak sınıflandırılan bağımlılık ölçümleri ile incelenebilir. 

   

Bu çalışmada, sözde-Gauss kopula fonksiyonlarının düzenlenmesiyle elde edilen düzenlenmiş sözde-kopula 

fonksiyonları ile esnek bir bağımlılık modellemesi sunulmuştur. Düzenleme yardımıyla verideki bağımlılığa 
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uygun kopula fonksiyonu ile doğru bir bağımlılık modellemesi elde edilerek, bağımlılık hesaplamalara dahil 

edilebilir ve gerçeğe daha yakın hesaplamalar yapılabilir.  

 

Bu çalışmada İkinci Bölüm’de genel olarak kopula fonksiyonları, özellikleri ile eliptik kopulalardan Gauss 

kopula ve sözde-Gauss kopula fonksiyonları hakkında kısaca bilgi verilmiştir. Üçüncü Bölüm’de 

düzenlenmiş sözde-kopula fonkiyonlarının elde edilme aşamaları ve düzenlemeden sonra da kopula 

fonksiyonunun sözde-kopula fonksiyonu özelliğini koruduğu gösterilmiştir. Dördüncü Bölüm’de 

düzenlenmiş sözde-kopula regresyon model yardımıyla bağımlılık varsayımı altında hasar tutarı ile 

sayısının ortak dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonlarının çıkarımına kısaca yer verilmiştir. Beşinci 

Bölüm’de Sigorta Bilgi Merkezi (SBM)’den alınan verinin kullanıldığı uygulamada, sözde-kopula 

fonksiyonlarında düzenleme yapmanın etkinliği perspektif ve izohips eğileri ile incelenmiş ve düzenlemenin 

sağladığı esneklik düzenlenmiş sözde-kopula regresyon modeli yardımıyla gösterilmiştir. Çalışmanın 

sonucunda elde edilen sonuç ve bulgulara ise Altıncı Bölüm’de yer verilmiştir.  

2. Yöntem 

2.1. Kopula  

Bağımlılık modellemesi denince akla ilk gelen kopula fonksiyonu 1959 yılında Sklar tarafından ortaya 

atılmış ve hala birçok çalışmanın temelini oluşturmaktadır [1]. İstatistik, ekonomi, ekonometri ve finans 

gibi birçok bilim dalında değişkenler arasındaki bağımlılığın modellenmesinde kopula fonksiyonlarından 

yararlanılmaktadır. Aktüerya Bilimleri alanında kopulanın ilk kullanıldığı çalışmalar ağırlıklı olarak 

finansal çalışmalar olmakla birlikte, zaman içinde hayat ve hayat dışı sigortalar matematiğinde bağımlılık 

modellemesinde tercih edilmiştir.  

 

Bağ, ilişki ve birlikte hareket eden anlamlarına gelen kopula, çok değişkenli ve normal olmayan dağılımların 

tanımlanmasında ve bağımlılığın modellenmesinde kullanılır. Kopula fonksiyonu, marjinal dağılımları 

birleştiren çok değişkenli dağılım fonksiyonu olarak tanımlanabilir [39]. Dağılım fonksiyonlarının tanım 

aralığı I=[0,1] olduğu için kopula; marjinal uniform dağılımlı rastlantı değişkenlerini birleştiren çok 

değişkenli bir dağılım fonksiyonu olarak da tanımlanabilir.  

 

Kopula fonksiyonlarının daha iyi anlaşılabilmesi için reel eksen, genişletilmiş reel eksen, artan ve azalan 

fonksiyonların özellikleri, bir fonksiyonun hacmi gibi temel matematiksel bilgilerin verilmesinde fayda 

vardır. (−∞, ∞) açık aralığı 𝑹 reel eksenini, [−∞, ∞] kapalı aralığı ise �̅� genişletilmiş reel ekseni ifade 

eder. Benzer biçimde; 𝑹2 = 𝑹𝑥𝑹 reel düzlem iken, �̅� 2 = �̅� 𝑥�̅� genişletilmiş reel düzlemdir. 

Genişletilmiş reel düzlem üzerinde iki kapalı aralığın kartezyen çarpımı; köşeleri (𝑥1, 𝑦1), (𝑥1, 𝑦2), 

(𝑥2, 𝑦1) ve (𝑥2, 𝑦2) olan 𝐵 = [𝑥1, 𝑥2]𝑥[𝑦1, 𝑦2] dikdörtgenidir. İki değişkenli 𝐻(. , . ) fonksiyonunun 

tanım kümesi 𝐷𝑜𝑚𝐻, �̅� 2 genişletilmiş reel düzlemin alt kümesidir ve aynı fonksiyonun görüntü kümesi 

𝑅𝑎𝑛𝐻 fonksiyonu, 𝑹 reel eksenin alt kümesidir [39]. 

 

𝑆1 ve 𝑆2, �̅� genişletilmiş reel ekseninin boş olmayan alt kümeleri ve 𝐻(. , . ) tanım kümesi 𝐷𝑜𝑚𝐻 =
𝑆1𝑥𝑆2 olan bir fonksiyon olsun. 𝐵 = [𝑥1, 𝑥2]𝑥[𝑦1, 𝑦2], 𝐻(. , . )’nin tanım bölgesindeki tüm noktaları 

içeren bir bölge olsun. 𝐵 bölgesinin H-hacmi, 

𝑉𝐻(𝐵) = 𝐻(𝑥2, 𝑦2) − 𝐻(𝑥2, 𝑦1) − 𝐻(𝑥1, 𝑦2) − 𝐻(𝑥1, 𝑦1)    (1) 

biçimindedir. 
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Köşe noktaları, 𝐻(. , . ) fonksiyonunun tanım kümesi 𝐷𝑜𝑚𝐻 üzerinde olan tüm 𝐵 dikdörtgenleri için 

𝑉𝐻(𝐵) ≥ 0 ise, iki değişkenli 𝐻(. , . ) fonksiyonu 2-artandır. 

 

I2=[0,1]x[0,1]’den I=[0,1]’e tanımlanan ve 𝐶(. , . ) ile gösterilen iki-değişkenli kopula fonksiyonu 

çalışmalarda kısaca 𝐶 kopula fonksiyonu olarak kullanılmaktadır.  𝒖 = (𝑢1, 𝑢2) ve 𝒗 = (𝑣1, 𝑣2) olmak 

üzere 𝐶: 𝑰2 → 𝑰 2-değişkenli kopula fonksiyonunun sağlaması gereken özellikler aşağıda belirtilmiştir [39]: 

1. Her 𝒖𝜖[0,1] için, 𝒖’nun üyelerinden biri 0 iken, kopula fonksiyonu 0 değerini alır. 

𝐶(𝑢1, 0) = 𝐶(0, 𝑢2) = 0 

2. Her 𝒖𝜖[0,1] için aşağıdaki eşitlikler sağlanmalıdır.  

𝐶(𝑢1, 1) = 𝑢1  ve 𝐶(1, 𝑢2) = 𝑢2 

3. Her 𝒖𝜖[0,1] ve 𝒗𝜖[0,1] için 𝑢1 ≤ 𝑢2 ve 𝑣1 ≤ 𝑣2 ise kopula hacmi 𝑉𝐶 = 𝑉[𝑢1,𝑣1]𝑥[𝑢2,𝑣2] 

pozitiftir. 

𝑉𝐶 = 𝐶(𝑢2, 𝑣2) − 𝐶(𝑢2, 𝑣1) − 𝐶(𝑢1, 𝑣2) − 𝐶(𝑢1, 𝑣1) ≥ 0 

 

Kopula fonksiyonu, u ve v değişkenleri kullanılarak tanımlanabildiği gibi, Sklar’ın Teoremi yardımıyla 

dağılım fonksiyonları kullanılarak da tanımlanabilir [1]. Dağılım fonksiyonları 𝐹𝑋1
(𝑥1), 

𝐹𝑋2
(𝑥2),…,𝐹𝑋𝑛

(𝑥𝑛) olan 𝑛 rastlantı değişkeni olsun. Sklar’ın Teoremi’ne göre, 

𝐹𝑋1…𝑋𝑛
(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝐶[𝐹𝑋1

(𝑥1), … , 𝐹𝑋𝑛
(𝑥𝑛)]      (2) 

eşitliğini sağlayan bir 𝐶 kopula fonksiyonu mevcuttur.  

 

𝐹𝑋1
(𝑥1), … , 𝐹𝑋𝑛

(𝑥𝑛) marjinal dağılım fonksiyonları sürekli ise, 𝐶 kopula fonksiyonu tektir ve değer 

kümeleri üzerinde tek olarak tanımlanır. Diğer taraftan, C bir kopula fonksiyonu ve 𝐹𝑋1
(𝑥1), … , 𝐹𝑋𝑛

(𝑥𝑛) 

marjinal dağılım fonksiyonları ise 𝐶[𝐹𝑋1
(𝑥1), … , 𝐹𝑋𝑛

(𝑥𝑛)] fonksiyonu n rastlantı değişkeninin ortak 

olasılık dağılım fonksiyonudur. Sklar’ın Teoremi, kopula fonksiyonlarının varlığını gösteren bir teoremdir. 

Kopula fonksiyonunun elemanları kesikli veya karma ise 𝐶 fonksiyonu tek değildir ancak bir kopula 

fonksiyonudur.  

 

Kopulalar parametrik ve parametrik olmayan kopulalar olarak ayrılabilir. Parametrik kopulalar genel olarak 

eliptik kopula (t-kopula (Student) ve Gauss kopula) ve Arşimet kopula (Clayton kopula, Gumbel kopula, 

Frank kopula) olarak ayrılır [40]. Parametrik olmayan kopulalar Bernstein, grid-tip ve kernel kopulalar 

olarak sınıflandırılabilir. Bu kopula fonksiyonlarının dışında birçok kopula fonksiyonu mevcut olup, farklı 

bağımlılık yapılarının modellenmesinde kullanılırlar. Eliptik kopula türlerinden biri olan Gauss kopula 

fonksiyonu oldukça yaygın kullanılan bir kopula türüdür. 

 2.1.1. Gauss Kopula  

Φ(. ) tek değişkenli standart normal dağılıma ait dağılım fonksiyonunu, Φ𝑛(. |𝚪) 𝚪 ilişki matrisine sahip n 

değişkenli standart normal dağılıma ait dağılım fonksiyonunu göstersin. 𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛) ∈ 𝑰𝑛 olmak 

üzere 𝐶: 𝑰𝑛 → 𝑰 n-değişkenli Gauss kopula fonksiyonu aşağıdaki gibi yazılır: 

𝐶(𝑢1, … , 𝑢𝑛|𝚪) = Φ𝑛(Φ−1(𝑢1), … , Φ−1(𝑢𝑛)|𝚪)     (3) 

n=2 durumunda elde edilecek 2-değişkenli Gauss kopula fonksiyonu aşağıdaki gibi elde edilir: 
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𝐶(𝑢1, 𝑢2|𝚪) = Φ𝑛(Φ−1(𝑢1), Φ−1(𝑢2)|𝚪)      (4) 

𝐶(𝑢1, 𝑢2|𝚪) =
𝜕

𝜕𝑢1
∫ ∫

1

2𝜋√1−(𝜌12)2
𝑒𝑥𝑝 {−

𝑠2−2𝜌12𝑠𝑡+𝑡2

2(1−(𝜌12)2)
} 𝑑𝑠𝑑𝑡

Φ−1(𝑢𝑖2)

−∞

Φ−1(𝑢1)

−∞
  (5) 

𝚪 = [
1 𝜌12

𝜌12 1
] 

Bağımlılık modellemesi çalışmalarında Gauss kopula diğer kopula türlerine göre daha çok tercih edilir. 

Gauss Kopula fonksiyonunun avantajları Brigo ve diğerleri [28] ile Song [29] tarafından aşağıdaki gibi 

sıralanmıştır: 

▪ Kopula fonksiyonundaki değişken sayısı çok olduğunda, Gauss kopula fonksiyonu ile çalışmak 

diğer parametrik kopula fonksiyonlarına göre daha kolaydır. 

▪ Çok değişkenli normal dağılıma bağlı olarak tanımlanan Gauss kopula fonksiyonundaki ilişki ve 

bağımlılık ölçümleri kolay tanımlanır. 

▪ Gauss kopula fonksiyonunun tüm bileşenleri klasik doğrusal regresyon modeli olduğunda, vektör 

genelleştirilmiş doğrusal model (VGDM), klasik çok değişkenli doğrusal modele dönüşür. Ancak 

diğer parametrik kopula türleri ile oluşturulan VGDM’ler için aynı durum söz konusu değildir. 

 

Gauss kopula fonksiyonunun avantajları olmasına karşın; asimetrik bağımlılığın, eliptik bağımlılığın, 

kuyruk bağımlılığının ve dairesel simetriye göre bağımlılığın modellenmesinde yetersiz kalmaktadır [28, 

30, 31, 32]. 

 

Dağılım fonksiyonları 𝐹𝑋1
(𝑥1) ve 𝐹𝑋2

(𝑥2) olan iki rastlantı değişkeni olsun. Eğer, 

𝜆𝑈 = lim
𝑢→1

𝑃 (𝑋2 > 𝐹𝑋2

−1(𝑢)|𝑋1 > 𝐹𝑋1

−1(𝑢))      (6) 

ise 𝑋1 ve 𝑋2 rastlantı değişkenleri üst kuyruk bağımlılığına sahiptir ve 𝜆𝑈 ∈ (0,1]’dir. Eğer, 

𝜆𝐿 = lim
𝑢→0

𝑃 (𝑋2 ≤ 𝐹𝑋2

−1(𝑢)|𝑋1 ≤ 𝐹𝑋1

−1(𝑢))      (7) 

ise 𝑋1 ve 𝑋2 rastlantı değişkenleri alt kuyruk bağımlılığına sahiptir ve 𝜆𝐿 ∈ (0,1]’dir. Eğer 𝑋1 ve 𝑋2 

rastlantı değişkenleri bağımsız ise  𝜆𝑈 = 𝜆𝐿 = 0’dır [28]. Gauss kopula fonksiyonunda üst ve alt kuyruk 

bağımlılığı olmadığı için  𝜆𝑈 = 𝜆𝐿 = 0’dır. 

 

Finansal ve aktüeryal verilerde asimetrik bağımlılık ve kuyruk bağımlılığı ile karşılaşma olasılığı yüksektir. 

Bu nedenle özellikle gerçek veri ile yapılan uygulamalarda, bağımlılığın modellenmesinde kopula 

fonksiyonlarında belirli düzenlemeler yapılabilmektedir [30, 31]. 

2.2. Sözde-Kopula 

Kopula fonksiyonları ile bağımlılık durağan olarak modellenmektedir, ancak finansal ve aktüeryal 

verilerdeki bağımlılık dinamik bir yapıya sahiptir. Fermanian ve Wegkamp [35, 36] çalışmalarında daha 

dinamik bir bağımlılık yapısı elde etmek amacıyla Patton [33, 34] tarafından öne sürülen koşullu kopulayı 

geliştirerek sözde-kopula fonksiyonunu tanımlamışlardır. Patton’un [34] koşullu kopula tanımı, Fermanian 

ve Wegkamp [36] tarafından ölçüm kuramı ve Sklar’ın Teoremi’ne ait özellikleri sağlayacak şekilde 

geliştirilmiştir. Koşullu ve sözde-kopulalar, Cherubini ve diğerleri [41] tarafından parametreleri ve şekli 

zamana göre değişen dinamik kopulalar olarak adlandırılmıştır.  

 

𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛) ve 𝒗 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛) olmak üzere 𝑃𝐶: 𝑰𝑛 → 𝑰 n-değişkenli sözde-kopula fonksiyonun 

sağlaması gereken özellikler aşağıda belirtilmiştir: 
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1. Her 𝒖𝜖[0,1]𝑛 için, 𝒖’nun üyelerinden en az biri 0 iken 𝑖 = 1, … , 𝑛 için 

𝑃𝐶(𝑢1, … , 𝑢𝑖−1, 0, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑛) = 0’dır.  

2. 𝑃𝐶(1, … ,1 ) = 1’dir. 

3. Her 𝒖𝜖[0,1]𝑛 ve 𝒗𝜖[0,1]𝑛 için, 𝒖 ≤ 𝒗 (𝑢1 ≤ 𝑣1, … , 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛) iken, [𝑢, 𝑣]’nin kopula hacmi 

olan 𝑉[𝑢1,𝑣1]𝑥…𝑥[𝑢𝑛,𝑣𝑛] pozitiftir [35, 41]. 

 

Sözde-kopulalar, bir özellik dışında kopula fonksiyonu özelliklerini sağlar. Sözde-kopulalara has olan bu 

özellik, 𝑃𝐶(𝑢1, … , 𝑢𝑛) çok değişkenli kopula fonksiyonunda 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 için 𝑢𝑘 dışında tüm elemanların 

1’e eşit olma koşulunun aranmamasıdır. 

 

Fermanian ve Wegkamp [35] ile Cherubini ve diğerleri [41] sözde-kopulanın diğer özelliklerini tanımlamak 

amacıyla bazı teoremlerden yararlanmışlardır. 𝐻(. ) 𝑅𝑛’de tanımlı n-değişkenli bir dağılım fonksiyonu ve 

𝐹1(. ), … , 𝐹𝑛(. ) 𝑅’de tanımlı tek değişkenli n adet dağılım fonksiyonu olsun. Her 𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛), �̃� =
(�̃�1, … , �̃�𝑛) için 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 iken 𝐹𝑗(𝑥𝑗) = 𝐹𝑗(�̃�𝑗) ise 𝐻(𝒙) = 𝐻( �̃�) olur. Her 𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) için 

𝐻(𝒙) = 𝐶(𝐹1(𝑥1), … , 𝐹𝑛(𝑥𝑛) ) eşitliğinin sağlandığı bir 𝐶(. ) sözde-kopula fonksiyonu mevcuttur. 

Ayrıca 𝐶(. ) eğer bir sözde-kopula fonksiyonu ve 𝐹1(. ), … , 𝐹𝑛(. ) fonksiyonları tek değişkenli dağılım 

fonksiyonları ise, 𝐻(. ) fonksiyonu n-değişkenli bir dağılım fonksiyonudur [35]. 𝐶(. ) sözde-kopulası her 

𝑗 = 1, … , 𝑛 ve 𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛 için ancak ve ancak  𝐻(∞, … , 𝑥𝑗 , … , ∞) = 𝐹𝑗(𝑥𝑗) eşitliğini 

sağlıyorsa bir kopula fonksiyonudur [41].  

 

Sözde-Gauss kopula, en yaygın kullanılan sözde-kopula fonksiyonudur ve bir tür eliptik kopuladır. Eliptik 

kopulalar, eliptik dağılımlar için önerilmiş kopulalardır. Gauss dağılımı dışında finansal çalışmalara 

uygunluk sağlayan t-dağılımının kullanıldığı kopula fonksiyonları da vardır. Eliptik sözde-kopulalar ile 

daha dinamik bir yapı elde edilmektedir. Ancak dairesel simetriden dolayı alt ve üst kuyruğu aynı 

algılandığından, alt ve üst kuyruk bağımlılığını modelleme de yetersiz kalırlar. Zaman içinde bu sorunları 

gidermek için Arşimet ve sözde-Arşimet kopula fonksiyonları tanımlanmıştır [39]. Arşimet kopulalarla çok 

değişkenli çalışmalar yapmak zor olduğundan ve gerçek veriye uyum sağlamada sorun yaşandığından 

bağımlılığın modellenmesinde yetersiz kalmıştır. Kopula fonksiyonları belirli düzenlemelerle değiştirilerek 

[30, 31] veya farklı kopula fonksiyonları ağırlıklı ortalama veya doğrusal kombinasyon gibi belirli 

fonksiyonlarla bir araya getirilerek [42] bu sorunlar giderilmeye çalışılmaktadır. 

2.3. Düzenlenmiş Sözde-Kopula 

Kuyruk bağımlılığının olmaması, özellikle gerçek veri uygulamalarında oldukça kullanışlı olan Gauss 

kopula fonksiyonunun eksik yönlerinden biridir. Standart Gauss kopula yerine sözde-Gauss kopula 

fonksiyonunu kullanan Fang [30] ile Fang ve Madsen [31] çalışmalarında eliptik ve kuyruk bağımlılığını 

daha iyi modellemek amacıyla bu kopula fonksiyonlarını düzenlemişlerdir. Gerçek sigorta verileri ile 

kullanılabilecek dinamik yapıda, eliptik bağımlılığı ve kuyruk bağımlılığını modelleyebilen düzenlenmiş 

sözde-kopula fonksiyonları önerilmiştir. Sözde-kopula fonksiyonları yeniden tanımlanırken ilişki matrisi 

düzenlenmiştir. 𝚪 ilişki matrisinin elemanları olan ilişki katsayılarını; modelin kuyruğa yakınsama hızını 

kontrol eden 𝑎𝑖𝑗 parametresi, modelin kuyruk şeklini kontrol eden 𝑏𝑖𝑗 parametresi ile kopulanın 

elemanlarının (𝑢1, … , 𝑢𝑛) bir fonksiyonu olarak düzenleyerek 𝚪∗ düzenlenmiş ilişki matrisi elde edilmiştir. 

Yapılan düzenlemeler aşağıda kısaca özetlenmiştir: 
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▪ 𝐶(𝑢1, … , 𝑢𝑛) standart bir kopula fonksiyonudur. Kesim 2.1’de verilen tüm özellikleri sağladığı 

varsayılır. 

▪ 𝑃𝐶(𝑢1, … , 𝑢𝑛) bir sözde-kopula ise, standart kopulanın sağlaması gereken özelliklerden,  

𝐶(1, … , 𝑢𝑘 , … 1) = 𝑢𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 eşitliğini sağlamak zorunda değildir.  

▪ 𝑃𝐶(𝑢1, … , 𝑢𝑛) bir düzenlenmiş sözde-kopula ise, standart kopulanın sağlaması gereken 

özelliklerinden biri olan;  𝐶(1, … , 𝑢𝑘 , … 1) = 𝑢𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 eşitliğinin sağlanması gerekmez. 

𝚪∗ düzenlenmiş ilişki matrisinin elemanları olan 𝜌𝑖𝑗  ilişki katsayıları, modelin kuyruğa yakınsama 

hızını kontrol eden 𝑎𝑖𝑗 parametresi ve modelin kuyruk şeklini kontrol eden 𝑏𝑖𝑗 parametresi ile 

kopula fonksiyonunun elemanları olan 𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢𝑛)’nun bir fonksiyonu olarak 𝜌𝑖𝑗
∗ =

𝑓(𝑢𝑖, 𝑢𝑗; 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗) biçimindedir. 𝚪∗ düzenlenmiş ilişki matrisi aşağıda verilmiştir. 

𝚪∗ = [

1 𝜌12
∗ = 𝑓(𝑎12, 𝑏12; 𝑢1, 𝑢2) … 𝜌1𝑛

∗ = 𝑓(𝑎1𝑛, 𝑏1𝑛; 𝑢1, 𝑢𝑛)

𝜌12
∗ = 𝑓(𝑎12, 𝑏12; 𝑢1, 𝑢2) 1 … …

⋮
𝜌1𝑛

∗ = 𝑓(𝑎1𝑛, 𝑏1𝑛; 𝑢1, 𝑢𝑛)

…
…

⋱
…

…
1

] 

 

Fang ve Madsen [31] ilişki katsayısını tanımlamak için beş farklı fonksiyon ele almıştır. Bu fonksiyonların 

seçiminde eliptik yapıdan dolayı trigonometrik fonksiyonlar tercih edilmiştir. Fang ve Madsen [31], 𝜌𝑖𝑗 =

𝑓(𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) fonksiyonunu kısaca 𝜌(𝑢, 𝑣; 𝑎, 𝑏) olarak ele alıp, tanımlama yapmıştır. İlişki katsayısını 

tanımlamak için ele aldıkları fonksiyonlar 𝑏(1 − 𝑎𝑢𝑣), 𝑏 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
𝑎(1 − 𝑢𝑣)), 𝑏 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
𝑎(1 − 𝑢𝑣)), 

𝑏 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

4
𝑎(1 − 𝑢𝑣)) ve 𝑏 exp{−𝑎(1 − 𝑢𝑣)}’dır. İlk dört fonksiyon için 𝑎 ∈ [0,1], son fonksiyon için 

𝑎 ∈ [0, ∞)’dır. Tüm fonksiyonlar için 𝑏 ∈ [−1,1] alınmıştır. 

 

Bu fonksiyonlar 0 ve 1 aralığında değer alan fonksiyonlardır. 𝑎 = 0 ve 𝑏 = 0 olduğunda, düzenlenen 

kopula fonksiyonları bilinen kopula fonksiyonlarına dönüşmektedir.  Tanımlanan beş fonksiyonda, 𝑏 = 0 

ise 𝜌 = 0 olacağından kopula modeli 𝐶(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 biçiminde bağımsız kopula modeline dönüşmektedir. 

𝑎 = 0 iken, Fonksiyon 3 ve Fonksiyon 4 için, 𝜌 = 0 olacağından kopula modeli bağımsız kopula modeline 

dönüşmektedir. 𝑎 = 0 iken; Fonksiyon 1, Fonksiyon 2 ve Fonksiyon 5 kopula modeli sözde- Gauss kopula 

modelidir [31]. 

 

Fang ve Madsen [31] tarafından önerilen düzenlenmiş kopula fonksiyonunun Gauss kopula fonksiyonuna 

göre daha kullanışlı olmasını sağlayan özellikler aşağıdaki gibi sıralanabilir:  

▪ Kalın kuyruklu, alt/üst kuyruklu ve eliptik dağılımlar ile iyi sonuçlar verir. 

▪ Simetriklik ve asimetriklik sorununa çözüm sunar. 

▪ Pozitif ve negatif bağımlılık sorununa çözüm sunar. 

▪ Sözde-kopula, olasılık yoğunluk fonksiyonu için kapalı form tanımlayabilir. 

 

3. Sözde-Kopula Fonksiyonlarının Düzenlenmesi 

Sözde-kopula fonksiyonları, Kesim 2.3’te verilen düzenlemeden sonra da sözde-kopula fonksiyonu olma 

özelliklerini korur. Bu özelliklerin sağlandığı aşağıda gösterilmiştir. 𝑃𝐶(𝑢𝑖1, 𝑢𝑖2|𝚪∗) eşitliğinde 𝑞𝑖1 ve 𝑞𝑖2 

normal skorlarının Φ−1(𝑢𝑖1) ve Φ−1(𝑢𝑖2) değerlerine eşit olduğu bilgisiyle, değişkenler y ve z olarak 

değiştirilirse aşağıdaki eşitlik elde edilir: 
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𝑃𝐶(𝑢𝑖1, 𝑢𝑖2|𝚪∗) =
1

𝑁
∫ ∫

𝜙𝟐(Φ−1(𝑦), Φ−1(𝑧)|𝚪∗)  

𝜙(Φ−1(𝑦))𝜙(Φ−1(𝑧))

𝑢𝑖2

0

𝑢𝑖1

0

𝑑𝑦𝑑𝑧 

𝑁 = ∫ ∫
𝜙𝟐(Φ−1(𝑦), Φ−1(𝑧)|𝚪∗)  

𝜙(Φ−1(𝑦))𝜙(Φ−1(𝑧))

1

0

1

0

𝑑𝑦𝑑𝑧 

𝚪 = [
1 𝜌12

∗

𝜌12
∗ 1

] 

 

1. Özellik: 𝑢𝑖1 veya 𝑢𝑖2 değerlerinden herhangi biri 0 olduğunda 𝑃𝐶(𝑢𝑖1, 𝑢𝑖2|𝚪∗) kopula fonksiyonu 0 

değerini alır. 

𝑢𝑖1 = 0 

𝑃𝐶(0, 𝑢𝑖2|𝚪∗) =
1

𝑁
∫ ∫

𝜙𝟐(Φ−1(𝑦), Φ−1(𝑧)|𝚪∗)  

𝜙(Φ−1(𝑦))𝜙(Φ−1(𝑧))

𝑢𝑖2

0

0

0

𝑑𝑦𝑑𝑧 =
1

𝑁
∗ 0 = 0 

𝑢𝑖2 = 0 

𝑃𝐶(𝑢𝑖1, 0|𝚪∗) =
1

𝑁
∫ ∫

𝜙𝟐(Φ−1(𝑦), Φ−1(𝑧)|𝚪∗)  

𝜙(Φ−1(𝑦))𝜙(Φ−1(𝑧))

0

0

𝑢𝑖1

0

𝑑𝑦𝑑𝑧 =
1

𝑁
∫ 0

𝑢𝑖1

0

𝑑𝑧 =
1

𝑁
∗ 0 = 0 

 

2. Özellik: 𝑢𝑖1 ve 𝑢𝑖2 değerlerinden ikisi de 1 olduğunda 𝑃𝐶(𝑢𝑖1, 𝑢𝑖2|𝚪∗) kopula fonksiyonunu 1 

değerini alır. 

𝑢𝑖1 = 1 ve 𝑢𝑖2 = 1 

𝑃𝐶(1,1|𝚪∗) =
1

𝑁
∫ ∫

𝜙𝟐(Φ−1(𝑦), Φ−1(𝑧)|𝚪∗)  

𝜙(Φ−1(𝑦))𝜙(Φ−1(𝑧))

1

0

1

0

𝑑𝑦𝑑𝑧 

𝑁 = ∫ ∫
𝜙𝟐(Φ−1(𝑦), Φ−1(𝑧)|𝚪∗

)  

𝜙(Φ−1(𝑦))𝜙(Φ−1(𝑧))

1

0

1

0
𝑑𝑦𝑑𝑧 biçiminde tanımlandığından, 

𝑃𝐶(1,1|𝚪∗) =
1

𝑁
∗ 𝑁 = 1 

 

 

3. Özellik: Kopula hacmi 𝑉[𝑢𝑖1,𝑣𝑖1]𝑥[𝑢𝑖2,𝑣𝑖2] ≥ 0’dır. 

𝑁 ve dolayısıyla 
1

𝑁
 pozitif değerlidir. 

𝑉[𝑢𝑖1,𝑣𝑖1]𝑥[𝑢𝑖2,𝑣𝑖2] =
1

𝑁
∫ ∫

𝜙𝟐(Φ−1(𝑦), Φ−1(𝑧)|𝚪∗)  

𝜙(Φ−1(𝑦))𝜙(Φ−1(𝑧))

𝑣𝑖2

𝑢𝑖2

𝑣𝑖1

𝑢𝑖1

𝑑𝑦𝑑𝑧 
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𝑁 = ∫ ∫
𝜙𝟐(Φ−1(𝑦), Φ−1(𝑧)|𝚪∗)  

𝜙(Φ−1(𝑦))𝜙(Φ−1(𝑧))

1

0

1

0

> 0 

1

𝑁
> 0 

İntegralin içindeki tüm değerler pozitif değerlidir. 

0 ≤ 𝜙𝟐(Φ−1(𝑦), Φ−1(𝑧)|𝚪∗) ≤ 1 (iki değişkenli olasılık yoğunluk fonksiyonu) 

0 ≤ 𝜙(Φ−1(𝑦)) ≤ 1    (tek değişkenli olasılık yoğunluk fonksiyonu) 

0 ≤ 𝜙(Φ−1(𝑧)) ≤ 1  (tek değişkenli olasılık yoğunluk fonksiyonu) 

𝜙(Φ−1(𝑦))𝜙(Φ−1(𝑧)) > 0 (tek değişkenli olasılık yoğunluk fonksiyonu) 

İntegrali oluşturan tüm değerler 0 veya 0’dan büyük olduğundan kopula hacmi 0 veya 0’dan büyüktür. 

𝑉[𝑢𝑖1,𝑣𝑖1]𝑥[𝑢𝑖2,𝑣𝑖2] ≥ 0 

 

İki değişkenli kopula fonksiyonu ile ilgili özel bir durum söz konusudur. İki değişkenli kopula 

fonksiyonunda kopula hacmi, 0 ≤ 𝑢𝑖1 < 𝑢𝑖2 ≤ 1 ve 0 ≤ 𝑣𝑖1 < 𝑣𝑖2 ≤ 1 olmak üzere, 

𝑉[𝑢𝑖1,𝑣𝑖1]𝑥[𝑢𝑖2,𝑣𝑖2] = 𝐶(𝑢𝑖2, 𝑣𝑖2) − 𝐶(𝑢𝑖1, 𝑣𝑖2) − 𝐶(𝑢𝑖2, 𝑣𝑖1) + 𝐶(𝑢𝑖1, 𝑣𝑖1) 

eşitliği ile ifade edilir. Bu fonksiyon, [𝑢𝑖1, 𝑣𝑖1]𝑥[𝑢𝑖2, 𝑣𝑖2] bölgesinde,  

𝑃(𝑢𝑖1 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢𝑖2 , 𝑣𝑖1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑣𝑖2) bir dağılım fonksiyonudur. Bir dağılım fonksiyonu olduğu için 

𝑃(𝑢𝑖1 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢𝑖2 , 𝑣𝑖1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑣𝑖2) ≥ 0’dır. Diğer bir ifade ile, 𝑉[𝑢𝑖1,𝑣𝑖1]𝑥[𝑢𝑖2,𝑣𝑖2] ≥ 0 olur ve üçüncü 

özelliğin de sağlandığı görülür. 

 

Fang ve Madsen [30, 31]çalışmalarında önerdikleri düzenlenmiş sözde-Gauss kopula fonksiyonlarının, 

standart Gauss kopula fonksiyonuna göre daha iyi olduğunu uyum iyiliği testleri ile incelemişlerdir. Ayrıca 

düzenlenmiş sözde-kopula fonksiyonun diğer sözde-kopulara göre daha iyi performans gösterdiği ve daha 

esnek bir model olduğu sigorta ve finans verisini içeren gerçek veri analizi ve Kendall’ın τ yaklaşımına göre 

yapılan benzetim çalışması ile gösterilmiştir. Düzenlenmiş sözde-Gauss kopula fonksiyonun, sözde-Gauss 

kopula fonksiyona göre kuyruk bağımlılığını daha iyi modellediği ve yine düzenlenmiş sözde Gauss kopula 

fonksiyonun, parametrik kopula türlerinden biri olan Arşimet kopulalara göre dairesel simetriye göre 

bağımlılığı daha iyi modellediği gösterilmiştir. 

4. Bağımlılık Varsayımı Altında Hasar Tutarı ile Sayısının Ortak Dağılım ve Ortak Olasılık Yoğunluk 

Fonksiyonları 

Bu çalışmada sözde-kopula fonksiyonları üzerindeki düzenleme, düzenlenmiş sözde-kopula regresyon 

modelleri [43] yardımıyla bağımlılık varsayımı altında elde edilen hasar tutarı ile sayısının ortak dağılım ve 

ortak olasılık yoğunluk fonksiyonları ile gösterilmiştir. Bu nedenle kopula regresyon modelleri [7, 8] ile 

düzenlenmiş sözde-kopula regresyon modellerine [43] kısaca değinilmiştir.  

 

Hasar tutarının gamma ve hasar sayısının Poisson dağılımlı olduğu varsayımı altında, 𝚪 ilişki matrisi ve 

𝐶(. , . |𝚪) Gauss kopula fonksiyonunu göstermek üzere, kopula regresyon modeli, 

C(Gamma GDM, Poisson GDM|Γ)  
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biçiminde oluşturulmaktadır. Düzenlenmiş sözde-kopula regresyon modelinin elde edilmesi amacıyla Fang 

[30] tarafından önerilen düzenlenmiş sözde-kopula fonksiyonu, Czado ve diğerleri [7] tarafından önerilen 

karma regresyon modeli içine dahil edilmiş ve özellikle hayat-dışı sigortalarda hasar tutarı ile sayısı 

arasındaki bağımlılığın modellenmesinde kullanılan modeller önerilmiştir. 𝚪∗ düzenlenmiş ilişki matrisi ve 

𝑃𝐶(. , . |𝚪∗) düzenlenmiş sözde-Gauss kopula fonksiyonu olmak üzere, düzenlenmiş sözde-kopula 

regresyon modeli, 

 PC(Gamma GDM, Poisson GDM|Γ*) 

biçiminde oluşturulabilir [43]. Kastenmeirer [8] ile Czado ve arkadaşlarının [7] çalışmasına benzer şekilde 

kopula fonksiyonun türevi, kısmi artık test istatistiği yardımıyla ifade edilirse, 

𝑃𝐶1
′(𝑢1, 𝑢𝑖2|𝚪∗) =  Φ (

Φ−1(𝑢𝑖2)−𝜌12
∗ Φ−1(𝑢1)

√(1−(𝜌12
∗ )2)

) ∶= 𝐷𝜌12
∗ (𝑢1, 𝑢𝑖2)   (8) 

ilişkisi elde edilir. Hasar sayısına ilişkin kesikli kısmın kopula türevi için  

𝑃𝐶1
′(𝑢1, 𝑢𝑖2

−|𝚪∗) ∶= Φ (
Φ−1(𝑢𝑖2

−)−𝜌12
∗ Φ−1(𝑢1)

√(1−(𝜌12
∗ )2)

) ∶= 𝐷𝜌12
∗ (𝑢1, 𝑢𝑖2

−)   (9) 

ilişkisi kurulmuştur. 

   

𝑃𝐶1
′(𝑢1, 𝑢𝑖2|𝚪∗) kopula türevi, ortak olasılık yoğunluk fonksiyonuna geçmek amacıyla bulunmuştur. 

Kopula fonksiyonu ortak olasılık dağılım fonksiyonu ile kopula türevi de ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu 

ile ilişkilidir. Bağımlılık varsayımı altında hasar tutarı ile sayısına ait ortak olasılık dağılım fonksiyonu 

Skalar’ın Teoremi yardımıyla Eşitlik (10) ile ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu karma kopula yaklaşımı 

[7], Radon-Nikodym Türevi [29] yardımıyla Eşitlik (11) ile aşağıdaki gibi elde edilmiştir: 

 

𝐹𝑋1𝑋2
(𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2) = 𝑃𝐶(𝑢𝑖1, 𝑢𝑖2|𝚪∗)       (10) 

𝑓𝑋1𝑋2
(𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2) = 𝑓𝑋1

(𝑥𝑖1)[𝑃𝐶1′(𝑢𝑖1, 𝑢𝑖2|𝚪∗) − 𝑃𝐶1′(𝑢𝑖1, 𝑢𝑖2
−|𝚪∗)]   (11) 

 

𝑃𝐶1
′(. , . , |𝚪∗) ∶= 𝐷𝜌12

∗ (. , . ) olduğundan Eşitlik (11), 

 

𝑓𝑋1𝑋2
(𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2) = {

𝑓𝑋1
(𝑥𝑖1) [𝐷𝜌12

∗ (𝐹𝑋1
(𝑥𝑖1), 𝐹𝑋2

(𝑥𝑖2))],                                                           , 𝑥𝑖2 = 0

𝑓𝑋1
(𝑥𝑖1) [𝐷𝜌12

∗ (𝐹𝑋1
(𝑥𝑖1), 𝐹𝑋2

(𝑥𝑖2)) − 𝐷𝜌12
∗ (𝐹𝑋1

(𝑥𝑖1), 𝐹𝑋2
(𝑥𝑖2 − 1))] , 𝑥𝑖2 ≥ 1

 

(12) 

biçiminde Eşitlik (12) ile ifade edilebilir. Burada Karadağ Erdemir [43] tarafından önerilen düzenlenmiş 

sözde-kopula regresyon modeli yardımıyla elde edilmiş hasar tutarı ile sayısına ait ortak olasılık dağılım ve 

ortak olsılık yoğunluk fonksiyonları en sade şekliyle özetlenmiştir. Model varsayımları, fonksiyonların elde 

edilme aşamaları hakkında detaylı bilgi için Karadağ Erdemir’in [43] çalışması incelenebilir.  

 

5. Uygulama 

Sözde-kopula fonksiyonunun uygulamalarında sözde-gözlemlerden yararlanılır [30, 31]. 𝑅𝑖𝑗, 𝑋𝑖𝑗 rastlantı 

değişkeninin rankı ve �̂�𝑖𝑗 =
𝑅𝑖𝑗

(𝑛+1)
 olmak üzere, �̂�𝒊 = (�̂�𝑖1, … , �̂�𝑖𝑑)𝑇sözde-gözlemlerini göstermektedir. 

𝑿𝒊 = (𝑋𝑖1, … , 𝑋𝑖𝑑)𝑇 rastlantı değişkenlerinden rank yardımıyla hesaplanır (i=1,…n; j=1,…d). �̂�𝑗(. ) 
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dağılım fonksiyonu ve 
𝑛

(𝑛+1)
 ölçekleme katsayısı olmak üzere, bir sözde-gözlem �̂�𝑖𝑗 =

𝑛�̂�𝑗(𝑋𝑖𝑗)

(𝑛+1)
 biçiminde 

dağılım fonksiyonu yardımıyla da ifade edilir [44]. Gauss kopula fonksiyonu içinde �̂�𝒊 =
(�̂�𝑖1, �̂�𝑖2)𝜖[0,1]2 sözde-gözlemlerinden yararlanılmıştır. Sözde-gözlemler ile çalışmanın avantajı, kitleyi 

en iyi şekilde temsil edecek örneklemle çalışma olanağı sağlamasıdır [45]. Sözde-gözlemler R’da copula 

paketi altındaki pobs() fonksiyonundan yararlanarak, Sigorta Bilgi Merkezi’nden (SBM) alınan 2017 yılı 

Türkiye kasko sigortalarına ait hasar tutarı ve sayılarından üretilmiştir. SBM’den elde edilen hasar 

değişkenlerine ait betimleyici istatistikler Çizelge 1’de verilmiştir. 

 

Çizelge 1. Hasar değişkenlerinin betimleyici istatistikleri  

 Minimum 1.Çeyrek Medyan Ortalama 3.Çeyrek Maximum 

Toplam Hasar Tutarı 51,67 425 1.000 2.128,48 2.350 174.206 

Ortalama Hasar Tutarı 51,67 429 966,43 2.068,57 2.249,37 130.000 

Hasar Sayısı 1 1 1 1,035 1 8 

 
Hasar tutarı değişkenini modellemek için Gamma GDM ve hasar sayısı değişkenini modellemek için 

Poisson GDM’den yararlanılmıştır. Bu iki marjial GDM, düzenlenmiş sözde-Gauss kopula fonksiyonu içine 

dahil edilerek Dördüncü Bölüm ’de bahsedilen düzenlenmiş sözde-kopula regresyon modelleri elde 

edilmiştir.  

Sözde-Gauss kopula fonksiyonu, kopulanın parametresi olan ilişki katsayısı yardımıyla düzenlendiğinden, 

düzenlemenin faydasını analiz etmek amacıyla, sabit ilişki katsayılı sözde-Gauss kopula fonksiyonu ve 

çeşitli fonksiyonlarla düzenlenmiş sözde-Gauss kopula fonksiyonlarının perspektif ve izohips grafikleri elde 

edilmiştir. Düzenlemede Fang ve Madsen’in [31] çalışmasındaki üç fonksiyon ele alınmıştır. 𝑎12, modelin 

kuyruğa yakınsama hızını ve 𝑏12, modelin kuyruk şeklini kontrol eden parametreler, (�̂�1, �̂�2) sözde-

gözlemler olmak üzere bu fonksiyonlar;   

𝜌12
∗1 = 𝑏12𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
𝑎12(1 − �̂�1�̂�2)),  𝑎12 ∈ [0, ∞) ve 𝑏12 ∈ [−1,1]   (13) 

𝜌12
∗2 = 𝑏12𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
𝑎12(1 − �̂�1�̂�2)),  𝑎12 ∈ [0, ∞) ve 𝑏12 ∈ [−1,1]   (14) 

𝜌12
∗3 = 𝑏12𝑡𝑎𝑛 (

𝜋

4
𝑎12(1 − �̂�1�̂�2)),  𝑎12 ∈ [0, ∞) ve 𝑏12 ∈ [−1,1]   (15) 

biçimindedir. Fonksiyon 1, 2 ve 3 sırasıyla 𝜌12
∗1, 𝜌12

∗2 ve 𝜌12
∗3 ile gösterilmiştir. 

 

Düzenlenmiş Gauss kopula fonksiyonlarının persfektif ve izohips grafiklerini vermeden önce kısaca bu 

grafiklerin tanımının ve özelliklerinin verilmesi faydalıdır. Perspektif grafikleri değişkenler arasındaki 

ilişkileri incelemek amacıyla kullanılmaktadır. Üç boyutlu grafik yorumları zor olduğundan, perspektif 

grafikleri yerine genellikle iki boyutlu izohips eğrileri yorumlanır. Başka bir ifade ile izohips eğrileri üç 

boyutlu şekilleri iki boyutlu olarak ifade eder. Gauss kopula fonksiyonu ile çalışıldığından çok değişkenli 

normal dağılımdan yararlanılır. İzohips eğrileri özdeğerler ve varyans-kovaryans matrisinin özvektörleri 

yardımıyla çizilir. İzohips eğrileri grafiğinde çizgiler eşit olasılıklı olayları gösterir ve olasılık izohipsleri 

eliptik bir şekle sahiptir. Elipslerin yönü özdeğerlerin yönüne, elipslerin uzunluğu ise özvektör çarpımlarına 

bağlıdır [46].  

 

(�̂�1, �̂�2) sözde-gözlem çifti yardımıyla sabit ilişki katsayısı, fonksiyon 1, 2 ve 3’e göre düzenlenmiş ilişki 

katsayılarına göre izohips eğrileri verilmiştir. Çok sayıda farklı 𝜌 , 𝑎12 ve 𝑏12 değerleri ile grafikler 

çizdirilmiştir. Kopula fonksiyonları üzerinde ilişki matrisi yardımıyla düzenleme yapmanın avantajının daha 
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iyi anlaşılması için sabit ve düzenlenmiş ilişki katsayılı fonksiyonlar için 𝜌=0,30, 𝑎12=0,75 ve 𝑏12=0,75 

alındığında elde edilen grafik çizimleri Şekil 1’de verilmiştir.   

 

Şekil 1. Sabit ve düzenlenmiş ilişki katsayılı sözde-Gauss kopula fonksiyonlara göre ortak olasılık 

yoğunluk fonksiyonlarının izohips eğrileri 

 

Sabit ve her bir düzenlenmiş ilişki katsayısı için ortak olasılık yoğunluk fonksiyonlarının grafiklerine 

bakılırsa farklı kuyruk bölgesi olasılıkları görülmüştür. İlişki katsayısının sabit bir değer yerine, fonksiyon 

şeklinde düzenlenmesi daha esnek ve dinamik bir bağımlılık modellemesi sağlamaktadır. Ayrıca kuyruğun 

şekli fonksiyondan fonksiyona değiştiği için farklı kuyruk bağımlılık yapıları elde edilebilmektedir. Bu 

düzenleme risk grubunun özelliğine göre farklı ilişki katsayıları ve dolayısıyla farklı ilişki matrisleri ile 

çalışılmasına olanak tanımaktadır.  

 

Düzenlemenin etkisi incelendikten sonra, düzenlenmiş sözde-kopula regresyon modeli ile bulunan hasar 

tutarı ve sayısının ortak olasılık dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonlarının üç boyutlu perspektif 

ve iki boyutu izohips eğrileri sabit 𝜌12=0,25 ilişki katsayısı için sırasıyla Sekil 2’de ve Şekil 3’te verilmiştir.  

 

Şekil 2. Ortak olasılık dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonunun perspektif grafiği (sözde-

Gauss kopula) 
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Şekil 3. Hasar tutarı ve sayısının ortak olasılık dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonunun 

izohips eğrileri (sözde-Gauss kopula) 

 

Sabit ilişki katsayılı sözde-Gauss kopulanın kullanıldığı durumda, Şekil 2’de üç boyutlu olarak verilen ortak 

olasılık dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonları, Şekil 3’te iki boyutlu ifade edilmiştir. Ortak 

olasılık yoğunluk fonksiyonuna ait izohips eğrisinden, pozitif yönlü ve düşük düzeyli bir ilişki 

gözlemlenmektedir ve 𝜌=0,25 gibi pozitif küçük bir değer olduğundan bu beklenen bir sonuçtur.  

Düzenlenmiş fonksiyonlardan 𝜌12
∗3 için, 𝑎12=0,75 ve 𝑏12=0,75 iken hasar tutarı ve sayısının ortak olasılık 

dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonlarının üç boyutlu perspektif ve iki boyutu izohips eğrilerini 

sırasıyla Şekil 4’te ve Şekil 5’te verilmiştir. 

 

 

Şekil 4. Ortak olasılık dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonunun perspektif grafiği 

(düzenlenmiş sözde-Gauss kopula) 

 

 

Şekil 5. Ortak olasılık dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonunun izohips eğrileri (düzenlenmiş 

sözde-Gauss kopula) 
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Üçüncü fonksiyona göre düzenlenmiş ilişki katsayılı sözde-Gauss kopulanın kullanıldığı durumda, Şekil 

4’te üç boyutlu olarak verilen ortak olasılık dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonları, Şekil 5’te iki 

boyuta indirgenmiştir. Ortak olasılık yoğunluk fonksiyonuna ait izohips eğrisinden pozitif yönlü ve yüksek 

düzeyli bir ilişki gözlemlenmektedir. 𝑎12=0,75 ve 𝑏12=0,75 katsayıları pozitif ve bulunduğu değer aralığına 

göre yüksek değerler olduğundan, izohips eğrisinden gözlenen ilişki beklenen bir sonuçtur. 

 

Yukarıda Şekil 1, Şekil 3 ve Şekil 5 ile incelenen tüm ortak olasılık yoğunluk fonksiyonlarının grafiklerine 

bakıldığında, farklı kuyruk bölgesi olasılıkları görülmüştür. Standart Gauss kopula fonksiyonunda kuyruk 

bağımlılığı yoktur. Düzenleme ile Gauss kopulanın bu eksikliği esnetilir ve farklı kuyruk bağımlılık yapıları 

elde edilebilir [30, 31]. Normal dağılım simetrik bir dağılım olduğundan, alt ve üst kuyruk bölgesindeki 

olasılık değerleri aynı ve simetriktir. 𝜌 = 0 olduğunda, sözde-Gauss kopula fonksiyonu bağımsız sözde-

Gauss kopula fonksiyonu 𝐶(�̂�1, �̂�2) = �̂�1�̂�2’ye dönüşür. Gauss kopula fonksiyonunda ilişki durumu 

bağımlılık ile doğrudan ilişkilendirilebildiğinden, değişkenler arasında ilişki olmadığı durumda diğer bir 

ifade ile bağımsızlık durumunda (𝜌12=0) grafikler, Şekil 6 ve Şekil 7 ile verilmiştir. 

 

Şekil 6. Ortak olasılık dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonunun izohips eğrileri 

(bağımsız sözde-Gauss kopula) 

 

Şekil 7. Ortak olasılık dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonunun izohips eğrileri 

(bağımsız sözde-Gauss kopula) 

 

Ortak olasılık yoğunluk fonksiyonunun perspektif grafiği, ilişki olmaması diğer bir ifade ile bağımsızlık 

durumunda dikdörtgensel bir şekil almıştır. Ortak olasılık yoğunluk fonksiyonunun izohips grafiğinden ise 

bağımsızlık durumu açıkça görülmektedir. 
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6. Sonuç ve öneriler 

İstatistiksel ve finansal bağımlılık modellemesi çalışmalarında sıklıkla kullanılan kopula fonksiyonları 

zaman içinde aktüerya bilimlerinde de yoğun olarak kullanılmaya başlamıştır. Hayat sigortalarından sağlık 

sigortalarına, sağlık sigortalarından hayat dışı sigortalara kadar aktüerya bilimlerinin birçok alt branşında 

ve finansal aktüeryal verilerdeki bağımlılık çalışmalarında kopula fonksiyonlarından yararlanılmaktadır.  

Özellikle eliptik sözde-kopula fonksiyonlarından sözde-Gauss kopula fonksiyonları eliptik dağılım 

özellikleri nedeniyle diğer kopula türlerine göre daha çok tercih edilmektedir. Avantajlarının yanında Gauss 

kopula fonksiyonlarının bağımlılık modellemesinde yetersiz kaldığı noktalarda vardır. Gauss kopula 

fonksiyonları, özellikle gerçek sigorta ve finans verilerinde karşılaşılma olasılığı yüksek olan kuyruk 

bağımlılığı, asimetrik bağımlılık, eliptik bağımlılık ve dairesel simetriye göre bağımlılık gibi bazı bağımlılık 

türlerini modellemede eksik kalmaktadır. Bu soruna çözüm üretmek amacıyla Gauss kopula fonksiyonunun 

parametresi olan ilişki katsayısı, belirli fonksiyonlarla düzenlenerek esnek bir bağımlılık modellemesi elde 

edilmiştir.  

Fang ve Madsen [31] tarafından önerilen düzenleme yaklaşımı, Karadağ Erdemir [43] tarafından sözde-

kopula regresyon modellerine dâhil edilmiştir. Bu kombinasyon sonucunda düzenlenmiş sözde-kopula 

regresyon modelleri tanımlanmış ve bağımlılık varsayımı altında hasar tutarı ile sayısının ortak dağılım ve 

ortak olasılık yoğunluk fonksiyonlarının kapalı formları elde edilmiştir.  

Kopula fonksiyonları üzerinde düzenleme yapılması sonucunda esnek bir bağımlılık modellemesi elde 

edilmiştir. Düzenlemenin sağladığı etkinlik, bağımlılık varsayımı altında hasar tutarı ve sayısının ortak 

dağılım ve ortak olasılık yoğunluk fonksiyonlarının perspektif ve izohips eğrilerinin grafikleri ile 

incelenmiştir. Çalışılan verideki hasar tutarı ve sayısı arasındaki ilişkiye göre belirlenebilecek fonksiyonlar 

ve yine fonksiyonlarda kullanılacak kuyruğa yakınsama hızını ve kuyruğun şeklini kontrol eden 

parametreler yardımıyla kullanıcı tarafından kontrol edilebilen esnek bir bağımlılık modellemesi elde 

edilmiştir. Sözde fonksiyonların kullanılmasıyla birlikte daha dinamik ve farklı fonksiyonların 

kullanılabilmesiyle daha esnek bir bağımlılık modellemesi sunulmuştur.  
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Abstract 

In this paper, we are interested in a consensus generator which combine two belief functions obtained from 
equally reliable and independent sources of information. The independence mentioned here is between 
occurrences of the sources of information. We propose a new consensus generator called “Analytic Fusion 
Process” which satisfy the idempotent and commutative law. Furthermore, this method also produces a measure 
of conflict shows whether the original beliefs were in harmony or in conflict. Another advantage is that the 
measure of conflict produced by this method reflects both qualitative and quantitative conflict. 

Keywords: Mathematical theory of evidence; Dempster-Shafer theory; Belief function; Data fusion; Consensus 
generator; Analytic fusion process; Integer programming. 

 
Özet  

Kanıt kuramında yeni bir birleştirme yöntemi “Analitik Birleştirme Süreci” 

Bu çalışmada, eşit derecede güvenilir ve bağımsız bilgi kaynaklarından elde edilen iki kanaat fonksiyonunu 
birleştiren bir uzlaşma oluşturucu ile ilgileniyoruz. Burada bahsedilen bağımsızlık, bilgi kaynaklarının 
oluşumları arasındadır. Eş kuvvetlilik ve değişme özelliklerini sağlayan "Analitik Birleştirme Süreci" adlı yeni 
bir uzlaşma oluşturucu öneriyoruz. Bu yöntem aynı zamanda orijinal kanaatlerin uyum içinde mi yoksa çelişki 
halinde mi olduğunu gösteren bir çelişki ölçüsü üretir. Diğer bir avantaj, bu yöntemle üretilen çelişki 
ölçüsünün hem nitel hem de nicel çelişkiyi yansıtmasıdır. 

Keywords: Kanıt kuramı, Dempter-Shafer kuramı, Kanaat fonksiyonu, Veri birleştirme, Uzlaşı üretici, Analitik 
birleştirme süreci, Tam sayılı programlama. 

1. Introduction 

The mathematical theory of evidence (MTE), also known as Dempster-Shafer (DS) theory of evidence, 
has gained relatively wide acceptance as a reasonable tool for the representation, and combination such as 
revision, updating and conditioning of uncertain knowledge, evidence or information. The seminal work 
[1] on this subject is carried out by G. Shafer in 1976. This work was an expansion of A. Dempster’s study 



M. Büyükyazıcı, M. Sucu / İstatistikçiler Dergisi: İstatistik&Aktüerya, 2020, 2, 78-100 
 

 
 
 

79

[2] about upper and lower probabilities dated 1967. In a finite discrete space, MTE can be interpreted as a 
generalization of probability theory where probabilities are assigned to sets as opposed to mutually 
exclusive singletons [3]. On the other hand, there are also some theoritical contributions which can be 
considered as an extension of the classical MTE but includes fundamental differences [4, 5, 6, 7]. 

Aggregation or fusion of information are basic concerns for all kinds of knowledge-based systems from 
image processing to decision making, from pattern recognition to machine learning [8]. The basic rule of 
combination to aggregate or fusion of information from distinct bodies of evidence in the framework of 
MTE is Dempster’s rule of combination (DRC). However, after L. A. Zadeh presented an example for 
which this method gives counter-intuitive results especially in the case of existence of high conflict 
between bodies of evidence [9, 10], the success story of DS theory was abruptly slowed down [11]. In 
literature, also other examples claiming that DRC gives counter-intuitive results can be found [12, 13, 14, 
15, 16]. Although R. Haenni and many others state that the counter-intuitive results are not a problem of 
DRC, but rather a problem of misunderstandings and misapplications [17, 11]; many alternative 
combination rules have been proposed in the framework of the MTE [18, 19, 20, 21, 13, 14, 22, 23, 24, 
25, 26] for situations where DRC is not applicable, where its assumptions are not satisfied. D. Dubois and 
H. Prade have stated that many alternative rules can potentially occupy a continuum between conjunction 
(AND-based on set intersection) and disjunction (OR-based on set union) [27]. DRC is a conjunctive 
operation, because in the pairwise combination phase, the intersections of focal elements from distinct 
bodies of evidence are used. In this phase of some combination rules, the union of focal elements are used. 
These rules are called disjunctive operation. There is also a third type of combination rules called tradeoff 
operation in which task is carried out by using both intersection and union operators [27].  

There are some alternative combination rules that have different assumptions from MTE on dependency 
of the sources of information or on reliability of the sources. R. Haenni and S. Hartmann’s paper 
approaches the problem of independent and partially reliable information source from a very general 
perspective by using the theory of probabilistic argumentation [6] as modeling and DS theory of evidence 
as the underlying mathematical mechanism [28]. If the independency of the sources of information 
assumption is questionable, M. E. G. V. Cattaneo suggests using the least specific combination 
minimizing the conflict among the ones allowed by a simple generalization of Dempster’s rule [29], does 
not propose a new method. In MTE, if the requirement of independence between sources of information is 
not satisfied, it is prevented a direct application of Dempster’s rule. So, in [30] P. A. Monney and M. Chan 
proposed a method for dealing with this situation. The method relies on the ability of the theory of hints 
[5] to explicitly represent variables for which probabilistic information is avalibale. The fundamental 
limitation of DRC lies in the assumption that the belief functions combined be based on distinct bodies of 
evidence. So, in the case of nondistinct bodies of evidence, T. Denœux proposed two new commutative, 
associative and idempotent operators for belief functions; the cautious conjunctive rule, and the bold 
disjunctive rule [31]. These operators rely on the transferable belief model [4]. Beside the distinctness 
assumption, the choice of one operator between two depends on assumptions regarding reliability of the 
sources. If all are reliable then the cautious conjunctive rule, or if at least one is reliable then the bold 
disjunctive rule was recommended. In the recently paper, K. Yamada proposed a new model of 
combination and a new rule of combination called combination by compromise as a consensus generator 
[32]. This combination model for consensus generation is based on the assumptions that the information 
sources are independent in the sense of occurrance but may collide with each other over their contents, 
and that the information sources may not be totally reliable.  

Experts and researchers in the fields today have no agreement on the superiority on one combination 
method over the others [33, 17, 34, 15]. To prevent this confusion about the belief combination, it should 
be clear what it means to combine belief functions; conditioning, revisioning, updating, consensus 
generating or anything else. Then, it should be stated expressly what kind of dependence or independence 
assumed. There are many concepts of dependence. In [30], P. A. Monney and M. Chan discriminate 
between dependence at the sources level, namely at the level of the assumption variables and dependence 
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at the   level, namely distinctness [15] of bodies of evidence. In two papers [35, 36], B. B. Yaghlane et 
al. introduce the concept of doxastic independency. This concept of independence is once again 
represented at the   level [30]. K. Yamada asserts that the problem comes from confusion of 
independence between occurences of bodies of evidence with consistency between contents of the 
information [32]. It also should be stated expressly how reliable the sources of information are; partially or 
totally? Are the reliabilities of the sources of information equally or not? 

A set of experts or other sources of information can provide more information than a single expert. 
Although it is sometimes reasonable to provide a decision maker with only the individual experts’ 
opinions seperately, it is often necessary to combine the opinions into a single one [37]. In many cases, a 
single belief function is needed for input into a decision model. Even if this is not the case, it can also be 
informative and effective to generate  a combined belief function as a summary of the available 
information. So, a consensus generator in the framework of the MTE is needed. A consensus generator is 
expected to be idempotent and commutative, but associativity is dispensable such as in the case of simple 
aritmethic mean operator. Also, a measure of conflict is useful to show whether the original beliefs were in 
harmony or in conflict. A consensus generator and measure of conflict are more informative if they are 
given together as in the case mean and variance. Recently, K. Yamada’s rule of combination called 
combination by compromise as a consensus generator is commutative; however, it does not satisfy the 
idempotent law nor the associative law [32]. The weighted average operator [38] also can be tought as a 
consensus generator. The weighted average operator also does not satisfy the idempotent law nor the 
associative law. Furthermore, neither of both does not generate any measure of conflict.  

In MTE, there are some rules which also produce a measure of conflict. However, there are no 
mechanisms to measure the degree of conflict other than using the mass of the combined belief assigned to 
the emptyset before normalization [39]. Is the mass of the combined belief to the emptyset before 
normalization real conflict? Under this consideration W. Liu has proposed a method to measure the 
conflict among beliefs using a pair of values, and then investigated the effect of these measures on 
deciding when Dempster’s rule can be applied [39]. Still, there is not any real single measure of conflict 
which measures how the original beliefs were in conflict.  

In this paper, we are interested in a consensus generator which combines two belief functions obtained 
from equally reliable and independent sources of information. The independence mentioned here is 
between occurrences of the sources of information. We propose a new consensus generator called Analytic 
Fusion Process (AFP) which satisfies the idempotent and commutative law. Furthermore, this method also 
produces a measure of conflict which shows how the original beliefs were in conflict. Another advantage 
of the AFP is that the measure of conflict produced by AFP reflects both qualitative and quantitative 
conflict. Section 2 presents a background on MTE and DRC. Some definitions and principles of the AFP 
are given in Section 3, and Section 4 introduces the three stages of the AFP: definition, matching, and 
combination stages. Section 5 gives two examples, one of them is for a general case example and the other 
for a special case example. A comparison among the combination by compromise, the weighted average 
operator and the AFP is provided in Section 6, and the conclusion is provided at Section 7. 

2. Mathematical Theory of Evidence  

In MTE, knowledge is represented by basic belief assignment (bba) or belief function. These two 
functions have one-to-one correspondence [1]. The set called sample space in the traditional probability 
theory is called frame of discernment in the MTE. The frame of discernment is a finite set of mutually 
exclusive elements, denoted by   hereafter. The set of all subsets of   is called the power set of  and 

is denoted by 2 . The bba is defined as follows: 
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Definition 1. Let’s assume   is a frame of discernment, then a function  1,02: m  is called a bba 

whenever it satisfies the following conditions: 

(1) 0)( m  

(2) 



A

Am 1)( . 

The quantity of )(Am  is called basic belief mass (bbm), and it is meant to be the measure of the belief that 

is committed exactly to A (exactly in A  in nothing smaller). Each subset A  with 0)( Am  is called a 
focal element of m  and their set is represented by  . In this case body of evidence is represented by 

),( mE  . If the true state of interest is denoted by   and the set of its possible values by  , then the 

propositions of interest are precisely those of the form “the true value of   is exactly in A ” where A  is a 
subset of   [1]. In this paper we will use the word “proposition” to refer not only to set A  but also to its 
bbm )(Am . In this case, if we denote the true state (or value) of interest by   and the set of its possible 
values by  , any focal element A  of m and its bbm )(Am  can also thought as a proposition which asserts 
that “the true state of   is exactly in A  with a quantity of belief )(Am ”. Thus, a proposition is composed 
of two parts: a focal element, which we call the qualitative part of the proposition because it gives the 
content of the proposition, and a bbm, which we call the quantitative part of the proposition because it 
gives the quantity of the proposition. 

The belief function measures how much the information from a body of evidence supports the belief in a 
set specified elements as the right answer [18]. A definition of the belief function which can be 
equivalently represented by m  is given as follows: 

Definition 2. A function  1,02: Bel  is called a belief function over   if it is given for some bba 

 1,02: m  as follows: 





AB

BmABel )()( . 

The quantity )(ABel  is called A’s degree of belief, and it is meant to be the measure of the total belief that 

is committed to A. If all the focal elements are singletons than this is the Bayesian belief function [1]. 

Let 1Bel  and 2Bel  be two belief functions from two distinct bodies of evidence ),( 111 mE   and 
),( 222 mE  over the same frame of discernment  . If 1Bel ’s focal elements are denoted by },...,{ 11 nAA  

and 2Bel ’s focal elements by },...,{ 12 mBB , then the combination result (denoted here by index D) is 

given by the following equation. 

 












XandX

BmAm

BmAm

Xm

ji

ji

BA
ji

ji

XBA
ji

ji

D ,
)()(1

)()(

)(

,
21

,
21

  

)(XmD  is a proper bba, for all non-empty X , if and only if the denominator in above equation is 

non-zero. The degree of conflict between the bodies of evidence ),( 111 mE   and ),( 222 mE   is defined by 
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Shafer explained in [1] at pg. 66 what the combination means if it is obtained by DRC as follows:  

“Dempster’s rule of combination permits a simple description of how the assimilation of new 
evidence should change our beliefs: if our initial beliefs are expressed by a belief function  1Bel  
over  , and the new evidence alone determines a belief function 2Bel  over  , then after 

assimilating the new evidence we should have the beliefs given by 21 BelBel  . This description 

avoids the doctrine that a body of evidence can always be cast in the form of a single proposition 
known with certainty.” 

Shafer revealed that if the effect of the new evidence on the frame of discernment  is to establish any 
particular subset with certainty then the result of DRC is similar to the result of Bayes’ rule of 
conditioning. When the new evidence occurs in the form of a certainty, he called this special case of DRC 
as Dempster’s rule of conditioning [1]. So it is obvious to say that DRC is a conditioning operation which 
generalize Bayes’ rule of conditioning to the case where it is not necessary for the new evidence to occur 
in the form of certainty.  

3. Foundations of the Analytic Fusion Process 

Mathematical aggregation methods range from simple summary measures such as arithmetic or geometric 
means of probabilities to procedures based on axiomatic approaches or on various models of the 
information aggregation process requiring inputs regarding characteristics such as the quality of and 
dependence among the experts’ probabilities [37]. C. Genest and J. V. Zidek declared that the 
“logarithmic opinion pool” involves many advantages over the “linear opinion pool” when finding the 
consensus distribution of the subjective probability distributions. For details, you can see [40]. If all the 
weights are equal, as in the case of equally reliable sources of information, the consensus distribution is 
proportional to the geometric mean of the individual distributions. So, as a consensus generation process, 
AFP is a geometric mean based analytical method that operates on the individual belief functions to 
produce a single combined belief function when the individual belief functions comes from equally 
reliable and occurrence independent sources of information. 

It is now appropriate to give some definitions of AFP before it is explained in detail. In any context in this 
paper even it is not denoted, belief functions which will be combined are from equally reliable and 
occurrence independent sources of information. 

3.1. Pairwise combination  

Let ),( 111 meE  and ),( 222 meE  be two occurrence independent bodies of evidence defined over the same 

frame of discernment  . In this way, a belief function 1Bel  with a focal element set 1e  and bba 1m  and 

another belief function 2Bel  with a focal element set 2e  and bba 2m   are given. If the number of focal 

elements of the 1Bel  is taken as n , each focal element of this function is shown by nie i ,...,1,1  . 

Similarly, if the number of focal elements of the 2Bel  is taken as m , each focal element of this function 

is shown by mje j ,...,1,2  . In other words, there is n  propositions for 1Bel  and m  for 2Bel . So, it is 

obvious that reciprocal propositions of two bbas defined above can produce mn  pairs. In a consensus 
generation process, since we are looking the answer of how can we generate a new compromised 
proposition which embody the joint effect of the two propositions, one needs a kind of summarizing 
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process for each one of the mn  pairs. The summarizing process of a pair of propositions is called 
pairwise combination. A pairwise combination process is expected to generate a compromised proposition 
which has its own qualitative parts and quantitative parts. In Section 3.1.1 generating qualitative parts and 
in Section 3.1.3 calculating quantitative parts of the compromised proposition will be given. 

3.1.1. Compromised focal element 

We called the qualitative parts of compromised proposition as compromised focal element (cfe). 
According to the concept of reliability of the information sources, three ideas might be possible to 
generate cfes if information sources are equally reliable. If information sources are completely reliable 

ji ee 21   should be chosen as in DRC [1], if at least an unknown one of the sources reliable ji ee 21   

should be chosen as in Dubois and Prade’s combination rule [20]. K. Yamada proposes a third approach, 
combination by compromise, as a natural consensus [32]. In this paper we use this third approach to 
generate a cfe. According to this approach cfe composed of three subsets of ji ee 21  : 2\1

\21 , jiji eee  , and 
1\2

\ jie . It is obvious to see that the first subset ji ee 21   is just an intersection set. The second subset 2\1
\ jie  is 

the set of all elements which are members of ie1 , but not members of je2 . Similarly, the third subset 1\2
\ jie  

is the set of all elements which are members of je2 , but not members of ie1 . The reason why 1\2 is used 

as a superscript is that so as to exterminate the confusion which may occur under the condition that i and j 
focal element numbers given in subscript are the same. In AFP additionally, we called the ji ee 21   as 

agreement set, 2\1
\ jie  as conflict set one, and 1\2

\ jie  as conflict set two. Consequently, the cfe can be 

represented as follows:  

)())(()( 1\2
\21

2\1
\ jijiji eeee  .         (1) 

3.1.2. Region sharing of compromised focal element 

The focal elements, namely qualitative parts of two propositions, ie1 , je2  and the bbms of the focal 

elements, namely quantitative parts of the same propositions, )( 11 iem , )( 22 jem  are given. A pairwise 

combination of two propositions includes two issues: how to make qualitative summarizing, and how to 
make quantitative summarizing. Producing the cfe releases the first issue. The second issue can be 
rewritten as how to share the region of )()( 2211 ji emem  , namely the size of pairwise combination region, 

among subsets 2\1
\21 , jiji eee  , and 1\2

\ jie . The justification of using the word “region” is simple: When the 

bbms of 1m  and 2m  are depicted graphically on line segments on y-axis and x-axis respectively with both 

sizes one, the size of )()( 2211 ji emem   of any pairwise combination is equal to a region in the total area 

equal to one (See Fig. 2 in Section 3.2). In each pairwise combination region, we called the parts as 
agreement region belonging to agreement set elements ji ee 21   and the remaining parts as conflict region 

one and conflict region two belonging to conflict set elements 2\1
\ jie  and 1\2

\ jie , respectively. The region 

sharing can be made proportionally with respect to both their bbas assigned by the information sources 
and the cardinalities of the subsets. Thus, if the size of agreement region is given as a

ijr  whereas the size of 

conflict regions is given as b
ijr , and d

ijr  respectively, the pairwise combination region sharing can be made 

as in Fig. 1. 
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Fig. 1. Illustration of region sharing. 

In Fig. 1, four small rectangles represent how a pairwise combination region can be allocated to the 
subsets of cfe proportionally with respect to both their bbas and the cardinalities of the subsets. Firstly, In 
Fig.1, the vertical line shares the biggest rectangle two parts proportionally with respect to their bbas. 
Secondly, the two horizontal lines share the two separated parts proportionally with respect to their 
subset’s cardinalities. So, the region sharing can be made by the following equations: 
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3.1.3. Mass sharing of compromised focal element 

It is important in the case of consensus generation to emphasize that the geometric mean of bbms should 
be used for quantitative summarizing not just the area of the pairwise combination region as in the case of 
conditioning with DRC. In conditioning case, multiplying of two bbms is reasonable, but in the case of 
consensus generation averaging is expected. So, after sharing out of the region )()( 2211 ji emem   between 

the agreement region, the conflict region one and the conflict region two, it is need to take square roots of 
distributed region as in the case of two probabilities’ geometric mean. We called the parts as mass of 
agreement belonging to agreement set elements ji ee 21  , mass of conflict one belonging to conflict set 

2\1
\ jie , and mass of conflict two belonging to conflict set 1\2

\ jie . If the mass of agreement is given by 

)( 21 jiij eea   or shortly ija , the mass of conflict one and two are given by )( 2\1
\ jiij eb  or shortly ijb , and 

)( 1\2
\ jiij ed  or shortly ijd  respectively, the mass sharing can be made by the following equations: 

  ,           (2) 
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 ,          (3) 

 ,          (4) 

 
Sum of the mass of conflict one and the mass of conflict two, that is ijij db  , is called mass of conflict. 

3.1.4. Qualitative and quantitative conflicts  

In the phase of pairwise combination, the elements which are involved in one of the focal elements which 
will be combined but not involved in the other one cause a qualitative conflict. As a measure of qualitative 
conflict, we use the proportion of the mass of conflict in sum of the mass of agreement and the mass of 
conflict for each pairwise combination. Since this is a proportion, it takes value on  1,0 . So, if the size of 

qualitative conflict is given by ijc ,  it can be formulated as follows: 

   ijijijijijij dbadbc           (5) 

Whether there is a qualitative conflict or not, there can be a quantitative conflict. Quantitative conflict is a 
conflict which stems from inequality of )( 11 iem  and )( 22 jem  bbms. It has been stated that mass of 

agreement and mass of conflicts are geometric means of parts of )( 11 iem  and )( 22 jem  bbms which belong 

to agreement set elements and conflict sets elements. As a measure of quantitative conflict we use the 
measure of deviation from geometric mean ijg  of )( 11 iem  and )( 22 jem  bbms, namely geometric variance 

ijv . When 2n , geometric mean and geometric variance values can be obtained as in Eq. (6) and Eq. 

(7). 

 )()( 2211 jjiiij ememg          (6) 
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em

g

g

em
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         (7) 

In Eq. (7) geometric variance is developed for AFP as being defined on  1,0 . It represents the size of 
quantitative conflict. This value is closer to 0 in situations where the difference between bbms is low and it 
is closer to 1 in situations where the difference between bbms is high.  

3.2. Matching the most suitable propositions 

In this section, to determine the matching the most suitable propositions principle of the AFP, we will start 
making analogy between the simple case of averaging two Bayesian belief functions and the general case 
of averaging two belief functions.  

Example 1. Given two Bayesian belief functions, 1Bel  and 2Bel , over the same frame of discernment 

},,{ cba  from two bodies of evidence ),( 111 mE  and ),( 222 mE   as follows: 

 ),( 111 mE  = { 1.0)(1 am ; 2.0)(1 bm ; 7.0)(1 cm } 
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),( 222 mE  = { 2.0)(2 am ; 3.0)(2 bm ; 5.0)(2 cm }. 

In this simple case, to obtain a single combined belief function from given these two Bayesian belief 
functions, we simply match the propositions which have the same focal elements reciprocally and average 
the bbms of matched propositions. Since we use the geometric mean as an averaging operator, it is needed 
normalization. Normalization is carried out by calculating the portions of these geometric means in their 
sum. The combined belief function obtained with matching, averaging and normalization process is as 
follows: 1446.0)( amgeo , 2505.0)( bmgeo , 6049.0)( cmgeo .  

 

 

 

 

 

 

 
Fig. 2. Illustration of pairwise combinations of propositions. 

The matching situations can be seen graphically in Fig. 2. The propositions 1.0)(1 am , 2.0)(1 bm , and 
7.0)(1 cm  of 1Bel  were matched and pairwise combined with the propositions 2.0)(2 am , 3.0)(2 bm , 

and 5.0)(2 cm  of 2Bel , respectively. In the figure, when the shaded regions correspond to matched 

pairwise combinations, the clear regions correspond to the unmatched pairwise combinations. 

It is important in the case of consensus generation to emphasize that the clear regions in this example 
neither represent the conflict mass nor have any other sense. So, the right way of matching a proposition 
from a body of evidence would be to match it with only one proposition in the other body of evidence. In 
other words, proposition 1.0)(1 am  of 1Bel  has to be matched with most suitable one 2.0)(2 am  of 

2Bel . The propositions 1.0)(1 am  and 2.0)(2 am  must not be pairwise combined with others. Therefore, 
in Fig. 2, only one matching must be made in each row and column. So, a proposition from a body of 
evidence must be matched and pairwise combined with the most suitable proposition from the other body 
of evidence. The size of qualitative conflict, and the size of quantitative conflict lead determination of the 
most agreeable matching among propositions. This will be explained in Section 4.2. 

4. Stages of the Analytic Fusion Process 

AFP is composed of three stages. These three stages are called definition, matching, and combination 
stages respectively. In the definition stage, a general combination table which lays outs the outputs 
produced by pairwise combinations the propositions of the bbas which will be combined. In the matching 
stage, the propositions are matched so as to minimize the conflict by an integer programming problem for 
conflict minimization. In the combination stage, the combined bba is obtained based on the matches of the 
previous stage.  

 

0 
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1 
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4.1. Definition stage 

A bba having n  focal elements and a bba having m focal elements are to be combined. In the definition 
stage of the process, the pairwise combinations are performed mn   times; then cfe, mass of agreement 

ija , mass of conflicts ijb  and ijd , the size of qualitative conflict ijc , and the size of quantitative conflict 

ijv  are obtained in the result of each combination as explained in Section 3.1. So, all results are achieved 

for each of mn   combinations. The table in which the results obtained through mn   numbered 
pairwise combinations of propositions which belong to two bbas is called general combination table (See 
Table 1 in Section 5.1). In the i th row and the j th column of this table, pairwise combinations results of 

the the i th proposition of the first bba and the j th proposition of the second bba are given.  

4.2. Matching stage 

A linear programming [41] problem is an optimization problem for which we attempt to maximize or 
minimize a linear function of the decision variables. The function that is to be maximized or minimized is 
called the objective function. The values of the decision variables must satisfy a set of constraints. Each 
constraint must be a linear equation or linear inequality. In any linear programming model, the decision 
variables should completely describe the decisions to be made [41]. As a special case of the linear 
programming problem, if all decision variables are restricted to be integers the problem is called integer 
programming, if all decision variables are restricted to 0 or 1 values the problem is called 0-1 integer 
programming [41, 42]. 

In Section 3.2 with Example 1 we explained why it is needed to match the most suitable propositions of 
the bbas. So, the propositions of two bbas which are closest to each other in the sense of quality and 
quantity aspects should be matched. The combined bba should be calculated based on the results of these 
matching. In matching stage, we propose to make the matching with the assistance of a 0-1 integer 
programming problem, shortly we said matching problem. Decision variables, constraints and objective 
function of matching problem will be given in Section 4.2.1, Section 4.2.2, and Section 4.2.3, respectively. 
In Section 4.2.4 the matching problem will be given as a whole. 

4.2.1. Decision variables 

Taking the general combination table with n row and m column into consideration, the matching of the 
propositions is made by valuing the matching decision variable of the cells as 1 where the matching is 
agreed, and valuing the matching decision variable of the cells as 0 where the matching is not agreed. 
Thus, xij the matching decision variable is defined as:  

 

            (8) 

 

After the definition of the decision variables about the matching of the propositions, the constraints and 
the objective function should be determined using the decision variables. 

4.2.2. Constraints 

In the case that the numbers of propositions of the two bbas to be combined, n and m, are equal, each 
proposition bba should have been matched with a proposition of the other bba or vice versa. However, in 
the case that the numbers of propositions, n and m are not equal, it is natural that some of the propositions 
will be out of matching. When a generalization is made by considering this situation, the sum of matching 

if the i th focal element of the first bba is matched  
with the j th focal element of the second bba  

otherwise
.   












,0

,1

ijx  
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decision variables in each row and also each column of the general combination table can be at most 1. So, 
the constraints related to each row cells are as follows, 

   



m

j
ijx

1

1   ni ...,,1 .       (9) 

The constraints related to each column cells are as follows, 





n

i
ijx

1

1   mj ...,,1 .       (10) 

The sum of matching decision variables in each row and each column does not exceed 1 and this has been 
acquired with the constraints given in Eq. (9) and Eq. (10).  

However, in such a case, all the matching decision variables would be 0 in a conflict minimization 
problem. By adding the constraint that the total of all the matching decision variables will be m}n,min{ , 
the smallest value of the numbers of row or column is matched.  To this end, the constraint 

 },min{
1 1

mnx
n

i

m

j
ij 

 

         (11) 

is added to the problem. Lastly, the constraints showing that the matching decision variables can be only 0 
or 1,  

 }1,0{ijx     ni ...,,1 , mj ...,,1        (12) 

are added to the problem. These constraints have the generalized forms for the situations that the numbers 
of propositions, n and m, are equal or not.  

 

4.2.3. Objective function 

As the matching decision variables and the related constraints have been determined, the fact that under 
which circumstances the matching decision variables will take the value 0 or 1 based on constraints Eq. 
(9), Eq. (10), Eq. (11) and Eq. (12) should be determined. Following the pairwise combination phase aij 

mass of agreement, cij size of qualitative conflict and vij size of quantitative conflict for each of the 
pairwise combinations have been calculated and all of these results have been shown in the general 
combination table.  

Taking only the size of qualitative conflict or the size of quantitative conflict in the objective function into 
account would be not enough. So, the objective function should be a form of minimizing a function of 
both. Such an objective function can be given as shown in Eq. (13) in order to minimize the total of the 
generalized means [37] of the size of qualitative conflict cij, and the size of quantitative conflict vij. 

 
  




























 n
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Either the arithmetic or the geometric mean of the cij and vij could have been used in Eq. (13). However, 
the generalized mean has been preferred here as it always yields in a bigger value than the arithmetic and 
geometric mean. So, it has been made harder to make matching between propositions have bigger 
qualitative and/or quantitative conflict.  

4.2.4. Matching problem 

The problem as how to match the },min{ mn  pair from mn   probable pairwise combinations under 
constraints given in Eq. (9), Eq. (10), Eq. (11) and Eq. (12) with objective function given in Eq. (13) can 
be overcome through optimal solution of 0-1 integer programming problem. Thus; matching problem of 
the AFP given as follows in Eq. (14): 

 

 

 

 

 

 

 

 

The mn   cells of the general combination table had mn   matching decision variables xij, in a matching 
problem. In linear programming, a feasible solution is a choice of values for decision variables that 
satisfies all constraints. For a minimization problem as in the case matching problem, the optimal solution 
is a feasible solution that gives the smallest objective function value. If an optimization problem has more 
than one optimal solution, it is said that it has alternative optimal solutions [41]. In an optimal solution of 
a model of Eq. (14) created in matching stage; },min{ mn  of them get 1 and the rest get 0. As stated in 
Section 4.2.1, matching decision variables which have value 1 in optimal solution determine the matched 
pairwise combinations. The optimal solution method of Eq. (14) is not subject of this paper. Detailed 
information about solving this mathematical model can be found at [41, 42]. There are also many 
computer programs solving this kind of optimization problem.  

4.3. Combination stage 

In the calculation of combined bba; the matched pairwise combinations will be used as base and if 
necessary, the other non-base pairwise combinations will be considered with a lower weight than the 
weight of the matched pairwise combinations. A pairwise combination of matched propositions is called 
base of pairwise combination. The cell corresponding to this pairwise combination in the general 
combination table will be called base cell of pairwise combination. In other words, the cells corresponding 
to the matching decision variables which get 1 in the general combination table are called base cells of 
pairwise combination. The weights of the cells of pairwise combination on the general combination result 
are shown with wij at the first row of every cell of pairwise combination in the general combination table. 
The weight of base cell of pairwise combination will be shown with b

ijw , the size of qualitative conflict 

with b
ijc  and the size of quantitative conflict with b

ijv . The general combination table in which the weights 

 
 













 n

i

m

j
ij

ijij
x

vc

1 1

2/122

2
min  

  



m

j
ijx

1

1 ,  ni ...,,1  

  



n

i
ijx

1

1 ,  mj ...,,1       (14) 

  },min{
1 1

mnx
n

i

m

j
ij 

 

 

  1,0ijx     ni ...,,1 , mj ...,,1 . 
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are also shown is called weighted general combination table. Table 2 in Section 5.1 gives a weighted 
general combination table for Example 2. 

The weights of the base cells of pairwise combination on the general combination result are calculated as 
shown in Eq. (15). 

2/122

2

)()(
1 












 


b
ij

b
ijb

ij

vc
w         (15) 

Then, firstly the one with the biggest weight of the base cells of pairwise combination is considered. The 
weight of the non-base cells of pairwise combination that is positioned in the same row or column with the 
base cell of pairwise combination with the biggest weight is calculated as shown in Eq. (16). 

b
ijij ww  1             (16) 

If there is neither qualitative nor quantitative conflict ( 0b
ijc , 0b

ijv ) between two bbas of the base cell of 

pairwise combination; Eq. (15) and Eq. (16) provide that the combination weight of the base cell of 
pairwise combination is 1b

ijw . Thus, the combination weight of the other cells of pairwise combination 

that are in the same row or column as this base cell of pairwise combination are zero as in the case of 
Example 1. If there is any measure of qualitative or quantitative conflict, Eq. (15) and Eq. (16) provide 
that the weight of the base cell of pairwise combination on the combination is measured by subtracting the 
generalized mean of this qualitative or quantitative measure from 1. In such a case, the combination 
weight of other pairwise combinations that are in the same row or column with this base cell of pairwise 
combination equals to the generalized mean of conflicts in the base cell of pairwise combination.  

A non-base cell of pairwise combination can be in the same row with a base cell of pairwise combination 
and in the same column with another base cell of pairwise combination. If this is the case, how can the 
combination weight for a non-base cell of pairwise combination be achieved? Which one of the base cells 
of pairwise combination is affecting the non-base cell of pairwise combination? It will be wise firstly to 
calculate combination weights of the non-base cells of pairwise combination, which are in the same row or 
column with the base cell of pairwise combination with the biggest combination weight of all base cells of 
pairwise combination. Once the weight of a non-base cell of pairwise combination is determined, it will 
not change then. 

In the general combination table, after the weights for all the cells of pairwise combination are calculated 
the general combination results are calculated as in Eq. (17), 
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,   X   (17) 

and then the combined bba and so the combined belief function is achieved. Eq. (17) shows the combined 
bba )(XmAFP , which is given for any of the subsets  2X  products of agreement or conflict sets 
achieved through pairwise combination phases. It can be seen in the numerator of Eq. (17) that the mass of 
agreement or conflict (aij, bij, dij) committed to the sets with X agreement or conflict sets ( Xe ji  , 

Xe ji 2\1
\ , or Xe ji 1\2

\ ) of all the cells of pairwise combination are added by multiplying with their weights 

( ijw ). In the denominator the mass of agreement and conflict committed to all the agreement and conflict 
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sets (  2A ) are added by multiplying with their weights. Indeed, this is normalization. So, the value N in 
Eq. (18) is called normalization constant. 

 )()()(
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     (18) 

Then, given Eq. (18), Eq. (17) can be rewritten as Eq. (19).  

NXdwXbwXawXm ijij
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,,,
,  X   (19) 

The normalization term N given in Eq. (18) of the combined bba is composed of three terms. In the first 
term the mass of agreement committed to all of the agreement sets are added by multiplying with their 
weights. In the second and third terms the mass of conflict committed to all of the conflict sets are added 
by multiplying with their weights.  In the Eq. (18) if the first term is shown by aN , and the total of the 

second term and the third term is shown by cN  Eq. (18) can be rewritten as Eq. (20). The total measure of 

conflict   as an indicator of the effect of the conflict sets over the general combination results is achieved 
by the Eq. (21). 

 ca NNN            (20) 

NNNNN ccac  )(         (21) 

It is said that as the total measure of conflict approaches 1 the conflict between the bbas which will be 
combined is high and as it approaches 0 the conflict between the bbas which will be combined is low. The 
fact that the conflict is high does not make the result meaningless but it stresses the existence of the high 
conflict between the data from two evidence sources.  

5. Numerical examples  

In this section we give two numerical examples. In these examples, we are interested in two individual 
belief functions to produce a single combined belief function when the individual belief functions come 
from equally reliable and occurrence independent sources of information. In Section 5.1, an example is 
illustrated to show the use of the AFP for general case. On the other hand, in Section 5.2, we chosen a 
special case example which have alternative optimal solution for its matching problem.  

5.1. General case example  

Example 2 has an optimal solution in the matching stage, so it serves showing the use of the AFP for 
general case.  

Example 2. Given two belief functions, 1Bel  and 2Bel , over the same frame of discernment },,{ cba  

from two bodies of evidence ),( 111 mE  and ),( 222 mE   as follows: 

 ),( 111 mE  = { 3.0),,(1 cbam ; 1.0)(1 cm ; 2.0),(1 dcm ; 4.0),,,(1 dcbam } 

),( 222 mE  = { 4.0),(2 bam ; 6.0),(2 dcm }. 
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Definition stage 

The focal element set of the first bba is 1e  and the number of focal elements is  41  en . The focal 

element set of the second bba is 2e  and the number of focal elements is  22  em .  

The agreement set of the cfe set to be obtained as a result of pairwise combination of the first focal 
element (i=1) of the first bba, namely ),,(11 cbae   and the first focal element (j=1) of the second bba, 

namely ),(21 bae  ; is  

},{},{},,{211111 babacbaeee  . 

The conflict sets of the cfe, are obtained as;  

{c}b}{a,-},,{e- 2111
2\1
1\1  cbaee  

 }{c}b,{a,-},{e- 1121
1\2

1\1  baee  

So with respect to the conflict set one is {c} , the agreement set is },{ ba , and the conflict set two is }{ ; 
by using the Eq. (1), the cfe of the first pairwise combination can be represented in the first cell of Table 1 
as follows:  

 )())(()( abc . 

By using the Eq. (2), Eq. (3), and Eq. (4) for mass sharing, the mass of agreement, mass of conflict one 
and mass of conflict two are calculated as follows:  

321.0103.0),( 111111  arbaaa , 131.0017.0)( 111111  brcbb , and 

0)( 111111  drdd . 

By using the Eq. (5) the size of qualitative conflict is calculated as,   

 290.0
0131.0321.0

0131.0

111111

1111
11 










dba

db
c . 

By using the Eq. (6) and Eq. (7) the size of quantitative conflict is calculated as,   

346.012.04.0*3.011 g , 
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Up to here, only the results of the first pairwise combination have been obtained but the rest of the 4*2-
1=7 pairwise combinations will not be given here in detail. The results of all pairwise combinations are 
given in Table 1.  
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Table 1. General combination table for Example 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Matching stage  

In the matching stage for this example, the matching problem formulation by utilizing Eq. (14) is obtained 
as:  

  4241323122211211 269.0259.0299.0737.0532.0791.0479.0226.0min xxxxxxxx   

11211  xx , 12221  xx , 13231  xx , 14241  xx  

  141312111  xxxx ,  142322212  xxxx  

  24241323122211211  xxxxxxxx  

  1,0ijx  , 4,...,1i  2,1j  

In the optimal solution of the matching problem stated above, the values of the two matching decision 

variables are obtained as 1*
11 x , 1*

42 x  and the others are obtained as 0. Thus, the 1st proposition of the 
first bba and the 1st proposition of the second bba are matched and also the 4th proposition of the first bba 
and the 2nd proposition of the second bba are matched.  

Combination stage 

In conformity with the above stated matching, the cells (1,1) and (4,2) of the general combination table 
become base cells of pairwise combination. Thus, the weights of the base cells of pairwise combination 
from the Eq: (15) are:  

           774.0226.0111 bw , 731.0269.0142 bw  

As the largest weight between the base cells of pairwise combination is 774.011 
bw , the weights of the 

cells (1,2) existing in the same row with the base cell (1,1) and the weights of the cells (2,1), (3,1) and 
(4,1) existing in the same column with the base cell (1,1) are calculated by the Eq (16) as: 

           |     m2(ab)=0.400     |     m2(cd)=0.600     | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
    m1     |     (c)((ab))()      |     (ab)((c))(d)     | 
   (abc)   |    b11  a11  d11     |    b12  a12  d12     | 
   0.300   | 0.131  0.321  0.000  | 0.200  0.283  0.245  | 
           | c11=0.290  v11=0.134 | c12=0.611  v12=0.293 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
    m1     |     (c)(())(ab)      |      ()((c))(d)      | 
    (c)    |    b21  a21  d21     |    b22  a22  d22     | 
   0.100   | 0.089  0.000  0.179  | 0.000  0.185  0.160  | 
           | c21=1.000  v21=0.500 | c22=0.464  v22=0.592 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
    m1     |     (cd)(())(ab)     |      ()((cd))()      | 
   (cd)    |    b31  a31  d31     |    b32  a32  d32     | 
   0.200   | 0.163  0.000  0.231  | 0.000  0.346  0.000  | 
           | c31=1.000  v31=0.293 | c32=0.000  v32=0.423 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
    m1     |     (cd)((ab))()     |     (ab)((cd))()     | 
  (abcd)   |    b41  a41  d41     |    b42  a42  d42     | 
   0.400   | 0.200  0.346  0.000  | 0.219  0.438  0.000  | 
           | c41=0.366  v41=0.000 | c42=0.333  v42=0.184 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
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226.0423121  www  

As the second largest weight between the base cells of pairwise combination is 731.042 
bw  the weights of 

the cells (2,2) and (3,2), existing in the same column with the base cell (4,2) are (using the Eq (16)) 
obtained as: 

269.03222  ww  

If these obtained weight values are placed in the general combination table, the weighted general 
combination table will be obtained as given in Table 2. 

Table 2. Weighted general combination table for Example 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

By using the Table 2, Eq. (18), and Eq. (20) the normalization coefficient N is obtained as:  

854.0aN , 600.0cN , 454.1600.0854.0 N . 

By using the Table 2 and the Eq. (19) the combined bba is obtained as:  

  162.0)( 2121111122221212  NbwbwawawcmAFP  

   068.0)( 22221212  NdwdwdmAFP  

  429.0),( 313121214242121241411111  Ndwdwbwbwawawbam AFP

   341.0),( 4141313142423232  Nbwbwawawdcm AFP . 

 The total measure of conflict from the Eq. (21) is obtained as, 

 413.0330.1510.0  . 

 

           |     m2(ab)=0.400     |     m2(cd)=0.600     | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
           |      w11=0.774       |      w12=0.226       | 
    m1     |     (c)((ab))()      |     (ab)((c))(d)     | 
   (abc)   |    b11  a11  d11     |    b12  a12  d12     | 
   0.300   | 0.131  0.321  0.000  | 0.200  0.283  0.245  | 
           | c11=0.290  v11=0.134 | c12=0.611  v12=0.293 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
           |      w21=0.226       |      w22=0.269       | 
    m1     |     (c)(())(ab)      |      ()((c))(d)      | 
    (c)    |    b21  a21  d21     |    b22  a22  d22     | 
   0.100   | 0.089  0.000  0.179  | 0.000  0.185  0.160  | 
           | c21=1.000  v21=0.500 | c22=0.464  v22=0.592 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
           |      w31=0.226       |      w32=0.269       | 
    m1     |     (cd)(())(ab)     |      ()((cd))()      | 
   (cd)    |    b31  a31  d31     |    b32  a32  d32     | 
   0.200   | 0.163  0.000  0.231  | 0.000  0.346  0.000  | 
           | c31=1.000  v31=0.293 | c32=0.000  v32=0.423 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
           |      w41=0.226       |      w42=0.731       | 
    m1     |     (cd)((ab))()     |     (ab)((cd))()     | 
  (abcd)   |    b41  a41  d41     |    b42  a42  d42     | 
   0.400   | 0.200  0.346  0.000  | 0.219  0.438  0.000  | 
           | c41=0.366  v41=0.000 | c42=0.333  v42=0.184 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
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5.2. Special case example  

As a special case, some of the matching problems may have alternative optimal solutions. Example 3 has 
alternative optimal solutions in the matching stage, so it serves showing how can be obtained a final 
combined bba from alternative combined bbas.  

Example 3. Given two belief functions, 1Bel  and 2Bel , over the same frame of discernment },,{ cba  

from two bodies of evidence ),( 111 mE  and ),( 222 mE   as follows: 

 ),( 111 mE  = { 1),,(1 cbam } 

),( 222 mE  = { 5.0),(2 bam ; 5.0),(2 cbm }. 

Definition stage 

The general combination table in which the results obtained through 221   numbered pairwise 
combinations of propositions which belong to two bbas is given in Table 3. 

Table 3. General combination table for Example 3 

 

 

 

 

Matching stage  

In the matching stage for this example, the matching problem formulation by utilizing Eq. (14) is obtained 
as:  

  1211 308.0308.0min xx   

11211  xx , 111 x , 112 x  

  11211  xx  

  1,01 jx  , 2,1j  

The matching problem stated above has alternative optimal solutions. One of the alternative solutions is 
1*

11 x , 0*
12 x , and the other is 0*

11 x , 1*
12 x .  

Combination stage 

The weighted general combination tables according to the two alternative optimal solutions are given in 
Table 4a and Table 4b, respectively. 

 

 

           |     m2(ab)=0.500     |     m2(bc)=0.500     | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
    m1     |     (c)((ab))()      |     (a)((bc))()      | 
   (abc)   |    b11  a11  d11     |    b12  a12  d12     | 
   1.000   | 0.333  0.624  0.000  | 0.333  0.624  0.000  | 
           | c11=0.348  v11=0.293 | c12=0.348  v12=0.293 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
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Table 4a. Weighted general combination table for first alternative optimal solution of Example 3 

 

 

 

 

Table 4b. Weighted general combination table for second alternative optimal solution of Example 3 

 

 

 

 

 

So according to two weighted general combination tables given in Table 4a and 4b, two alternatives 
combined bba are obtained. Then, as doing in Example 1 in Section 3.2, the geometric mean of these two 
alternatives combined bba can be used as the final combined bba. The results are given as follows: 

 

 

 

 

 

 

 

6. Comparison of three methods  

This section describes four examples that compare weighted average operator (WAO), combination by 
compromise (CBC) and the AFP. The definitions of the WAO and the CBC can be seen in [38] and [32], 
respectively.  

Example 4: Zadeh’s example 

In the literature, Zadeh’s example appears in different but essentially equivalent versions of disagreeing 
experts. We will present Zadeh’s example by the story of that a patient examined by two doctors [9, 10]. 
Assume that the first doctor diagnosis is that patient has either meningitis, with probability 0.99, or brain 
tumor, with probability 0.01. The second doctor agrees with the first one that the probability of brain 
tumor is 0.01, but believes that it is the probability of concussion rather than meningitis that is 0.99. So, 
they provide the following diagnosis: 

 99.0)(1 mm  01.0)(1 tm  and 99.0)(2 cm  01.0)(2 tm . 

           |     m2(ab)=0.500     |     m2(bc)=0.500     | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
           |      w11=0.678       |      w12=0.322       | 
    m1     |     (c)((ab))()      |     (a)((bc))()      | 
   (abc)   |    b11  a11  d11     |    b12  a12  d12     | 
   1.000   | 0.333  0.624  0.000  | 0.333  0.624  0.000  | 
           | c11=0.348  v11=0.293 | c12=0.348  v12=0.293 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 

           |     m2(ab)=0.500     |     m2(bc)=0.500     | 
----------- ---------------------- ---------------------- 
           |      w11=0.322       |      w12=0.678       | 
    m1     |     (c)((ab))()      |     (a)((bc))()      | 
   (abc)   |    b11  a11  d11     |    b12  a12  d12     | 
   1.000   | 0.333  0.624  0.000  | 0.333  0.624  0.000  | 
           | c11=0.348  v11=0.293 | c12=0.348  v12=0.293 | 
----------- ---------------------- ---------------------- 

The first alternative 
combined bba 
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with geometric mean 

 

.348.0

),(

),(

)(

)(

326.0
326.0

174.0
174.0









cbm

bam

cm

am

AFP

AFP

AFP

AFP

 



M. Büyükyazıcı, M. Sucu / İstatistikçiler Dergisi: İstatistik&Aktüerya, 2020, 2, 78-100 
 

 
 
 

97

The combination results are given in Table 5. In the columns for the WAO and AFP, it is observed that the 
bbm of the agreed t increases and the bbm of conflicted m and c decreases. However, with CBC, the bbm 
of the agreed t decreases. According to the AFP, the measure of conflict for Zadeh’s example is 0.976. 
The other methods did not give a measure of conflict. 

Table 5. Comparison of methods in Zadeh’s example 

 m1 m2 WAO CBC AFP 
m 0.99 0.00 0.494951 0.499851 0.488097 
t 0.01 0.01 0.010099 0.000298 0.023805 
c 0.00 0.99 0.494951 0.499851 0.488097 
conflict,    - - 0.976000 

 

Example 5: Zadeh’s modified example  

When introducing a small amount of uncertainty in the doctor’s opinions, the bbms and the results of 
applying the methods are given in Table 6. In this case, only in the column for the AFP, it is observed that 
the bbm of the agreed t and the bbm of the agreed   increases. According to the AFP, the measure of 
conflict for Zadeh’s modified example is 0.953. When comparing with the measure of conflict of Zadeh’s 
example, there is a decrease in the measure of conflict. This decrease is also a consistent result.   

Table 6. Comparison of methods in Zadeh’s modified example 

 m1 m2 WAO CBC AFP 
m 0.98 0.00 0.490000 0.494801 0.476522 
t 0.01 0.01 0.010100 0.000398 0.023478 
c 0.00 0.98 0.490000 0.494801 0.476522 
m,t 0.00 0.00 0.000000 0.004900 0.000000 
m,c 0.00 0.00 0.000000 0.000100 0.000000 
t,c 0.00 0.00 0.000000 0.004900 0.000000 
  0.01 0.01 0.009900 0.000100 0.023478 
conflict,    - - 0.953000 

 

Example 6: Bayesian belief functions  

Let 1m  and 2m  belong to two Bayesian belief functions over the  cba ,, . The bbms and the results of 
applying the methods are given in Table 7. In this example, the results are expected to be between 
 20.0,10.0  for singleton a ,  30.0,20.0  for singleton b , and  70.0,50.0  for singleton c . The results 
produced by CBC are not corresponding to these expectations. The WAO produce results in expected 
intervals, however the results are very close to the borders. In the columns for the AFP the results are 
consistent with expectations. Furthermore, the results are consistent with geometric means between 1m ’s 
and 2m ’s bbms of same singletons. According to the AFP, the measure of conflict for this example is 

0.242. It is reasonable since the existence of the quantitative conflict between bbms.  

Table 7. Comparison of methods in Bayesian belief functions 

 m1 m2 WAO CBC AFP 
a 0.10 0.20 0.105500 0.086944 0.152085 
b 0.20 0.30 0.202500 0.194071 0.264078 
c 0.70 0.50 0.692000 0.718984 0.583837 
conflict,    - - 0.242000 
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Example 7: Identical Bayesian belief functions  

Let 1m  and 2m  belong to two identical Bayesian belief functions over the  cba ,, . The bbms and the 
results of applying the methods are given in Table 8. In this case, according to the idempotency rule, the 
results are expected to be the same with these identical bbas. Only the AFP produced the expected results. 
According to the AFP, the measure of conflict for this example is zero. It is reasonable since there is no 
conflict between two bbas with respect both qualitative and quantitative.  

Table 8. Comparison of methods in identical Bayesian belief functions 

 m1 m2 WAO CBC AFP 
a 0.10 0.10 0.056000 0.040833 0.100000 
b 0.20 0.20 0.132000 0.128889 0.200000 
c 0.70 0.70 0.812000 0.830278 0.700000 
conflict,    - - 0.000000 

7. Conclusions 

We propose a new consensus generator called “Analytic Fusion Process” in the framework of 
mathematical theory of evidence. The proposed method is a geometric mean based analytical method that 
operate on the individual belief functions to produce a single combined belief function when the 
individual belief functions comes from equally reliable and occurrence independent sources of 
information. This method satisfies the idempotent and commutative law. Furthermore, this method also 
produces a measure of conflict shows whether the original beliefs were in harmony or in conflict. Another 
advantage is that the measure of conflict produced by this method reflects both qualitative and quantitative 
conflict. Unfortunately, Analytic Fusion Process is not associative. However, an n-ary version of the 
method can be developed, and combining n basic belief assignments simultaneously can be a practical 
substitute for associativity in many real world application. The other disadvantage of the proposed method 
is it needs many calculation process. However, using a computer program to accomplish the whole 
calculation process of the methods simplifies the task. We have written such a program that accomplish 
the whole calculation process of the Analytic Fusion Process. 

The proposed method, the weighted average operator, and the combination by compromise method are 
compared with each other using four examples. The results show that the Analytic Fusion Process produce 
results that are much more convincing than the others. Furthermore, it is seen that measure of conflict 
produced by Analytic Fusion Process is really reasonable. To our knowledge it is the only real single 
measure of conflict which measures how the original beliefs were in conflict in the framework of 
mathematical theory of evidence. 
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