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Oz

Diinyada oldugu gibi iilkemizde de son yillarda faydas: belirli emeklilik planlarindan katkis1 belirli emeklilik
planlarina gecis oldukga yayginlagmistir. Katkisi belirli emeklilik planlarinda yatirim riski katilimer tizerinde
oldugu i¢in optimal yatirim stratejisinin belirlenmesi olduk¢a onemlidir. Katkisi belirli emeklilik planlarinda
optimal yatirim stratejisinin belirlendigi ¢aligmalarda genellikle, klasik bir yaklasim olan beklenen faydanin
maksimizasyonu kullanilmigtir. Fakat beklenen faydanin maksimizasyonu gergek diinyayi, dzellikle birey
kayiptan kaginan bir birey oldugunda iyi yansitmamaktadir. Bununla birlikte, yatirimeilarin ¢ogu da aslinda
kayiptan kacinan bireylerdir. Bu nedenle katkisi belirli emeklilik planlarinda optimal yatirim stratejisinin
kayiptan kaginan bireyler igin belirlenmesi olduk¢a dnemlidir. Hedeflenen fon ile gergeklesen fon biiyiikligi
arasindaki farkin minimizasyonuna dayanan bir diger yontem ise, donem sonu hedef fon biiyiikliigii ve ara
donem fon hedeflerini belirleyerek, hedeflenen fon biiyiikliigii ile gerceklesen fon biiyiikliigii arasindaki farkin
karesi olarak tanimlanan maliyet fonksiyonlarinin iskontolu toplamimi minimize edecek sekilde optimal
yatirim stratejisinin belirlenmesidir. Bu ¢alismada kayiptan kaginan bireyler i¢in elde edilen sonuglar, maliyet
fonksiyonunun kullanildigi modelden elde edilen sonuglar ile karsilastirmali olarak elde edilmistir. Optimal
yatirim stratejisi belirlenirken her iki modelde de dinamik programlama yontemi kullanilmistir. Her iki
modelde elde sonuglar incelendiginde ise sonuglarin birbirine ¢ok yakin gergeklestigi goriilmiistiir. Optimal
yatirim stratejisi birikim déneminin basinda fonun tamaminin riskli yatirim aracinda degerlendirilmesi, birikim
doneminin ilerleyen yaslarinda fonun riskli yatirim aracinda degerlendirilen oraninin azaltilarak, risksiz
yatirim aracinda degerlendirilen oraninin artirtlmasi, birikim déneminin sonunda ise fonun biiyiik bir kisminin
risksiz yatirim aracinda degerlendirilmesi bigimindedir. Bununla birlikte kayiptan kaginan bireyin daha uzun
bir siire, daha az risk alarak daha tutucu bir yatirim stratejisi izledigi goriilmektedir.

Anahtar sozciikler: Katkisi belirli emeklilik plani, Kayiptan kaginma, Maliyet fonksiyonu, Optimal yatirim
stratejisi, Dinamik programlama.

* Bu ¢aligma, birinci yazarin, ikinci yazarin danismanliginda hazirladigi doktora tezinden iiretilmistir.
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Abstract

Determining the optimal investment strategy according to the loss attitude in defined
contribution pension plans

In recent years, as in the rest of the world, the transition from defined benefit pension plans to defined
contribution pension plans has become quite common in our country as well. Because the investment risk is on
the participant, it is very important to determine the optimal investment strategy in defined contribution pension
plans. Studies that determine the optimal investment strategy in defined contribution pension plans generally
use the classical approach of maximizing expected utility. However, maximizing expected utility does not reflect
the real world well, especially when the individual is loss-averse. Besides, most investors are actually loss-
averse. Therefore, it is crucial to determine the optimal investment strategy for loss-averse individuals in defined
contribution pension plans. Another method based on minimizing the difference between the target fund and the
actual fund size is to determine the optimal investment strategy by minimizing the discounted sum of cost
functions defined as the square of the difference between the target fund size and the actual fund size, by
specifying end-of-period target fund size and interim fund targets. In this study, the results obtained for loss-
averse individuals are compared with the results obtained from the model using the cost function. Dynamic
programming methods are used in both models to determine the optimal investment strategy. When the results
obtained in both models were examined, it was observed that the results were very close to each other. The
optimal investment strategy is to use the entire fund in a risky investment asset at the beginning of the
accumulation period, to decrease the ratio of the fund used in the risk-free investment asset in the later years of
the accumulation period, to increase the ratio used in the risk-free investment asset, and to use a large part of
the fund in the risk-free investment asset at the end of the accumulation period. Furthermore, it is observed that
a loss-averse individual follows a more conservative investment strategy over a longer period, taking less risk.

Keywords: Dynamic programming, Defined contribution pension plan, Loss aversion, Cost function, Optimal
investment strategy.,

1. Giris

Emeklilik plani, katilimcilarin aktif ¢alisma siireleri boyunca yaptiklar1 katkilar1 uzun vadeli yatirima
yonlendirerek, emeklilik donemlerinde ¢alisma donemindeki tiiketim seviyesini devam ettirebilmelerini
saglayabilecekleri bir gelir elde etmelerini saglamayr ve bu sayede emeklilik doneminde baskalarina
muhtag olmalarimi engellemeyi amaglayan, plan katilimcilarinin sahip oldugu haklar ve sorumluluklarin
diizenleyen sozlesmelerdir [1].

Emeklilik planlarinin diinyada en yaygin olarak kullanilan iki tiirii, faydasi belirli emeklilik planlar1 ve
katkis1 belirli emeklilik planlaridir.

Faydasi belirli emeklilik planlari, katilimcinin emeklilik doneminde hak kazanacagi gelirinin tam degerinin
onceden belirlenememesine ragmen, gesitli yontemlerle hesaplanabildigi planlardir. Cogunlukla kamu
sektoriinde rastlanilan bu planlarda, katilimcinin yapacagi katki oran1 6nceden planlanmaktadir [2].

Son yillarda faydasi belirli emeklilik planlarindan katkisi belirli emeklilik planlarina gecis oldukca
yayginlagsmig ve katkisi belirli emeklilik planlar1 sosyal giivenlik sisteminde 6nemli bir rol oynamaya
baslamistir. Literatiir incelendiginde de katkis1 belirli emeklilik planlar iizerine ¢aligmalarin son yillarda
oldukca arttig1 goriilmektedir.

Katkist belirli emeklilik planlari, katilimer tarafindan yapilacak katki oraninin daha 6nceden belirli oldugu
emeklilik planlaridir. Emeklilik ddneminde katilimci tarafindan biriktirilen fon miktari, birikim doneminde
yapilan katkilarin, katki yapacagi siirenin yani emeklilik yasinin ve yatirim getirisinin bir fonksiyonudur
[2]. Katkist belirli emeklilik planlarinda, katkilarin yapildigi birikim dénemi ve yapilan katkilar sonucu
olusan fonun emeklilik geliri olarak alindig1 dagitim donemi olmak iizere iki donem vardir. Faydas1 belirli
emeklilik planlarinda yatirim riski plan sponsoru tarafindan tizerine alinirken, katkisi belirli emeklilik
planlarinda ise bu risk katilimcmin {izerindedir. Dolayisiyla optimal yatirim stratejisinin belirlenmesi
katilimer igin olduk¢a 6nemlidir.
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Literatiirde katkis1 belirli emeklilik planlarinda optimal yatinm stratejisine iliskin g¢aligmalar
incelendiginde, bu ¢alismalarin ¢ok eski yillara dayandigi gériilmektedir. Bu konuda yapilan ilk ¢alismalar
Samuelson [3] ve Merton’a [4], [5] ait olup, Kkatkis1 belirli emeklilik planlarinda optimal yatirim
stratejisinin belirlenmesine iligkin ¢aligmalar giiniimiizde hala yapilmaktadir.

Bodie, Merton ve Samuelson [6], Cairns [7], Owadally [8] 2000°1i yillara kadar optimal yatirim stratejisi
iizerine yapilan bazi diger ¢caligmalardir.

Katkisi belirli emeklilik planlarinda optimal yatirim stratejisi iizerine yapilan ¢aligmalarm 2000°1i yillarin
basinda oldukga arttig1 goriilmektedir. Bu caligmalarin baslicalari sunlardir: Vigna ve Haberman [9], Blake,
Cairns ve Dowd [10], Haberman ve Vigna [11], Gerrard, Haberman ve Vigna [12], Cairns, Blake ve Dowd
[13], Battocchio, Menoncin ve Scaillet [14], Yang ve Huang [15], Blake, Wright ve Zhang [16], Chen,
Haberman ve Thomas [17].

Katkis1 belirli emeklilik planlarinda optimal yatirim stratejisinin belirlendigi ¢alismalarda genellikle, klasik
bir yaklasim olan beklenen faydanin maksimizasyonu kullanilmistir. Fakat Rabin ve Thailer [18] beklenen
fayda kriterinin ¢ogu risk davranisi i¢in uygun olmadigimi belirtmislerdir. Beklenen faydanin
maksimizasyonu ger¢ek diinyayi, Ozellikle birey kayiptan kagman bir birey oldugunda iyi
yansitmamaktadir. Bununla birlikte yatirnmcilarin ¢ogu aslinda kayiptan kaginan bireylerdir. Bu nedenle
kayiptan kag¢inan bireyler i¢in optimal yatirim stratejisinin belirlenmesi olduk¢a 6nemlidir.

Kayiptan kaginma toplam varligin kesin degerindeki degisimden ziyade, 6nceden tanimlanmis bir referans
noktasi veya gelire gore varliktaki kayip veya kazang ile tanimlanir. Kayiptan kaginma kavramu ilk olarak
Kahneman ve Tversky [19] tarafindan davranigsal finansin temel tasi olan “beklenti teorisinin” iginde
tammlanmistir. Beklenti teorisi temel olarak bireyin davraniglarim belirleyen motivasyonun, bu davranis
sonucundaki beklentiler oldugunu iddia eden teoridir. Bu teoriye gore kayiplar kazanglara gore yatirimeilari
duygusal olarak daha fazla etkilemektedir, bir baska deyisle kayip yatirnmcilarin géziinde kazanca gore
daha 6nemlidir.

Katkisi belirli emeklilik planlarinda kayiptan kaginan bireyler i¢in optimal yatirim stratejisinin belirlendigi
baslica calismalar, Berkelaar, Kouwenberg ve Post [20], Gomes [21], Blake, Wright ve Zhang [22]’e ait
caligsmalardir. Berkelaar, Kouwenberg ve Post [20] ve Gomes [21] optimal yatirim stratejisini siirekli
zamanda elde ederken, Blake, Wright ve Zhang [22] kesikli zamanda elde etmistir. Bu ¢aligmalarda
beklenen faydanin maksimize edilmesi yerine kayiptan kacinan bireyler i¢cin hedeflenen fon ile gergeklesen
fon biiyiikliigli arasindaki farkin minimize edilmesine olanak saglayan beklenti teorisi kullanilmustir.
Hedeflenen fon ile gergeklesen fon biiyiikliigili arasindaki farkin minimizasyonu aslinda literatiirde yeni bir
fikir degildir. Vigna ve Haberman [9] ve Haberman ve Vigna [11] dénem sonu hedef fon biiyiikliigii ve ara
donem fon hedeflerini belirleyerek, hedeflenen fon biiyiikliigii ile gergeklesen fon biiyiikliigli arasindaki
farkin karesi olarak tamimlanan maliyet fonksiyonlarmin iskontolu toplamini minimize edecek sekilde
optimal yatirim stratejisini belirlemislerdir. Ancak bu ¢alismada negatif sapmalarin yani sira hedeften
pozitif sapmalar da ayni oranda cezalandirilmaktadir. Hedeflenen fon biiyilikliigiinden pozitif sapma
istenilen bir durum oldugu i¢in bu ¢alismada; Blake, Wright ve Zhang [22]’de oldugu gibi sadece negatif
sapmalar cezalandirilacak sekilde optimal strateji belirlenmis, elde edilen sonuglar maliyet fonksiyonunun
kullanildig1 sonuglar ile karsilastirmali olarak verilmistir. Blake, Wright ve Zhang [22] bireyin kayiptan
kaginan bir birey oldugu diisiincesiyle, yatirrmin ve gelirin stokastik oldugu durumda sadece birikim
donemini dikkate alarak optimal yatirim stratejisini belirlemislerdir. Optimal yatirim stratejisi belirlenirken
zamanin kesikli oldugu varsayilmis ve stokastik model kullanilmistir.

Bu ¢alismada yer alacak diger boliimler su sekilde olusturulmustur: ikinci boliimde maliyet fonksiyonunun
kullanildigr model tamitilmis ve optimizasyon probleminin ¢dziimii elde edilmistir. Ugiincii boliimde
kullanilacak stokastik model tanitilmig, model varsayimlar ve kullanilan parametre degerleri verilmis,
kurulan iki model i¢in optimizasyon problemlerinin ¢éziimii elde edilmistir. Dérdiincii boliimde optimal
yatirim stratejisi kurulan her iki model i¢in elde edilmis, sonuglar karsilastirmali olarak verilmistir. Besinci
ve son bolimde ise elde edilen sonuglar Ozetlendikten sonra tartigma ve Oneriler ile c¢alisma
sonlandirilmagtir.
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2. Maliyet Fonksiyonunun Kullamldig1 Model

7 finansal danigsman tarafindan yapilan getiri tahminini, § bu tahmin ile hesaplanan her dénem basinda
yapilan bir birimlik 6demenin 7 dénem sonundaki birikimli degerini, f{7) donem sonunda hedeflenen fon
bliyiikligilinii gostermek tlizere, katilimci tarafindan her dénem basinda yapilacak sabit katki miktar1 (C),

C = /i(T)
STl 2.1

bi¢iminde hesaplanir. Fonun #+/ anindaki degeri 6zyineli olarak,

F=F+O0[1-y)e" +yzei] (2.2)
esitliginden hesaplanir. Esitlik 2.2°de:

Fii : Fonun #+/ anindaki degerini,

Fi : Fonun ¢ anindaki degerini,

C : Sabit katki miktarini,

Vi : Fonun yiiksek riskli yatirim aracinda degerlendirilen oranini,

(1-y) : Fonun diisiik riskli yatirim aracinda degerlendirilen oranini,

e : [t,¢+1] zaman araliginda sabit olan, diisiik riskli yatirim araci i¢in anlik faiz oranin,

Ae : [t,t+1] zaman araliginda sabit olan, yiiksek riskli yatirim araci1 i¢in anlik faiz oranini,

gostermektedir. Sabit katkili bireysel emeklilik planlarinda fonun %50’si diistik riskli, %50’si yiiksek
riskli yatirim araglarinda degerlendirildigi varsayildiginda Esitlik 2.2,

e +e"

E+l :(E+C)[ ]

2.3)

bi¢iminde ifade edilebilir. Yatirim getirisinin tahmin edilenden farkli olmasi, vade sonunda gerceklesen fon
biiyilikliigliniin hedeflenen fon biiyiikligiinden farkli olmasina yani vade sonunda acigin olusmasina neden
olur. Bu acik miktari, hedeflenen fon biiyiikliigii ile ger¢eklesen fon biiyiikliigli arasindaki farka esittir:

D.=f(1)-F; (2.4)

Katilimer i¢in risk, bu a¢igin yiiksek olmasidir. Bu agigin negatif olmasi ise fazlalik olarak adlandirilir.
Fonda agik da fazlalik da istenmeyen durumlardir [23].

2.1. Optimal yatirim stratejisi

Bireysel emeklilik planlarinda hedef fon biiyiikliigline ulasmanin diger bir yolu sabit katkilardan olusan
fonun optimal yatirim stratejisi ile degerlendirilmesidir.

Optimal yatirim stratejisi belirlenirken, yatirnm getirisinin zamanla degismesinden kaynaklanan dinamik
yapist nedeniyle Dinamik Programlama (DP) yontemi kullanilmistir. DP yontemi, Richard Ernest Bellman
tarafindan 1950 yilinda isimlendirilmistir. Baslangicta yalnizca bir ekonomik sistemin zaman i¢indeki
durumunun incelenmesinde kullanilan bu yontem, gliniimiizde zamanla ilgili olan siireglerin yani sira, farkli
nitelikteki siireclerin incelenmesinde de yaygin olarak kullanilmaktadir [24].

Bellman’in Optimalite ilkesi: * Baslangic kosulu ve baslangi¢ karari ne olursa olsun geri kalan kararlar
verilen ilk kararin sonucuna gore optimal bir politika olusturmalidirlar [25]” bigiminde tanimlanmaktadir.
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DP problemlerinin ¢ozlimi, uygun bir matematiksel modelin kurulmasi ile baglanmaktadir. Bu boliimde,
Vigna ve Haberman [18] tarafindan olusturulan Esitlik 2.2°de verilen model kullanilmistir.

Optimal yatirnm stratejisi belirlenirken, donem sonu fon biiylikliigli hedefinin yani sira ara dénem
hedeflerinin de belirlenmesi gerekmektedir. t=1 anindaki hedef fon, t=0 aninda Ejsitlik 2.1°den hesaplanan
sabit katki miktar1 C’nin bir donem ileri ¢ekilmesi ile bulunur:

S= Ce" 2.5)

Diger ara donemlerde hedef fon biiyiikliiklerini bulmak igin, hedef fon biiyiikliigiiniin f(1)’den f(T)’ye
dogrusal olarak arttig1 varsayilmustir.

Ara donemlerde hedeflenen fon biiyiikliigii ile gerceklesen fon biiyiikliigii arasindaki fark i¢in maliyet
fonksiyonu:

M(t)= 0:D’=0,(F:- 1)’ (2.6)
ve dénem sonu i¢in maliyet fonksiyonu:
M(T)=0Dr°=(F1- f1)’ 2.7

biciminde tanimlanmustir. Esitlik 2.6 ve Esitlik 2.7°de 6, ve 0, sabit birer katsay1 olup, vade sonunda hedef
fon biiyiikliigiine ulagilmasi ara donem hedeflerine ulasilmasindan daha 6nemli oldugundan dolay1: 6y,
6;’den daha biiyiik secilir.

Vade sonuna kadar her donem olusacak maliyetlerin t anindaki degeri:

T
G, =Y. 7"M(s)
s=t (2.8)
bi¢ciminde olup, bu esitlikte verilen y iskonto faktériidiir. Optimizasyonda hedeflenen fon biiyiikliigii ile
gergeklesen fon biiyiikliigi arasindaki farkin minimize edilmesi amaglandigindan Gt fonksiyonu minimize
edilmistir. Yapilan optimizasyon sonucunda optimal yatirim orani:

. M,
e ="
2L, 2.9)
olarak elde edilir. Burada:
L =P, (F +CY (ot 4 e 9T ) (2.10)
M, =P, (F,+C) (2" +2"7 2 ) =20, (F+C)(~¢" 2 +¢ 2) @.11)
bicimindedir. L, ve M, i¢cinde bulunan P, ifadesi, Pr=6 son degerinden baglanarak;
2y+2/1+0'|2+022 o,z+022 _
P :1 + Pt+l * [ ¢ (e 012)+52
ezxzwf]z +e2i+o'22 _Ze‘HZJrT (212)

formiilii ile 6z yineli olarak, Q; ifadesi, Or= 6f(T) son degerinden baglanarak;



M. Kirkagag, Y. Saykan / Istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya, 2023, 2, 39-56 44

2.2
ool
U+ A——

2u+2i+ot 03 o of+os 140,507 240,507 41,507 241,507
Yz 1 2(6' 2_1) e 2 (el T t+e z_e/ 1 1)

—e

g =fm-prc

3 3
ol +or ol+or

R *0]
HHA+ A+

eZ/Ho'lz + 627#0'22 _2e 2 ez/”a'z + equcrzz —2e 2 (2 1 3)

formiilii ile 6zyineli olarak elde edilir [9].
3. Kayiptan Kacinan Bireyler I¢in Kullanilan Model

Calismanin bu bdliimiinde kayiptan kagian bireyler i¢in kullanilan stokastik model tanitilacaktir.
Kullanilan modeller belirlenirken Blake, Wright ve Zhang [22] temel alinmistir. Kullanilan modellerin
varsayimlari

Fonun biri yiiksek riskli digeri risksiz olmak iizere 2 yatirim aracinda degerlendirildigi,

Katkilarin yillik olarak her yilin basinda yapildigi,

Degerlendirmenin yillik bazda yapildigi ve zamanin kesikli oldugu,

Tiim bireylerin sisteme 20 yasinda girdigi ve 65 yasinda emekli oldugu,

Donem sonu hedeflenen fon biiyiikliigiiniin “2/3 yerine koyma modeli” dikkate almarak
belirlendigi

bicimindedir. Bu bdliimde finansal araclarin getirileri ve gelire iligkin esitliklere deginildikten sonra hedef
fon biiytikliikleri ve amag fonksiyonu belirlenecektir.

3.1. Finansal Araclar

Yatirimin tahvil gibi biri risksiz, hisse senedi gibi biri yiiksek riskli olmak iizere iki yatirim aracinda
degerlendirilecegi varsayilsin.

r, risksiz yatirim aracinin yillik getirisini gostermek tizere,

x ile x+1 yaglar1 arasinda yiiksek riskli yatirim aracinin yillik getirisi R,:
1
Rx=r+(,u—502)+aZx (3.1)

bicimindedir. Burada x yiiksek riskli yatirim aracinin yillik risk primini, ¢ standart sapmasin1 gostermekte
olup {Z.}! Standart Normal dagilima sahip bagimsiz raslant1 degiskenleridir.

3.2. Gelir

Bu ¢aligmada gelir i¢in Cairns, Blake ve Dowd [13] tarafindan olusturulan model stokastik sok bilesenleri
olmadan kullanilmistir. /; gelirdeki biiyiime oranini géstermekte olup:

Sx-1
bicimindedir. Burada # ulusal kazancin ortalama yillik biiyiime oranini, Sx, x yasindaki genel maas profilini
gostermekte olup:

2
S, =1+h, [_1 + 0:_52‘))] +h, [_1 + 4("4;20) - {‘/5(;‘;20)} ];x = 20,21, ...,65 (3.3)

bi¢imindedir. Bu esitlikte /#,=-0,1865, h,=0,7537 olarak alinmistir. Bu parametre tahminleri Cairns, Blake
ve Dowd [13] tarafindan, ingiltere’de erkeklere iliskin 2005 yilina ait veriden, en kiiciik kareler yontemi
kullanilarak elde edilen degerlerdir.



M. Kirkagag, Y. Saykan / Istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya, 2023, 2, 39-56 45

Dolayisiyla, bireyin x yasinda beklenen geliri Y2p=1/ degerinden baslayarak iterasyon yoluyla:
Yx =Yeiexp(lx); x=21,22,...,65 (3.4

bigiminde elde edilir. Ise baslama yas1 olan 20 yastan, emeklilik yas1 olan 65 yasa kadar beklenen gelirdeki
degisim Sekil 3.1°de gosterilmektedir:

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Yas, X

Sekil 3.1: Beklenen gelirin yasa bagli degisimi

Sekil 3.1°den beklenen gelirin birikim déneminin basi olan 20 yastan itibaren dogrusal bir bigimde arttig1,
emeklilige yaklastiginda ise artis hizinin azaldigi goriilmekte olup, bu durum katilimcilarin genel maas
profiline uygundur.

3.3. Emeklilik Fonunun Birikimi ve Hedefler

Bu boéliimde birikim donemindeki herhangi bir zamanda gerceklesen ve hedeflenen fon biiyiikliiklerinin
nasil elde edildigi verilmistir. 6x.; x-1 yasinda fonun yiiksek riskli yatirim aracinda degerlendirilen oranini
gostermek {izere x yasinda fonun getirisi

Fon Getirisi = exp[0,_1Ry + (1 — 0,_)r]
1
= exp [Gx_lr + 0,1 (,u — EO'Z) + 0y_10Zy + 17— Oy_q1

=exp [r + 60,1 ((u - %02) + O'Zx)] (3.5)

bi¢cimindedir. Y, x-1 yasmdaki geliri, 7 sabit katki oranim1 géstermek iizere, fonun x yasinda gergeklesen
degeri olan F\, F2p=0 degerinden itibaren birikimli olarak

E, = (Fy_y + m Y 1) exp [r +6,_, ((u ~20%)+ azx)] ix = 21,22, ...,65 (3.6)
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biciminde elde edilir. Gergeklesen fon biylikliigiiniin yan1 sira, hedeflenen fon biiylikliigiiniin de
belirlenmesi gerekmektedir. Dénem sonu hedeflenen fon biyikligi “2/3 yerine koyma modeli”
kullanildiginda,

f(65) = §  Ygg 463 (3.7)

bi¢ciminde elde edilir. Ara dénem hedeflenen fon biiyiikliikleri donem sonu hedeflenen fon biytkligi /(65)
degeri kullanilarak geriye dogru:

+1
[0 =250y, x = 64,63,..20 (3.8)

biciminde elde edilir. Burada »* ara dénem fon hedefleri belirlenirken kullanilan iskonto oranim
gostermekte olup, risksiz yatirim aracinin getirisine bagh olarak r* = r + 0,011 bigiminde alinmistir [22].

3.4. Amag Fonksiyonunun Belirlenmesi

Beklenti teorisi kullanildiginda ise giris yasindan emeklilige kadar her yas i¢in fayda fonksiyonu:

Fe — f(x)™
ey = L g > )

= AT g < () (39)
2

bi¢cimindedir. Burada F gergeklesen fon biiyiikliigiinii, f{x) hedeflenen fon biiyiikliigiinii, v; kazang i¢in
egim parametresini, v> kayip i¢in egim parametresini, A kayiptan kaginma oranimi gostermektedir. A
kayiptan kaginma orani bireyin kayba karsi kazanca oldugundan kag kat daha duyarli oldugunu gostermekte
olup A>1 olarak alinir. v; ve v; egim parametreleri ise (0,1) araliginda degerler almaktadir. v; ve v, nin bu
aralikta deger almasi bireyin fonda kayip olmasi durumunda risk arayisinda oldugunu, fonda kazang olmasi
durumunda da riskten kagindiginmi gdstermektedir. Bu durum, standart fayda fonksiyonlarindaki i¢biikey
seklin aksine fayda fonksiyonunun kayip durumunda igbiikey, kazan¢ durumunda digbiikey olarak s
seklinde olmasina yol agmaktadir [26]. A>1, 0< v;<[ ve 0< v,<I durumlarinda beklenti teorisi fayda
fonksiyonunu genel sekli Sekil 3.2°deki gibidir:

Deger

Eayiplar

Sekil 3.2: Beklenti teorisi fayda fonksiyonu

Katilimcr agisindan donem sonu fon hedefine ulagsmak, ara donem fon hedeflerine ulagsmaktan daha 6nemli
oldugu i¢in, ara dénem fon hedeflerine w</ olacak sekilde daha diisiik bir agirlik verilir. Dolayisiyla x
yasindan emeklilige kadar iskonto edilmis fayda fonksiyonu toplam1

Ve = [Z?iax_l SWUx+s(Fx+s)] + ﬁ65_xU65 (Fes) = WU, (Fy) + BVx4q (3.10)
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bi¢ciminde belirlenir. Burada £ iskonto faktoriidiir.

3.5. Optimizasyon

Fonun yiiksek riskli yatirim aracinda degerlendirilen optimal yatirim orani 8,. bu toplamin beklenen degeri
maksimize edilerek belirlenir. Optimizasyon problemi

m%iEx (Vx) = m%J;Ex [{Zgiax_l SWUx+s (Fx+s)} + :865_xU65(F65)] (3-1 1)

bi¢imindedir. Bu optimizasyon problemine iligkin kisitlayici kosullar:

o E =(F_1+m Yy_q)exp [r +6,_4 ((u - %02) + aZx)] >0;x =21,22,..,65

o  Yx=Yx-lexp(lx)
e 0<6,<1 (3.12)
bi¢imindedir.

3.6. Optimal Yatirim Stratejisinin Elde Edilmesi

Verilen optimizasyon probleminin ¢dziimii i¢in Es. 3.11°de verilen Ex(V:) beklenen degerini maksimize
eden 6,’lerin birikim doneminin baglangici olan 20 yastan, birikim déneminin sonu olan 64 yasa kadar her
bir yas icin elde edilmesi gerekmektedir. Bu optimizasyon probleminin ¢oziimiinde, optimal yatirim
stratejisinin her bir yasta ayri ayri belirlenmesi ve problemin 6zyineli olarak birbirleriyle baglantili alt
problemlere ayrisan yapisi nedeniyle dinamik programlama yontemi kullanilmistir.

Dinamik Programlama yonteminde problemler ¢oziiliirken ileriye ve geriye dogru yineleme yontemleri

kullanilabilir. Geriye dogru yineleme yontemi ile oncelikle Es4(Vs4) beklenen degerini maksimize eden 6s4
degeri, sonra 6zyineli olarak 20 yasa kadar 6, degerleri elde edilmistir. x=64 yas igin:

0
"eiEea(Voa) = "o Eos [{Z B*WUgs1s(Fesrs)} + BUgs (Fes)]

s=0
"oesEea(Voa) = "5, E6a[WUs4s(Fea) + BUgs(Fes)] (3.13)

bi¢ciminde yazilir. Burada fayda fonksiyonlart:

Uga(Feg) = L0~ 1}: 1(64))171 ;Foq = f(64)

- —AW;F64 < F(64) (3.14)
UosFes) = T2 LED > £65)

- —AW;F&; < £(65) (3.15)

bigiminde olup, v;, v> ve A degerleri bilinen kayiptan kaginma parametreleridir. Fayda fonksiyonunun ve
diger fonksiyonlarm degerleri elde edilirken kullanilan parametre degerleri Blake, Wright ve Zhang
(2013)’de kullanilan degerler olup bu degerler ve Cizelge 3.1°de verilmektedir.
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Cizelge 3.1: Parametre degerleri

Kayiptan Ka¢inma Parametreleri Gelir Parametreleri
Kayiptan kaginma orani 4 4,50 ] 0,02
Kazang icin egim parametresi v; 0,44 o] 0,05
Kayip icin egim parametresi v, 0,88 hy -0,1865
h; 0,7537
Varlik Getirileri Diger Parametreler
Risksiz getiri oran1 » 0,02 Katk1 oram1 7 0,15
Riskli yatirim aracinin yillik risk primi ¢ 0,04 Ara hedefler i¢in agirlik w 0,5
Riskli yatirim aracinin volatilitesi o 0,18 ¢ 0,13
Iskonto faktorii B 0,96 h 0,55
k 0,29

Donem sonu hedeflenen fon biiyiikliigii degerleri olan f{65) degeri, PMA92 (1992 yili Emekli Erkekler i¢in
Mortalite Tablosu) kullanilarak Es. 3.7’den f{65)=62,66, ara donem hedeflenen fon biiyiikliiklerinden biri
olan f{64) degeri ise Es. 3.8’den f{64)=59,84 olarak elde edilir. Bilinmeyen degerler Fss ve Fss degerleridir.
Bu degerler Cizelge 3.1°de verilen parametre degerlerinin Es 3.6’da yerine konulmasiyla;

Fg5 = [Feq + (0,15 * 6,0254)] exp[0,02 + 64,(0,0238 + 0,18 * Z,)]
Fgq = [Fo3 + (0,15 * 6,0983)] exp[0,02 + 045(0,0238 + 0,18 = Z,))] (3.16)
olarak elde edilmistir. Dolayisiyla fayda fonksiyonlar1 da Es. 3.9°’dan

(F64 - 59,84)0'44

Usa(Fes) = 044 ; Foqa = 59,84
_ 0,88
= 4,52 < 59,84
Fgq +0,90) exp[0,02 + 6,,(0,0238 + 0,18 * Z,)] — 62,66}%**
Ugs (Feg) = {(Fea ) exp| 64(0 o ] } i Fos = 62,66
_ N 0,88
_ 45, (6268 (Fs4+0,90) exp[0,02+044(0,0238+0,18+Zy)] Fys < 62,66 (3.17)

0,88

bi¢ciminde elde edilmistir. Bu problemin stokastik dinamik programla yontemi ile ¢6ziilebilmesi igin
beklenen deger ifadesinin kesikli hale getirilmesi gerekmektedir. Bu amagla 64 yasinda gergeklesen fon
biiyilikliigli olan Fss degeri olasi deger araligi olan [0,200] arasinda 201 pargaya boliinerek her bir deger igin
sonuglar elde edilir. Fss degeri i¢in [0,200] araligindaki degerler kullanildiginda Uss(Fs4) degeri her bir
aralik igin sabit bir sayiya esit olacagindan Es. 3.13 ile verilen fonksiyonda beklenen deger disina sabit
olarak ¢ikacaktir. Bu durumda beklenen degeri alinmasi gereken tek ifade Uss(Fss5) degeri olur. Yani Es.
3.13’teki beklenen deger ifadesi sabit sayilarin digar1 alinmasi ile

meifEezt[Ues(Fss)]
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bi¢iminde sadelesir. Buradaki beklenen deger

[oe]

Eg4[Ugs(Fes)] = f Ues(Fgs)f (z)dz

— 00

bi¢imindedir. Bu beklenen deger standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu igerdigi i¢in
acik ¢oziimii yoktur. Bu amacla integralin yaklasik degerinin elde edilmesi icin Sayisal Integrasyon
yontemlerden olan, Gauss-Hermite Karelestirme yontemi kullanilmisgtir.

Uss(Fss) fayda fonksiyonunun acik hali yazildiktan sonra, islem kolayligi i¢in Uss(Fss) fayda
fonksiyonundaki sabitler beklenen deger disina ¢ikarilir ve beklenen deger igindeki ifade g(z) fonksiyonu
olarak tanimlanirsa birinci aralik (£ > f(x)) i¢in

91(2) = [(Fgs + 0,90)exp(0,02 + 0,02386,, + 0,18604,7Z,) — 62,66]%4* (3.18)

ikinci aralik (Fx < f{x)) icin ise

g2(2) = [62,66 — (Fgs + 0,90)exp(0,02 + 0,02386¢, + 0,186,7,)]%28 (3.19)

bi¢iminde elde edilir.

Es 3.18 ve Es 3.19’un beklenen degeri

e e 1 z2 ,
Esalg;(@)] = f_mgj(z)f(z)dz = f_ng(z)ﬁexp <—7> dz;j =12

z

bi¢imindedir. F=X doniistimii yapilirsa

“ 1
Eealg;(2)] = f_ —Hexp(—xz) g;(V2x)dx;j = 1,2

bi¢ciminde yazilir. Gauss-Hermite yonteminde ffooo f(x)exp(—x?) =~ ¥, w; f(x;) oldugundan

n
1
Eealg; ()] = ﬁZwi 9i(V2x;);i=12,..,n,j = 1,2
i=1

olarak elde edilir. Burada diigiim sayisinin () belirlenmesi gerekmektedir. Diglim sayis1 ne kadar biiyiik
alinirsa sonuca daha fazla yaklagilmakla birlikte islem yiikii de artmaktadir. Bu nedenle diigiim sayis1 2’den
baslanarak 9’a kadar alimip islemler tekrarlanmistir. Digiim say1s1 7 ve 9 alindiginda elde edilen sonuglarin
birbirine ¢cok yakin oldugu goriildiigiinden dolay1 diigiim sayis1 7 olarak belirlenmistir.

Diigiim sayist n=7 i¢in Gauss-Hermite katsayilar1 ve agirliklari:

X12=%2,6520, x34=*1,6735, xs,6=£0,8162, x,=0

Wi2= 9,7 1 78, W3 4= 0,0545, Ws6= 0,4256, wW7= 0,8 103

oldugundan beklenen deger ifadesi:

7
1
Eealg;(2)] = \/_ﬁz w; 9j(V2x));i=12,..,7;j = 1,2
i=1
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Eea[9;(2)] ~ (97178 (9;(375) + g;(=375)) +0,0545 (g;(2,37) + g;(—2,37)) +
04256 (g;(1,15) + g;(~1,15)) + 0,8103g;(0)|;j = 1,2 (3.20)

bicimindedir. gj(z); j=1,2 fonksiyonunun degeri Es 3.18 ve Es 3.19’dan elde edildikten sonra Eg 3.20’de
yerine konuldugunda E¢, [ gj (Z)] ;J = 1,2 sadece Fsq ve Qss’e bagh bir fonksiyona doniisiir. Optimizasyon
problemindeki amag¢ Es 3.20 ile verilen beklenen degeri maksimize eden 6s,’ii bulmak oldugu igin
gergeklesen fon biiytkliigi Fey, olast deger araligi olan [0,200] arasinda 201 pargaya boliinerek her bir
deger icin sonuglar elde edilir. Fss degeri i¢in [0,200] araligindaki degerler kullamildiginda Us«(Fs4) degeri
her bir aralik i¢in sabit bir sayiya esit olacak Uss(Fss) degeri ise sadece Oss’e bagh olacaktir. Boylelikle
amag fonksiyonu sadece 6s4’e bagl bir fonksiyon olacagindan kolaylikla maksimize edilebilir.

[0,200] araligindaki tiim Fs4 degerleri icin amag fonksiyonunu maksimize eden 054 degerleri elde edildikten
sonra bu 654 degerleri kullanilarak Es3(Vs3) degerini maksimize eden 53 degerleri bulunur. Bu islem 6zyineli
olarak 20 yasa kadar devam ederek en son E»(729) degerini maksimize eden 6,9 degerleri elde edilir.

4. Bulgular

4.1. Maliyet Fonksiyonunun Kullamldigi Model I¢in Optimal Yatirim Stratejisi

Bu uygulamada, 100.000 tekrarli benzetim ¢aligmasi ile sabit ve degisken katkil1 bireysel emeklilik planlari
ile optimal yatirim stratejisinin kullanildig1 bireysel emeklilik planlar1 sonucunda olugsan dénem sonu agik
miktarlan karsilagtirilarak; hangi planin daha riskli olduguna, hangi planin getiriye iliskin yapilan tahmine
kars1 daha duyarli olduguna karar verilecek, hangi planda hedeflenen fon biiylikliigiine daha c¢ok
yaklagildig1 belirlenecektir.

7 getiri tahminini gostermek lizere, kayiptan ka¢inma parametreleri olan 4=0,02, o; =0 ve 1=0,04, 6.=0,18
degerleri i¢in getiri tahmini yaklagik

2 2

of + o3 0+ 0,182

7 = exp0,5 <u + A+ ) = exp0,5 (0,02 + 0,04 + ) = 0,03

olarak elde edilir. Finansal danigman vadenin basinda fonun yillik ortalama getirisine iligkin bir tahmin
yapmalidir. Yapilan bu tahminin tam olarak gerceklesmesi az rastlanan bir durumdur. Gergeklesecek olan
yatirim getirisinin iistiinde veya altinda bir tahminde bulunulabilir. Gergeklesecek olan yatirim getirisi ile
tahmin edilen yatinm getirisi arasindaki fark “yatinm getirisindeki tahmin hatasi” olarak
adlandirilmaktadir.

Yatirim getirisindeki tahmin hatasinin 0 oldugu, yani yatirim getirisinin dogru tahmin edildigi durumda,
yillar itibariyle olugan optimal yatirim oranlar1 Cizelge 4.1 ve Sekil 4.1°de yer almaktadir.

Cizelge 4.1: Maliyet Fonksiyonun Kullanildig1 Model I¢in Optimal Yatirim Oranlar1

Yas Optimal Yatirim Oran
20 1

25 0,9998

30 0,7583

35 0,5543

40 0,4367

45 0,3553

50 0,3039

55 0,2649

60 0,2398

64 0,2178
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Sekil 4.1: Maliyet Fonksiyonun Kullanildig1 Model I¢in Optimal Yatirim Stratejisi

Cizelge 4.1 ve Sekil 4.1’den ulasilan bir diger onemli sonu¢ fonun yiiksek riskli yatirnm aracinda
degerlendirilen oram y,”in vadenin baginda 1 degerini aldig1 ve yillar i¢inde azalarak vade sonunda
yaklagik 0,2332 degerine diistligii, dolayisiyla fonun diisiik riskli yatirim aracinda degerlendirilen orami (1-
y¢')’m vade basinda 0 degerini aldig1 ve yillar iginde artarak vade sonunda yaklasik 0,7668 degerine
ulastigidir. Bu yatirim stratejisi aslinda tiim emeklilik planlarinda kabul edilmis ve tavsiye edilen bir yatirim
stratejisidir. Bu stratejiye gore birikim doneminin baslarinda fonun biiyiik bir kismi hisse senedi gibi yiiksek
riskli ve getirili yatinm araglarinda degerlendirilmeli, vade ilerledik¢e fonun yiiksek riskli yatirim
araclarinda degerlendirilen orani azaltilarak devlet tahvili gibi diisiik riskli ve getirili yatirim araglarinda
degerlendirilen orani artirilmali ve emeklilik donemine yaklasildiginda ise fonun biiyiik bir kismi diisiik
riskli ve getirili yatirim araglarinda degerlendirilmelidir.

4.2. Kayptan Kacinan Bireyler Icin Optimal Yatirim Stratejisi

Kayiptan kaginan bireyler i¢in kullanilan modelde, 64 yas i¢in amag fonksiyonunu maksimize eden yatirim
oraninin gerc¢eklesen fon biiyiikliigiine baglh degisimi Sekil 4.2°de gosterilmektedir.

Optimal Yatirim Oran ,0,,

O 0 O IFT ANONV O ILTTNON VOIS NONOVOSTAN OO T AN O
AN N < TN ONN00 OO T AN AN OSSN O OSSN0 o O
R e B B T R e B R B I = B O o B |

Gergeklesen Fon Biiyiikliigii
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Sekil 4.2: 64 yas i¢in optimal yatirim oraninin gergeklesen fon biiyiikliigiine bagli degisimi

Sekil 4.2°den 64 yasinda gergeklesen fon biiyilikliigliniin, hedeflenen fon biyiikliigii olan f(64)=59,84
degerine yakin olmasi halinde fonun yiiksek riskli yatirim aracinda degerlendirilen oraninin 0’a yakin
oldugu; yani bireyin gerceklesen fon biiylikliigii hedeflenen fon biiyiikliigiine yakin iken risk almayarak
daha tutucu bir yatirim stratejisi izledigi, fakat gergeklesen fon biiyiikliigii hedeflenen fon biiyiikliigiinden
uzaklastik¢a (bu uzaklasmanin hem pozitif hem de negatif yonlii olmasi durumunda) fonun yiiksek riskli
yatirim aracinda degerlendirilen oraninin artarak 1’e ulastigi; yani gerceklesen fon biiyiikliigii hedeflenen
fon biiytikliiglinden uzaklastik¢a bireyin hedeflenen fon biiyiikliigline ulagmak igin fonun neredeyse
tamamin1 yiiksek riskli yatirnrm aracinda degerlendirerek, daha agresif bir yatirim stratejisi izledigi
goriilmektedir.

Sekil 4.2°den ayrica hedeflenen fon biiylikliigiinden kiigiik olan gergeklesen fon biiyiikliigli degerlerinde
optimal oranin 0’a yaklagsma hizinin, hedeflenen fon biiyiikliiglinden biiyiik olan gergeklesen fon biiyiikligi
degerlerindeki optimal oranin 1’e yaklasma hizindan daha fazla oldugu goriilmektedir. Bu durum kayiptan
kaginma teorisinin de savundugu gibi kayiplarin bireyi kazanca gore daha fazla etkiledigi sonucunu
dogrulamaktadir. Birey gergeklesen fon biiyiikliigliniin hedeflenen fon biiyiikliigiinden diisiik olmasi
durumunda daha agresif bir yatirim stratejisi izlerken, yliksek olmasi durumunda daha tutucu bir yatirim
stratejisi izlemektedir.

Sekil 4.3°te optimal yatirim oraninin 44, 54 ve 64 yaslarindaki degisimi gosterilmektedir.

T
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Sekil 4.3: 44,54 ve 64 yaslar1 i¢in optimal yatirim oraninin degisimi

Sekil 4.3’ten 44 ve 55 yaslarinda elde edilen optimal yatirim oraninin 64 yasa benzer bir degisim gosterdigi
goriilmektedir. Katilimcinin tiim yaslar icin hedeflenen fon biiyiikliigii gergeklesen fon biiyiikliigiine
yaklastikga risksiz yatirim aracini tercih ettigi, hedeflenen fon biiyiikligi gergeklesen fon biiyiikliigiinden
uzaklastikca riskli yatinm aracini tercih ettigi, yas arttikga fonun diisiik riskli yatinm aracinda
degerlendirilen oraninin her iki yone dogru arttig1 araligin da genisledigi goriilmektedir. Sekil 4.3’ten ayrica
yas ne olursa olsun hedeflenen fon ile gerceklesen fon biiyiikliikleri birbirinden uzaklastikca fonun
tamaminin yiiksek riskli yatirim araglarinda degerlendirilmesi gerektigi goriilmektedir.

Birikim doneminin baglangici olan 20 yastan, birikim déneminin sonu olan 64 yasa kadar tiim yaslar i¢in
optimal yatirim oranlar1 olan 6, degerleri, gerceklesen fon biiyiikliiglinlin aralig1 olarak alinan [0,200]
araligindaki her bir fon degerine karsilik gelen 201 deger i¢in elde edilmistir. Burada her yas i¢in tek bir
optimal yatirim oraninin elde edilebilmesi i¢in ise tiim yaslardaki gergeklesen fon biiyiikliiklerinin bilinmesi
gerekir. Gergeklesen fon biiyiikliigl belirlenirken riskli yatirim aracinin getirisine, yani optimize edilmeye
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calisilan 6, degerlerine ihtiyag vardir. 6, degerlerine iliskin 6nsel bir bilgi olarak Kirkaga¢ ve Gengtiirk
[27]te elde edilen 6, degerleri kullanilarak gergeklesen fon biiytikliikleri belirlenmistir.

Optimal yatirim oranlar1 sadece [0,200] araligindaki 201 noktada elde edildigi i¢in, fon biiyiikl{igliniin tam
sayl olmayan degerleri icin optimal oranlar interpolasyon yontemiyle bulunmustur. {Z.} raslanti
degiskenine bagli olarak 100.000 benzetim yapilarak ger¢eklesen fon biiyiikliigiline iliskin olas1 senaryolar
iiretilmistir. Bu senaryolarda elde edilen her fon biiyiikliigii i¢in bir optimal yatirim oran1 bulunmus ve bu
yatirim oranlarin ortalamasi nihai optimal yatirim orani olarak belirlenmistir. Belirlenen nihai optimal
yatirim oraninin birikim doneminin basi olan 20 yastan, birikim doneminin sonu olan 64 yasa kadar
degisimi Cizelge 4.2 ve Sekil 4.4°te gosterilmektedir.

Cizelge 4.2: Kayiptan Kaginan Bireyler i¢in Optimal Yatirim Oranlar

Yas Optimal Yatirim Orani

20 1

25 0,8810
30 0,5525
35 0,4118
40 0,3497
45 0,3164
50 0,2977
55 0,2901
60 0,2899
64 0,2959

1

Optimal Yatirim Orany, 0,
R S e
w ) (%) [e)] ~N (o] O

p
o ©
SN N

o

20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64
Yas

Sekil 4.4: Kayiptan Kaginan Bireyler i¢in Optimal yatirim stratejileri

Cizelge 4.2 ve Sekil 4.4’ten elde edilen optimal yatirim stratejisi fonun yiiksek riskli yatirnm aracinda
degerlendirilen oraninin vadenin basinda 1 degerini almakta ve vade sonuna dogru giderek azalmaktadir.
Elde edilen strateji aslinda bircok emeklilik planinda kabul gérmiis ve yaygin olarak kullanilan “geleneksel
yasam tarzi stratejisine” benzemektedir. Elde edilen bu stratejiye gore birikim déneminin basinda fonun
yiiksek riskli yatirim aracinda degerlendirilen orani 1 degerini almakta, yani fonun tamami yiiksek riskli
yatirim aracinda degerlenmektedir. Vade ilerledik¢e fonun yiiksek riskli yatirim aracinda degerlendirilen
orani azalmakta, diisiik riskli yatinm aracinda degerlendirilen orami artmaktadir. Birikim doneminin
sonunda ise fonun biiyiik bir kismi diistik riskli yatirim aracinda degerlenmektedir.
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4.3. Maliyet Fonksiyonunun Kullamildigi Model ile Kayiptan Kacinan Bireyler Icin Optimal Yatirim
Stratejilerinin Karsilastirilmasi

Bu boliimde maliyet fonksiyonunun kullanildigi model ile kayiptan kaginan bireyler i¢in elde edilen
optimal yatinnm stratejilerinin karsilagtirilmasina yer verilmistir. Her iki yontemle elde edilen optimal
yatirim stratejileri kargilastirmali olarak Cizelge 4.3 ve Sekil 4.5’te verilmektedir.

Cizelge 4.3: Optimal Yatirim Oranlarn

Yas Maliyet Kayiptan Ka¢inma
20 1 1
25 0,9998 0,8810
30 0,7583 0,5525
35 0,5543 0,4118
40 0,4367 0,3497
45 0,3553 0,3164
50 0,3039 0,2977
55 0,2649 0,2901
60 0,2398 0,2899
64 0,2178 0,2959
|
< 0,9
208
<
5 0,7
b= 0,6
Zo0s5
= 04
TEa 0,3
= 0,2
=3
O 0,1
0
20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64
Yas
Maliyet Kayiptan Kaginma

Sekil 4.5: Optimal yatirim stratejileri

Cizelge 4.3 ve Sekil 4.5’ten elde edilen optimal yatirim stratejisinin genel seklinin maliyet fonksiyonunun
kullanildigr model ile elde edilen optimal yatirim stratejisi ile uyumlu oldugu goriilmektedir. Her iki
modelde de fonun yiiksek riskli yatinm aracinda degerlendirilen oraninin vadenin basinda 1 degerini
almakta ve vade sonuna dogru giderek azalmaktadir. Her iki modelde de elde edilen strateji aslinda birgok
emeklilik planinda kabul gormiis ve yaygin olarak kullanilan “gelencksel yasam tarzi stratejisine”
benzemektedir.

Cizelge 4.3 ve Sekil 4.5’ten ayrica maliyet fonksiyonunun kullanildigt modelde fonun riskli yatirim
aracinda degerlendirildigi yil sayisinin daha uzun oldugu, bununla birlikte birikim doéneminin sonunda
fonun daha biiyiik bir kisminin diisiik riskli yatirim aracinda degerlendirildigi goriilmektedir. Bu bulgulara
gore kayiptan kagman bireyin maliyet fonksiyonun kullanildigi modele gore birikim doéneminin
baslarmdaki uzun siirede daha az riskli bir yatirim stratejisi izlerken, birikim déneminin son yillarindaki
kisa siirede ise daha agresif bir yatirim stratejisi izledigi soylenebilir.
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5. Sonuc ve oneriler

Bu caligsmada katkisi1 belirli emeklilik planlarinda kayiptan kaginan bireyler i¢in ve gelecekte ortaya ¢ikacak
hedef fondan sapmalari minimize eden optimal yatirim stratejisi belirlenmis, optimal yatirim oraninin
gergeklesen fon biiyiikliigline ve yasa bagli degisimi incelenmistir.

Kayiptan kaginan birey gerceklesen fon biiylikliigliniin hedeflenen fon biiyiikliigline yakin olmasi
durumunda tutucu bir yatirim stratejisi izlerken, gerceklesen fon biiylikliigii hedeflenen fon biiyiikliiglinden
hem pozitif hem de negatif yonlii uzaklasirken agresif bir yatirim stratejisi izlemektedir. Gergeklesen ve
hedeflenen fon biiylikligii arasindaki fark arttikca optimal yatirim stratejisi daha agresif hale gelmektedir.
Kayiptan kacginan birey icin optimal yatirim stratejisi bir ¢cok emeklilik planinda kabul géren geleneksel
yasam tarzi stratejisi ile benzer olarak elde edilmistir. Elde edilen bu stratejiye gore birikim déneminin
basinda fonun tamamu riskli yatirim aracinda degerlenmeli, birikim déneminin ilerleyen yaslarinda fonun
riskli yatirnm aracinda degerlendirilen orani azaltilarak, risksiz yatirim aracinda degerlendirilen orani
artirilmali, birikim doneminin sonunda ise fonun biiyiilk bir kismi risksiz yatirim aracinda
degerlendirilmelidir.

Kayiptan kaginan birey i¢in elde edilen optimal yatirim stratejisi maliyet fonksiyonunun kullanildigi model
ile elde edilen strateji ile karsilastirildiginda ise sonuglarin birbirine ¢ok yakin gerceklestigi gorilmiistir.
Bununla birlikte kayiptan kacinan bireyin beklenildigi gibi daha az risk alarak daha tutucu bir yatirim
stratejisi izledigi goriilmektedir. Kayiptan kacinan bireyin riski tercih etmedigi gercegi g6z Oniinde
bulunduruldugunda sonuglarin bu anlamda tutarli oldugu sdylenebilir.

Bu ¢alismada elde edilen sonuglar bir¢ok yonden gelistirilmeye agiktir.

Kullanilan modelde yillik logaritmik getirilerin dagiliminin Normal dagilima uydugu ve getirilerin
birbirinde bagimsiz oldugu varsayilmistir. Fakat gergekte yillik getiriler bu varsayima uymadigindan,
optimal yatirim stratejisi yatirim getirilerinin dagilimimnin Normal dagilima uymamasi durumunda
belirlenebilir. Bu durumda optimize edilmeye calisilan beklenen deger igindeki ifadenin ¢6ziimii sayisal
yontemlerle elde edilemeyebileceginden dolay1 aktiierya literatiiriinde ¢ok yaygin kullanim alan1 olmayan,
biiyiik boyutlu optimizasyon problemleri i¢in kabul edilebilir siirede optimuma yakin ¢oziimler verebilen
sezgisel optimizasyon algoritmalari kullanilabilir. Yatirim getirilerinin birbirine bagimli olmasi durumu ise
kopulalar kullanilarak analiz edilebilir.
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Bir optimizasyon probleminin matematiksel modeli, kesikli ve siirekli deger alan girdi ve/veya yanit
degiskenlerini icermesi durumunda problem, karma veri igeren optimizasyon problemi olarak adlandirilir. Bu
calismada, girdi degiskenleri bakimindan karma veri igeren ¢ok yanitli problemlerin modelleme ve
optimizasyon asamalart ele alinmistir. Modelleme asamasinda Genellestirilmis Lineer Modeller (GLM)
kullanilarak tahmini yanit fonksiyonlari elde edilmistir. Optimizasyon asamasinda ise elde edilen tahmini yanit
fonksiyonlar bir amag fonksiyonu olarak dikkate alinip problem, es anli optimizasyonu istenilen ¢ok amagl
optimizasyon (CAO) problemi bigiminde ifade edilmistir. Calismada, CAO’da siklikla kullanilan yapay zeka
optimizasyon algoritmalarindan biri olan NSGA-II (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm-II)’ye dayali
yeni bir ¢6ziim algoritmas: onerilmistir. NSGA-II’de, degisken gosterimi, baglangi¢ popiilasyonu olusturma
ve genetik operatorlerin uygulanmasi asamalarinda cesitli uyarlamalar yapilarak hazirlanan bu algoritma,
calisma kapsaminda MDNSGA-II (Mixed Data NSGA-II) olarak adlandirilmigtir. MDNSGA-II’de, her bir
kesikli degisken degerine bir pozitif tam say1 degeri atanarak, kesikli degisken degerleri i¢in bir tam say1
indekslemesi yapilmistir. Yapilan indeksleme islemiyle kesikli degiskenin tanim kiimesinden degerler almasi
saglanmistir. Calismanin uygulama kisminda, UCI Repository veri tabanindan enerji verimliligi konulu karma
veri seti ve gida alaninda literatiirde mevcut olan deneysel karma veri seti kullanilarak 6nerilen MDNSGA-II
ile Pareto ¢oziimlerin elde edilebilir oldugu gosterilmistir.

Anahtar sézciikler: Cok amagli optimizasyon, Cok yanith problem, Karma veri, MDNSGA-II, NSGA-II

1 Bu ¢aligma, birinci yazarin, ikinci yazarin danigmanliginda hazirladig: doktora tezinden iiretilmistir.
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Abstract

An optimization approach based on NSGA-II for multi-response problems with mixed data

If the mathematical model of an optimization problem contains input and/or response variables that take
discrete and continuous values, the problem is called as a mixed data optimization problem. In this study,
the modeling and the optimization phases of multi-response problems with mixed data in terms of input
variables are discussed. In the modeling phase, estimated response functions are obtained using Generalized
Linear Models (GLM). In the optimization phase, the estimated response functions are considered as an
objective function and the problem is expressed as a multi-objective optimization (MOO) problem with
simultaneous optimization. In this study, a new solution algorithm based on the Non-dominated Sorting
Genetic Algorithm-II (NSGA-1I), one of the most frequently used artificial intelligence optimization
algorithms in MOO, is proposed. This algorithm, which was prepared by making various adaptations in the
variable representation, initial population generation and application of genetic operators stages of the
NSGA-1I, is called MDNSGA-1I (Mixed Data NSGA-1I) in this study. In MDNSGA-II, each discrete variable
value is assigned a positive integer value and an integer indexing is performed for the discrete variable
values. It is ensured that the discrete variable takes values in support set of variables by using the indexing
approach. In the application part of the study, it is shown that Pareto solutions can be obtained with the
proposed MDNSGA-II by using the mixed data set on energy efficiency from the UCI Repository database
and the experimental mixed data set available in the literature in the field of food.

Keywords: Multi-objective optimization, Multi-response problem, Mixed data, MDNSGA-1I, NSGA-II

1. Giris

Fen, miihendislik, saglik, sosyal, finans vb. alanlarda yapilan arastirmalarda kullanilacak verilerin
toplanmasi veri-bilgi kesfi siirecinde biiyilk 6nem tasimaktadir. Gilinlimiizde gelisen teknolojiye bagl
olarak veri toplama yontemleri hizl1 ve pratik bir hal alsa da anketler, goriismeler, gozlemler ve deneysel
caligmalar veri toplama yontemleri bashiginda yer alan dort temel yontem olarak degerlendirilebilir.
Toplanan verilerin analizinden 6nce veri yapisinin arastirmaci tarafindan iyi anlagilmis olmasi gerekir.
Gozlem ve deney yolu ile elde edilmis bir veri seti birden fazla yanit (bagimli, agiklanan) ve girdi (bagimsiz,
aciklayici) degiskeni igerebilir.

Degiskenler siirekli, kesikli ve/veya tam say1 degerli olabilir. Veri setindeki degiskenlerin (yanit ve/veya
girdi degiskenlerinin) bazilarinin stirekli bazilarmin kesikli degerli olmas1 durumunda veri, karma veri
olarak tanimlanir. Karma veri ile ilgili modelleme ve optimizasyon ¢aligsmalar disiplinler arasi ¢galigsmalarda
oldukg¢a onemli yer tutar. Optimizasyon sonuglarinin giivenilirligi, veriye iligskin olusturulan istatistiksel
modelin giivenilirligi ile dogru orantilidir.

Karma veri setindeki yanit degiskeninin kesikli ya da siirekli degerli olmasima gore olusturulacak model
farklilik gosterir. Siirekli degerli yanit degiskeni ile girdi degiskenleri arasindaki fonksiyonel iligkinin
tanimlanmasinda ¢oklu dogrusal regresyon analizi uygulanirken, yanit degiskeninin kesikli degerli olmasi
durumunda dagilim yapisina uygun olarak lojistik, binom veya poisson regresyon analizleri uygulanabilir.
Uygulanan dogrusal regresyon modelleri, Genellestirilmis Lineer Modeller (Generalized Linear Models -
GLM)’in 6zel halleridir. GLM, kitle ortalamasinin bir bag (link) fonksiyonu ile dogrusal tahmin ediciye
bagli olmasma izin veren lineer modellerin genellestirilmis halidir [1]. GLM, genellikle biyolojik
analizlerde, ¢esitli uygulamali biyomedikal alanlarda, giivenilirlik ve hayatta kalma analizlerinde elde
edilen veri setlerinden istatistiksel sonuglar ¢ikarmak i¢in kullanilir.

Literatiirde, GLM kullanilarak farkli alanlarda karma veri setleri i¢in yapilan ¢alismalar mevcuttur. GLM,

HIV virtiisti riski ile partnerlerle temas sayis1 arasindaki iliskinin incelenmesinde [2], entomolojide (bdcek
bilimi) bocek davramigindaki degisiklikleri bir bitki Oziitliniin kimyasal bilesimindeki degisikliklerle
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iliskilendirmek amaciyla [3], klinik ¢alismalarda hastanelerde hastalara uygulanan tedavilerin etkilerine
iligkin tahminlerin elde edilmesinde [4], 6nemli bir aga¢ tiiriiniin mekansal desenini incelemede [5],
klimatolojide (iklim bilimi) belirli bdlgelerdeki temel klimatolojik modeli ve gilinlik maksimum riizgar
hizindaki egilimlerin belirlenmesinde [6] kullanilmistir.

GLM ile tahmini yanit fonksiyonlar olusturulduktan sonra her bir yanit fonksiyonu bir amag¢ fonksiyonu
olarak ele almip ¢ok amaglh optimizasyon (CAO) asamasina gegilir. CAO’da ¢oziimler {istel hesaplama
gerektirebilir. Klasik optimizasyon yontemleri, bu tiir zor optimizasyon problemlerini ¢6zmede yetersiz
kalmaktadir. Bu nedenle, zor optimizasyon problemlerinin ¢éziimiinde makul zamanda optimal sonuca
yakin ¢oziimler iireten yapay zeka optimizasyon algoritmalari énemli yer tutar. Karma veri iceren gok
yanitli optimizasyon problemlerini ¢6zmek i¢in uygun yontemin se¢imi kesikli deger alan degiskenlerin
tipine ve amag fonksiyonunun yapisina baghdir. Literatiirde, karma veri iceren CAO problemlerini ¢dzmek
icin farkli alanlarda yapilan ¢caligmalar mevcuttur. Rajeev ve Krishnamoorthy [7], Lin ve Hajela [8] karma
veri igeren optimizasyon problemlerinin ¢6ziimii i¢in Genetik Algoritma (GA)’nin uygun oldugunu
gosteren ¢alismalar yapmis ve ¢alismalarinda ikili (0-1) kodlama kullanmiglardir. Wang ve ark. [9], bir bina
tasariminda, tasarimcilara yardimei olabilecek CAO problemini hem ekonomik hem de ¢evresel kriterler
bakimindan degerlendirerek Pareto optimal ¢6ziimiin belirlenmesi i¢in ¢ok amacglhi GA kullanmislardir. Rao
ve Xiong [10], karma kesikli bulanik ¢ok amag¢li programlama problemlerini ¢6zmek i¢in bulanik A
formiilasyonu ve oyun teorisi tekniklerinin karma kesikli hibrit GA ile birlestirildigi yeni bir yontem
sunmuglardir. Sunduklar1 yontemin kesin olmayan bir ortamda daha gergekgi ve tatmin edici sonuglar elde
etmek i¢in ¢esitli miihendislik tasarim problemlerine esnek ve etkili bir bigimde uygulanabildigini
gostermislerdir. Ahmadi ve ark. [11], havza 6l¢eginde tarimsal koruma uygulamalarinin hedeflenen sekilde
uygulanmasi igin karma karar degiskenlerine sahip NSGA-II kullanmiglardir. E1-Kribi ve ark. [12], siirekli
ve kesikli degiskenlere sahip dort cubuklu bir sistemin mekatronik tasarimini es anli optimize etmek igin
NSGA-II'yi kullanarak farkli tasarim kosullari i¢in analiz etmislerdir. Tong ve ark. [13], karma kesikli
problemler i¢in daha Once gelistirilen ve erken parcacik kiimelenmesini 6nlemek icin 6zel bir gesitlilik
koruma teknigi igeren karma-kesikli Pargacik Siirii Optimizasyonu algoritmasini ¢ok amagli problemleri
¢ozmek i¢in kullanmis ve NSGA-II sonuglar1 ile karsilastirmislardir. Holzman ve Smith [14], kesikli
CAO problemine tam verimli bir ¢6ziim kiimesi iretmek i¢in modifiye edilmis arttirtlmis agirlikl
Tchebychev normunu sunmuslardir. Kullandiklar1 algoritmanin ¢alisma siirelerini literatiirde Onerilen
algoritmalarin calisma siireleriyle karsilastirmiglardir. Guangyong ve ark. [15], belirsizlikler iceren
mithendislik yapilarinin tasarimi i¢in yeni ¢ok amagli kesikli robust optimizasyon algoritmasi
onermiglerdir. Caligmalarinda ¢ok kriterli karar verme teknigini Taguchi yontemine dahil ederek cok amaglh
kesikli saglam tasarimi ele almayr amaglamiglardir. Onerdikleri algoritmanin NSGA-II ile elde edilen
Pareto sinirlarina yakin oldugunu belirtmislerdir. Roy ve ark. [16], iki dall1 bir genetik algoritmay1 kiiresel
bir arama araci olarak yerel arama icin gradyan tabanli bir yaklasimla birlestiren, kisitli ¢ok amacli karma
kesikli dogrusal olmayan programlama problemine ¢6ziim bulmak igin yeni bir hibrit yaklagim
Onermiglerdir.

Cogu zaman karma veri iceren ¢ok yanitli problemlerin optimizasyonu i¢in uygun bir yontemin secimi,
optimizasyon problemindeki amag ve kisit fonksiyonlarinin yapisi ile kesikli degiskenlerin aldig1 degerlere
baghdir. Literatirde mevcut olan CAO yaklasimlarinda kesikli degisken gosterimi asamasinda ikili
kodlamanin kullanildig1 goriilmiistiir. Bu kodlama tipi kolaylikla uygulanabilir olsa da kesikli degisken
sayisinin ve kesikli degiskenlerin aldig1 degerlerin fazla olmasi1 durumunda hesaplama siiresi arttigindan
farkli kodlama yaklagimlarn gelistirilmistir. Yapilan bu calismayla, kesikli degisken gosterimi igin ikili
kodlama yerine deger kodlama yaklasimi kullanilarak hesaplama siiresinin kisaltilmas: hedeflenmistir.
NSGA-II'nin degisken gosterimi adiminda yapilan bu deger kodlamasi uyarlamasi ile kesikli degiskenlerin
aldig1 degerlerin optimizasyon siirecine dahil edilmesi saglanmistir.

Bu ¢alismada, kesikli ve siirekli deger alan degiskenlere sahip karma verilerin modellenmesi ve bu
modellerin tanimlanan amaca yonelik CAO kapsaminda Pareto ¢dziim sonuglarinin belirlenmesi
amagclanmistir. Cok yanitli problemlerin optimizasyonunda etkin bir yapay zeka optimizasyon algoritmasi
olan NSGA-II yonteminde, degisken goOsterimi, baslangi¢ popiilasyonu olusturulmasi ve genetik
operatorlerin belirlenmesi asamalarinda uyarlamalar yapilarak karma veri igeren yanit fonksiyonlarinin es
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anli optimizasyonu saglanmistir. Uyarlanan NSGA-II, MDNSGA-II olarak adlandirilmigtir. Coziimlerin
hesaplama siiresini kisaltmas1 nedeniyle ¢caligmada deger kodlama kullamilmistir. Deger kodlamasi ile ele
aliman CAO probleminde kesikli degisken degerleri i¢in pozitif tam say1 indekslemesi yapilmistir. Yapilan
indeksleme sonucunda kesikli degiskenlerin indeks degerleri dikkate alinarak karma veri igeren ¢ok yanitl
problemler i¢in Pareto ¢6ziim kiimesi elde edilmistir. Caligmanin ikinci bdliimiinde, ¢ok yanith karma
verilerin GLM ile modellenmesi hakkinda kisa bilgi verilerek, ¢aligmada kullanilan GLM modelleri
sunulmustur. Ugiincii boliimde NSGA-II yénteminin bazi adimlarinda uyarlamalar yapilarak olusturulan
MDNSGA-II detayli olarak agiklanmigtir. Dordiincii boliimde, UCI Repository veri tabanindan enerji
verimliligi konulu karma veri seti ve literatiirde mevcut olan gida alanindan deneysel karma veri seti
uygulamalarina yer verilmistir. Calismanin sonug béliimiinde, énerilen MDNSGA-II ile elde edilen Pareto
¢Oziim kiimesi degerlendirilerek, modelleme ve optimizasyon asamalarinda yapilmasi planlanan sonraki
calismadan soz edilmistir.

2. Cok yamith karma verilerin modellenmesi

Bircok disiplinde, yapilan ¢alismalardan elde edilen verilerin modellenmesi olduk¢a onem tasimaktadir.
Giivenilir bir model kurma, veriyi iyi anlayip dogru analizlerin yapilmasi ile miimkiindiir. Bu nedenle
modelleme asamasina gegmeden Once veri yapist incelenmelidir. Veriler, girdi degiskenleri ve yamt
degisken degerlerinden olusur. Yanit degiskenlerinin birden fazla olmasi durumunda ¢ok yanitli verilerin
analizinde ¢ok degiskenli yapinin gbz dniinde bulundurulmasi gerekir. Yapilan modelleme ¢aligmalarinda
girdi degiskenlerinin (X;,i=1,2,..,, p) ilgilenilen yamt degiskenleri (¥;, j=1,2,...,r) lizerindeki etkisi
incelenir. Yamit degiskeni ile girdi degiskenleri arasindaki fonksiyonel iliski, GLM ile elde edilir. GLM,
kesikli ve siirekli yanit degiskenleri icin birlestirilmis regresyon modelleri sinifidir [17]. Cizelge 1°de, p
tane girdi degiskeni, r tane yanit degiskenine sahip n gozlemli ¢ok yanitl karma veri seti yer almaktadir.

Burada, X,nx p boyutlu girdi degiskenlerin tasarim matrisi ve Y=[Y, ;... Yr]T, her bir bileseni Y,
i=12,...,r, nx1 boyutlu olan yanit degiskenleri vektoriidiir.

Cizelge 1. Cok yanitli karma veri seti

Girdi Degiskenleri Yanit Degiskenleri
No X, X, X, Y, Y, Y,
X 12 X1p i M2 Y
2 X1 X2 e Xop Va1 Vn "' Yar
n xnl xn2 xnp ynl ynZ ynr

GLM, yant degiskeni dagilimimin Normal dagilim varsayimini saglamadigi durumlar1 da goz oniine alan
hem dogrusal hem de dogrusal olmayan regresyon modellerinin bir birlesimidir [18]. Bagka bir deyisle
GLM, kitle ortalamasinin bir bag fonksiyonu ile dogrusal tahmin ediciye bagli olmasina izin veren lineer
modellerin genellestirilmis halidir [1]. Nelder ve Wedderburn [19] tarafindan ilk olarak kullanilan GLM,
iic temel bilesenden meydana gelmektedir. Bu bilesenler, yanit degiskeninin dagilimi, lineer tahmin

edicilerin bulundugu sistematik kisim ve bag fonksiyonudur. Modelin sistematik kismi, X, X,, ..., X

girdi degiskenlerini icerir. GLM’de yanit degiskeninin dagilimi, Normal, Poisson, Binom, Ustel ve Gamma
dagilimlarini iceren iistel ailenin bir iiyesi olmalidir. Yanit degiskeninin siirekli oldugu durumlarda Gamma,
Ters Gauss dagilimi1 ve Normal dagilim, kesikli oldugu durumlarda Poisson, Bernoulli ve Binom dagilimi
iistel aile 6rnekleridir [20]. GLM’de, Y’nin dagilimi iistel ailenin genel formunda

y8—b(0)

S @)

0.9) = eXp{ + C(y,¢)} )
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biciminde yazilir [21]. Burada, a(.) , b() ve c() bazi 6zel fonksiyonlardir. Dagilimin ortalamasinin (u)
bir fonksiyonu olan &, kanonik parametre olarak adlandirilir ve dagilimin konumu hakkinda bilgi igerir.
¢, yayillim veya Olgek parametresi ve c(y,¢), gozlemler ile yayilim parametresinin bir fonksiyonudur.

Ustel dagilim ailesinin olabilirlik fonksiyonunun logaritmasimin, # *ya gére birinci ve ikinci tiirevleri alinip
sifira esitlendiginde, ¥ nin ortalama ve varyansi sirastyla

E(Y)=pu=0b'(6) (2)
ve
Var(Y)=b"(0)a(9) 3)

olur. GLM’de temel amag, yanit degiskeninin beklenen degerinin uygun bir fonksiyonu i¢in bir model
gelistirmektir. Bag ya da link fonksiyonu olarak adlandirilan bu fonksiyon, yanit degiskeninin ortalamasi
ile dogrusal tahmin ediciler arasinda iliski kurulmasini saglar ve

g(/u):ﬂ:ﬂo+ﬂ1X1+ﬂ2Xz+m+ﬂpo:XT:B 4)

biciminde ifade edilir. Esitlik (4) ile ifade edilen bag fonksiyonu g(*) , monoton ve tiirevlenebilir olmalidir.
Bu fonksiyonun 1-1 oldugu anlamina gelir. Bu nedenle bag fonksiyonunun ters doniigiimii vardir. Ters
fonksiyon g (*), ortalama fonksiyon olarak da adlandirilip, =g (7)=g” (X" B) dur [22]. Cizelge 2’de,
GLM ile kullanilan yaygin iistel aile dagilimlar1 ve bu dagilimlarda kullanilan bag fonksiyonlar1 verilmistir.

Cizelge 2. GLM ile kullanilan yaygin tstel aile dagilimlari, bag ve varyans fonksiyonlari [23]

Dagilim Bag fonksiyonu Varyans fonksiyonu
Normal =i (5zdes bag) 1
Binom n= 10g(ﬁ) (logit bag) u(l—p)
Poisson n =log(u) (log bag) 7
Gamma n=u" (ters bag) o
Ters Normal n = u”* (ters kare bag) o0

Bag fonksiyonunun 6zdes olmasi durumunda dagilim Normal olur ve degiskenler arasindaki iligki klasik
bilinen regresyon analizi ile olusturulur. Coklu dogrusal regresyon modelinin en genel hali

Y:ﬂ()+ﬁ1X1+ﬂzX2+~--+ﬂpo e Q)
bigiminde tanimlanir. Burada f;, j=1,2,...,p parametreleri regresyon katsayilari ve ¢, hata terimidir.

Polinom regresyon, ¢oklu dogrusal regresyonun 6zel bir durumudur. Polinom modelleri etkili ve esnek bir
egri uydurma teknigidir [24]. k degiskenli ikinci dereceden bir polinom modeli

k k k k . . . .
Y=Bot D BXAD  BX Y D BXX e =12k j=12 0k 0% ) (6)
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bi¢iminde verilen dogrusal regresyon modelidir. Esitlik (6)’daki model parametreleri En Kiigiik Kareler
(EKK) (Ordinary Least Squares-OLS) yontemi kullanilarak tahmin edilebilir. Parametreler tahmin
edildiginde elde edilen tahmini yanit modeli

=B Y BX AN BX AT S BXX, L i= 120k j=12 ki % (7
olur.
3. Karma veri modelleri icin ¢cok amach optimizasyon

Iki ve ikiden fazla sayida amag fonksiyonunun es anli optimal degerinin elde edilmesini hedefleyen
optimizasyon modeli CAO modeli olarak adlandirilir. CAO’da amag fonksiyonlarinin hepsini ayni1 anda
optimize etmek miimkiin degildir. Amac fonksiyonlarinin birbiriyle gelismesi durumunda etkin, uzlasik,
baskin ¢oziimler olarak adlandirilan Pareto ¢oziimler ¢ok amagli modelin optimizasyonunu karakterize eder
[25].

CAO problemi genel halde

min / max f= ( )f (x) i (x)]
(x)z , i=12,...,k
<,

0
(){ 2j0, j=12.

eR”

®)

bi¢iminde tanimlanir. Burada, xz[x1 X, ...xn] bi¢giminde tamimli girdi degiskenleri vektori,
f=[f, f, - f,] amag fonksiyonu vektorii, /,i=12,...k esitlik ve g;, j=1,2,....,m esitsizlik bi¢iminde

taniml1 kisit fonksiyonlaridir. Optimizasyon problemlerinde degiskenlerin bazilarinin siirekli ve bazilarinin
kesikli degerli olmasi durumunda problem, karma kesikli optimizasyon problemi olarak adlandirilir. Genel
kisith karma kesikli CAO problemi

mm/max[f(x) ()...fr(x)]

h(x)=0 : i=1,2,..k
g ()20 . jol2.. ®
xeRBuRI RP? URC

bigiminde olur. Burada, RE,R',R°veR® sirastyla ikili, tam sayili, kesikli ve siirekli degiskenlerin destek

kiimeleridir. Hem R” hem de R mevcut oldugunda problem karma kesikli optimizasyon problemine
doniigiir. Sekil 1°de karma veriler i¢in iligki semas1 yer almaktadir. Sekil 1’den goriildiigii gibi tam sayili
ve ikili degiskenler, kesikli degiskenlerin bir alt kiimesi olarak kabul edilir. Bu nedenle, hem tam say1lt hem
de kesikli degiskenleri ifade etmek i¢in genel olarak kesikli degiskenler terimi kullanilir.

Sekil 1. Karma veriler i¢in iliski semast
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3.1. NSGA-1I

CAO problemlerinde biitiin amag fonksiyonlarma ayni anda optimal deger veren bir ¢oziim vektorii
bulunamayacagindan CAO’da optimal ¢6ziim yerine etkin, uzlasik ve baskin ¢éziimler olarak adlandirilan
Pareto ¢ozlimler Gnem kazanir. Pareto ¢6ziim kiimesi, amag fonksiyonlari i¢in uzlasik ¢oztiimler i¢erir. CAO
problemlerinin ¢6ziimii i¢in bir¢ok yapay zeka optimizasyon algoritmasi gelistirilmistir. NSGA-II, en ¢ok
kullanilan popiilasyon tabanli bir yapay zeka optimizasyon algoritmasidir. ilk olarak Goldberg [26]
tarafindan 6nerilen NSGA-II’nin Srinivas ve Deb’in [27] uygulamalari ile eksiklikleri giderilerek Deb ve
ark. [28] tarafindan gelistirilip ger¢ek Pareto yiizey yakininda ¢ok daha iyi ¢6ziim dagilimi veren bir
algoritma olarak literatiire kazandirilmistir. NSGA-II, ayarlanabilir parametre degerleri belirlendikten sonra
bir baslangi¢ ¢o6ziim popiilasyonu ile aramaya baslar. Uzlasik ¢ozlimleri bulmak icin genetik operatdrleri
kullanarak arama uzayinda olasiliksal bir kesif uygular. Ayarlanabilir parametre degerlerinin se¢imi ve
kullanict tarafindan segilen operatorler, GA’ nin performansi {izerinde oldukga etkilidir. Bu parametrelerin
her kombinasyonu farkli optimum c¢ozlimlerle sonuglanabilir. Ayarlanabilir parametrelerin farkh
kombinasyonlarinin uygun bi¢imde belirlenmesi amaciyla Tiirksen ve Akgilin [29] ¢alismalarinda Taguchi
tasarimini kullanmiglardir. Ardisik nesillerdeki bireysel ¢oziimlerin uygunlugu se¢im, caprazlama ve
mutasyon yoluyla artillir [26]. Cizelge 3’te GA’da kullanilan bazi terimlerin optimizasyon
terminolojisindeki karsiliklar verilmistir.

Cizelge 3. GA’da kullanilan terimlerin optimizasyondaki karsiliklar1 [30]

Biyoloji / Genetik Optimizasyon
Popiilasyon Aday ¢oziimler kiimesi
Birey / Kromozom Kodlanmis aday ¢6ziim
Gen Tasarim / Karar degiskeni
Uygunluk fonksiyon degeri Amag fonksiyon degeri
Cevre Kisitlar
Kusak / Generasyon / Nesil Déngii / Iterasyon / Yineleme

NSGA-II'nin diger ¢ok amagli GA’lara gore ustiinliigii, hizli baskin siralama ve kalabalik uzakligi
yaklagimlaridir. Bu yaklagimlarla sirali baskin yiizeyler olusturularak, baskin ¢oziimler kiimesi olarak
bilinen Pareto ¢6ziim kiimesinde farkli segenek c¢oziimler elde edilir. NSGA-II’de Pareto ¢oziimlerin
siralanmasinda, her bir ¢oziim i¢in baskinlik sayaci ve ilgili ¢6zliimiin baskin oldugu ¢o6ziim kiimesi
kullanildigindan ¢oziimlerin siralanmasi NSGA’ya gore daha hizli olmaktadir. Bu nedenle tanimlanan
siralama algoritmasi hizl1 baskin siralama algoritmasi olarak adlandirilir. Pareto ¢6ziim kiimesi igerisinde
¢Oziimlerin dagilimi ve cesitliligi icin kalabalik uzakligi yaklagimi kullanilir. Bir ¢oziimiin kalabalik
uzakligi, o ¢6zlimiin bulundugu yiizeyde ilgili ¢o6ziim ile komsu ¢oziimleri arasindaki uzakliktir [31]. Sekil
2’de, NSGA-II’nin hizli baskin siralama ve kalabalik uzaklik isleyisi goriilmektedir. Mevcut popiilasyon
(P (N )) ile olusturulan yavru popiilasyon (Q, (N )) birlestirilir, P, (N ) v, (N ) =R, (2N ) Olusturulan
RI(ZN ) popiilasyonundaki tiim ¢oziimlerin birlikte degerlendirilmesi ile seckinlik (elitizm) islemi

gerceklestirilir. Hizli baskin siralama algoritmasi kullamilarak, R, (ZN ) 'deki baskin F,,F,,... F. yizeyleri

belirlenir. Tiim yiizeylerde siralanan ¢dziimlerin kalabalik uzaklig1 hesaplanir. ikili turnuva segim yontemi
kullanilarak R, (2N ) ’deki ilk N birey segilerek yeni nesil ebeveyn popiilasyonu P, ( N ) olusturulur [32].
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Sekil 2. NSGA-II'nin hizli baskin siralama ve kalabalik uzaklik hesaplama isleyisi

CAO problemlerinin NSGA-II ile ¢6ziimii i¢in adimlart asagidaki gibidir.

Adim 0: NSGA-II'nin ayarlanabilir parametrelerinin belirlenmesi
NSGA-II'nin ayarlanabilir parametre degerleri girdi degisken sayisi ( p ), popiilasyon biiytkligi

(N), caprazlama olasihig1 (Pr,. ), caprazlama indeksi (77, ), mutasyon olasiliklart (Pr, ) ve

mutasyon indeksi (77, ), yineleme say1s1 (£ =1,2,...,n_,. ) uzman goriisiine gore tanimlanir. Burada,

ngen
yineleme sayist NSGA-II i¢in durdurma kosulu olarak kullanilir.

Adim 1: Baslangi¢ popiilasyonunun olusturulmasi ve uygunluk fonksiyonu degerlerinin hesaplanmasi
Degiskenler reel degerli alinarak baslangi¢ popiilasyonu rastgele olusturulur ve bireylerin uygunluk
fonksiyon degerleri hesaplanir.

Adim 2: Uygunluk fonksiyon degerlerine gére bireylerin siralanmast ve kalabalik uzaklik degerlerinin
hesaplanmasi
Bireyler uygunluk fonksiyon degerlerine gore siralanir ve kalabalik uzaklik degerleri hesaplanir.
Bireyler siralamaya ve kalabalik uzakliga gore secildiginden popiilasyondaki tiim bireylere bir
kalabalik uzaklik degeri atanir.

Adim 3: Genetik operatorlerin uygulanmasi

Genetik operatdr uygulamalar se¢im, ¢aprazlama ve mutasyon asamalarindan olusur. Adim 0°da
belirtilen ayarlanabilir parametre degerleri kullanilarak genetik operator islemleri uygulanir.

Adim 3.1: Baskinlik kriterine gore siralanan bireylere kalabalik uzaklik degeri atandiktan sonra
secim, bir kalabalik karsilagtirma operat('irﬁ(<) kullanilarak gergeklestirilir. Bireyler, ikili
turnuva se¢imi kullanilarak segilir. Se¢im, iki kritere gore yapilir. Birincisi ve en énemlisi,
¢Oziimlerin bulundugu yiizey veya siradir. Daha diisiik siralamaya sahip bireyler secilir.
Ikinci olarak, iki bireyin siralamasi aymi ise, kalabalik uzakhigi karsilastirilir. Kalabalik
uzaklig1 daha biiylik olan bireyler segilir.

Adim 3.2: Segilen ebeveynlerden Simiile Edilmis Ikili (SBX) gaprazlama operatérii kullanilarak
yavrular tiretilir.

Adim 3.3: SBX ¢aprazlama operatorii ile iiretilen bazi1 yavrulara polinomsal mutasyon operatorii
uygulanir.
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Adwm 4: Yeni popiilasyonun olusturulmasi
Nve 2N birey sayisi igeren yeni popiilasyonlar olusturulur.

Adim 4.1: Yeni Q, (N ) (yavru) popiilasyonu olusturulur.

Adum 4.2: Mevcut popiilasyon ile olusturulan yavru popiilasyon birlestirilir,
P (N ) v, (N ) =R (ZN ) . Olusturulan R, ( 2N ) popiilasyonundaki tiim ¢oziimlerin birlikte
degerlendirilmesi ile seckinlik islemi gerceklestirilir.

Adim 5: Baskin yiizeylerin olusturulmast ve olusturulan yiizeylerde siralanan ¢oziimlerin kalabalik
uzakliklarimin hesaplanmasi

Hizli baskin siralama algoritmast kullanilarak, R,(2N)’deki baskin £, F,,...,F, yiizeyleri

belirlenir. Tim yiizeylerde siralanan ¢6ziimlerin kalabalik uzaklig1 hesaplanir. Kalabalik uzaklik
degerlerine gore baslangigta belirlenen popiilasyon sayisi (N ) elde edilecek bigimde sirali
ylizeylerden bireyler segilerek yeni popiilasyon olusturulur.

Advm 5.1: Ikili turnuva segim yontemi kullanilarak R, (ZN ) ’deki ilk N birey segilerek yeni nesil

ebeveyn popiilasyon P_, (N ) olusturulur. Baslangicta belirlenen yineleme sayisina ulasilmig

ise algoritma sonlandirilir. Aksi halde, Adim 3’e gidilir. Sekil 2’de hizl1 baskin siralama ve
kalabalik uzaklik hesaplama isleyisi gosterilmistir. NSGA-II'nin akis semasi Sekil 3’te

verilmistir.
[ Ayarlanabilir ]

parametreler belirlenir

Bajlangic popiilasyonu

olusturulur ve bireylerin
Admm 1 uygunluk fonksiyon
degerleri hesaplanmir
Bireyler uygunluk fonksiyon
degerlerine gore siralamir ve
kalabalik uzakhk degerleri
hesaplamir

Durdurms kriteri
saglaniyor mu?

Bireyler ikili turnuva } 1

'

i _. secimi kullamlarak
! secilir

'

p
SBX ¢aprazlama

'
'
' '
' '
' '
H I operatord kullamilarak H

H yavrular dretilir H Adm 3

' ' l ]
— H
H ) Uretilen baz1 yavrulara '
H Mstasyon — " polinomsal mutasyon \
'
'

iglemi uygulamir
.

Mevcut popiilasyon ile
yavru popilasyon
birlestirilir
P(N)uQ(N)=R(2\)

E Yavru popilasyon
1| olusturulur@ )
'

Hizh baskmn siralama algoritmas:
kullamilarak R (2V)’'deki baskn
Fy,F,, .., F, yizeyleri belirlenir

Tum yuzeylerde siralanan ¢ozimlerin
kalabalik uzakhg: hesaplanir

( Yeni popiilasyon Admm 6

olusturulur P _(N'))

Sekil 3. NSGA-II akis semast
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3.2. MDNSGA-1I

NSGA-II'nin, degisken gosterimi, baslangic popiilasyonu ve genetik operatorlere iliskin adimlarinda
uyarlamalar yapilarak karma veri igeren ¢ok yanitli problemler igin Pareto ¢oziim kiimesi elde edilmeye
calisilmistir. Yapilan uyarlamalarla algoritma, MDNSGA-II olarak adlandirilmistir.

3.2.1 Degiskenlerin gosterimi

Degiskenlerin gosteriminde, problemin dogasina ve verilerin yapisina gore kodlama tiirii segilir. Baglica
kodlama tiirleri, ikili, sekizli, onaltili, gri, permiitasyon kodlama, deger kodlamas1 ve aga¢ kodlamasidir.
Literatiirde karma veri igeren problemler i¢in ikili kodlama tercih edilmistir. Coziimlerin hesaplama
stiresini kisaltmasi ve karma veri iceren problemler i¢in uyarlanabilmesi sebebiyle bu ¢alismada deger
kodlamasi kullanilmistir. Deger kodlamasinda siirekli ve tam sayili degiskenlerin kendi degeriyle ¢alisilir.
Fakat, degiskenin kesikli reel deger almasi durumunda degisken gosteriminde uyarlama yapilmasi gerekir.
Kesikli degiskenin tanim kiimesindeki her bir deger kiiciikten bilyilige siralanir. Siralanan degerler sira
numarasi ile indekslenir. Boylece kesikli degiskenin her bir degeri bir indeks degeriyle ifade edilmis olur.
Yapilan bu uyarlama, kesikli reel deger alan degiskenlerin indekslenmesi olarak tanimlanir.

Ornegin, kesikli bir degiskenin tamim kiimesi S R, kesikli degiskenin aldig1 deger kiimesi
§=1s,,8,,-...,5,} olmak iizere, kesikli degiskenin her bir degerinin / tam sayilar kiimesinde pozitif bir tam

saylya eslenmesi

S =1{51,5,583505,

did.d (10)
1={1, 2, 3,...,q}

bi¢iminde gosterilir. Buna gore, s, i¢in 1, s, i¢in 2, ..., s, i¢in q indekslemesi yapilir. Boylece kesikli

degiskenin aldig1 degerler yerine degiskenin indeksleri kullanilir.

3.2.2 Baslangi¢ popiilasyonunun olusturulmast

MDNSGA-II i¢in baglangi¢ popiilasyonu rastgele say1 iireteci kullanilarak olusturulur. o, [0,1] araligindan
iiretilen bir rastgele say1 olmak iizere, /b, siirekli veya tam sayili degiskenin alt sinir1 ve ub, siirekli veya
tam sayili degiskenin iist sinir1 olsun. Siirekli ve tam sayili degiskenler i¢in belirlenen [/b, ub] tanim
araliklarinda sirasiyla

x=1b+a(ub—Ib) (11)
ve
x = Ib+ round (a(ub — b)) (12)

bi¢iminde tanimli esitliklerle baslangi¢ popiilasyonu bilesenleri elde edilir. Ikili (0,1) degerli degiskenler
icin ise

x =round(x) (13)
esitligi ile baslangig popiilasyonu bilesen degerleri elde edilir. Kesikli degiskenler i¢in baslangig

popiilasyonu olusturulurken degisken gdsteriminde yapilan indeksleme islemine gére uyarlama yapilir.
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Kesikli degisken degerlerinin indeksleri i¢in rastgele say1 iiretilir. » sira numarasi ve tam say1 eslemesi
yapilan kesikli degiskenin tanim araligi [1, ¢] olmak iizere kesikli degisken igin iiretilecek rastgele say1

x") = round(1+ a(q —1)) (14)

bigiminde elde edilir. §={s,s,,...,s,} kesikli degisken degerleri kiimesi olmak iizere #(S)=¢’dur. Buna
gore [1, q] aralifindan ¢ sayida rastgele indeks numaralar (/) tretilir. Uretilen [ , indeks numaralarina

gore, S kiimesinde karsilik gelen kesikli deger secilerek yeni bir kesikli deger kiimesi olusturulur.

3.2.3 Genetik operatorlerin uyarlanmasi

Genetik operatorler secim, caprazlama ve mutasyon asamalarindan olusur. MDNSGA-II’de segim
operatorii adiminda herhangi bir uyarlama yapmaya gerek yoktur. Bu calismada, uyarlanan NSGA-II
genetik operatorleri olarak Turnuva se¢imi, SBX ¢aprazlama ve Polinomsal mutasyon kullanilmistir.
Genetik operatdrlerin ¢aprazlama ve mutasyon asamalarinda yapilan uyarlamalar asagida verilmistir.

SBX caprazlama operatorii: Bu operator reel degerli degiskenler i¢in olusturulmustur. ¢. yinelemede
mevecut x*” ve x? ¢ozlimleri kullanilarak yapilan hesaplamalarla iki yeni ¢6ziim elde edilir. U €[0,1]
araligindan rastgele bir say1 olusturulur. Burada 7, , belirlenen bir aralikta tanimli, pozitif reel say1 degerli
caprazlama dagilim indeksi olmak iizere

1

(u)=*  ,U<05

B, = L (15)
1 77(.,,+ d
Lz(w)J S

ile taniml1 fonksiyona gére 3, hesaplanir. Yavru ¢oziimler ise

x =05 (1+ 8,)x + (1= 8, )x |

(16)
xe = 0.5[ (1= 8, )5 +(1+ 8, ) x> |

biciminde elde edilir. Siirekli degiskenler icin Esitlik (16) kullanilarak yavru ¢éztimler olusturulur.

MDNSGA-II’de caprazlama operatorii kullanilarak olusturulan yavru g¢oziimler, tam say1 ve kesikli
degiskenin tanim kiimesi disinda degerler alabilir. Bu nedenle, yavru ¢6ziim olusturulurken c¢aprazlama
operatoriinde yapilacak degisikliklerle degiskenin tanim kiimesi i¢cinde deger almasi saglanir. Tam sayili
degiskenler i¢in yavru ¢oziimler

xt = round(O.S[(l +5, )x“"’ + (1 -5, )x‘“’ ])

(17)
X = round(O.S[(l - B, )x“”’ + (1 + 8, )x“"’ ])

biciminde olusturulur. Burada, tam sayil1 degerlerin ardigik olmasi durumunda Esitlik (17)’nin kullanim1
uygundur. Aksi halde kesikli reel say1 degerli degiskenler i¢in Onerilen uyarlamanin yapilmasi uygun olur.
Esitlik (16)’da SBX caprazlama operatoriiniin uygulanmasiyla elde edilen yavru g¢oziimler kesikli
degiskenlerin tanim kiimesinde yer almayabilir. Bu durumda elde edilen yavru ¢6ziim degerlerinin
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(x" ve x*),  §S={s,8,,...,5,}  kiimesindeki elemanlardan  biri olmasi istenir. ~Eger,

+S
x™ els,s,],i=12,...,g—1 ise s =% hesaplanir. s/ degeri ile Esitlik (16) ile elde edilen yavru

i=L2,.,q9-1

degerlerinden hangisine daha yakin oldugu belirlenir ve yavru ¢oziim degerlerine yakin olan kesikli
degisken degeri alinir. Boylece, ¢caprazlama agamasi sonrasinda elde edilen yavru ¢6ziim

¢oziim degerleri karsilastirilir. Yapilan karsilastirmada yavru ¢oziim degerinin s; yada s

i+1°

s 05[(1+,)x +(1-8,)x |<s]
d.y.

(Le+l)

X

(18)

N

i+l H

biciminde elde edilir. x*” *de Esitlik (18)’e benzer olarak hesaplanir.

Polinomsal mutasyon operatérii: SBX ile elde edilen yavru ¢ézlimlere mutasyon asamasi uygulanarak
¢Oziim ¢esitliligi saglanir. Meveut ¢6ziim x ’den, yeni ¢dziim

X" =x" +(ub-1b)o (19)

bi¢iminde elde edilir. Burada, /b ve ub, sirasiyla ¢oziimler i¢in belirlenen alt ve iist sinir degerleri, » €[0,1]
araligindan rastgele bir say1 ve 7, mutasyon dagilim indeksi olmak iizere, bir polinomsal dagilim
kullanilarak Esitlik (19)’da belirtilen degisim

1

2r) M 1, <05
(2r) T (20)

bi¢ciminde hesaplanir [30]. Stirekli degiskenler i¢in Esitlik (19) kullanilarak yeni ¢6ziim elde edilir.

MDNSGA-II’de mutasyon asamasi uygulanarak olusturulan yeni ¢6ziimlerde yapilacak degisikliklerle
degiskenin tanim kiimesi i¢inde deger almasi saglanir. Caprazlamada yapilan uyarlamalar benzer sekilde
mutasyon asamasinda da yapilarak tam sayili degiskenler i¢in yeni ¢6ziim

x"™ = round(x + (ub—1b)0) 21

(t+1) Si + Si+1

ve kesikli degiskenler i¢in x"" €[s,,s,,,],i=12,..,g—1 ise s, = hesaplanarak mutasyon agamasi

sonrasinda elde edilen yeni ¢6ziim

) (1) _ <q'
x(l.r+1) :{ S, , X + (ub Zb)é‘_sl (22)

S o d.y.
biciminde elde edilir. Sekil 3’te verilen NSGA-II akis semasinda Adim 0 (Degiskenlerin gosterimi), Adim
1 (Baslangi¢ popiilasyonunun olusturulmasi) ve Adim 3’te (Genetik operatorler) yapilan uyarlamalarla

MDNSGA-II olusturulur.

4. Uygulama

Karma veri i¢eren ¢ok yanitli optimizasyon problemlerinin ¢6ziimii i¢in bu ¢aligmada 6nerilen MDNSGA-
II yontemi, literatiirden ¢ok iyi bilinen iki veri seti (enerji ve gida alani) lizerinde uygulanmistir. Ilk veri
seti, optimizasyon alanindaki ¢aligmalarda kabul gdren veri tabanindan alinan enerji verimliligi ile ilgilidir
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[33]. Bu veri setinde, binalarin enerji verimliligine iliskin 1sitma yiikii (}) ve sogutma yiikii (¥,)
gereksinimlerinin, bina 6zniteliklerinin bir fonksiyonu olarak degerlendirilmesi arastirilmistir. Ikinci veri
seti ise, gida alaninda literatiirde tanimli ¢ok yanith deneysel ¢alisma ile edilen bir veri setidir. Veri setleri
icin GLM ve SUR yontemleri ile uygun tahmini yanit modelleri olusturularak, karma veriler i¢in
modelleme asamasi saglanmistir. Veri setlerinde yer alan yanit degiskenlerinin modellenmesinde RStudio
ve IBM SPSS Statistics 24 programlar1 kullanilmistir. Optimizasyon asamasinda, MDNSGA-II yontemi ile
MATLAB R2023a programi kullanilarak veri setleri i¢in Pareto ¢6ziim kiimesi elde edilmistir.

4.1. Enerji verimliligi veri seti

Veri kiimesi, iki gercek degerli yanita (1s1tma yiikii ve sogutma yiikii) iliskin 768 gozlem ve 8 6zellik (girdi
degiskenleri) icermektedir. Girdi degiskenleri ile yanitlar arasindaki fonksiyonel iliskinin belirlenmesi ve
yanit degiskenlerini es anli minimum yapacak girdi degisken degerlerinin belirlenmesi istenmektedir.
Cizelge 4’te, 8 girdi degiskeni ve 2 yanit degiskeninden olugan 768 gbzlemli karma veri seti 6rnegi yer
almaktadir.

Cizelge 4. Enerji verimliligi veri seti

Girdi Degiskenler Yanit Degiskenleri

No X, X, X; X, X X, X, X Y, Y,

1 0.98 514.5 294 110.25 7 2 0 0 15.55 21.33

2 0.98 514.5 294 110.25 7 3 0 0 15.55 21.33

3 0.98 514.5 294 110.25 7 4 0 0 15.55 21.33
766  0.62 808.5 367.5 220.5 3.5 3 0.4 5 16.44 17.11
767 0.62 808.5 367.5 220.5 3.5 4 0.4 5 16.48 16.61
768  0.62 808.5 367.5 220.5 3.5 5 0.4 5 16.64 16.03

Cizelge 5’te girdi ve yamit degiskenlerinin degisken tiirleri ve tanim arahigi goriilmektedir. Girdi
degiskenlerinden yap1 yiiksekligi ve yonelimi ile cam alanmi ve cam alan dagilimi agisindan bina
Ozniteliklerinin farklilik gosterdigi goriilmektedir. Yapr yiiksekligi ( X ), siirekli bir degisken olmasina
ragmen bu veri setinde tanim kiimesinin {3.5,7} degerlerinden olustugu goriilmektedir. Bu durum yap1

yiiksekliginin bu veri seti i¢in kesikli degisken olarak ele alindigin1 géstermektedir. Bina tasariminda yap1
yiiksekligi sadece iki degerden birini alabilmektedir. X, degiskeni yapinin hangi cephede (kuzey, giiney,

dogu, bati) yer aldigin1 belirtmektedir. X, X, X, ve X, degiskenlerinin tanim kiimelerine bakildiginda
kesikli ve/veya tam sayili degiskenlerden olustugu goriilmektedir.

Cizelge 5. Enerji verimliligi veri setinin girdi degiskenleri, degisken tiirii ve tanim kiimesi

Degiskenler Degisken Tiirii Tarmim Kiimesi
— Bagil kompakthik (X)) Stirekli [0.62, 0.98]
Yiizey alan1 (X,) Siirekli [514.5, 808.5]
Duvar alan1 (X ;) Stirekli [245, 416.5]
3 Catralam (X)) Siirekli [110.25,220.50]
5 | vapiyikseklizi (X)) Kesikli (35,7}
Yap1 yonelimi (X ) Kesikli, Tam say1 {2,3,4,5}
Cam alan1 (X7) Kesikli {0, 0.10, 0.25, 0.40}
L Cam alan dagilimi (X3) Kesikli, Tam say1 {0,1,2,3,4,5}
= Isitma yiiki (Y1) Siirekli Y >0
S ‘|: Sogutma yiikii (Y2) Siirekli Y2>0
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Binalarin enerji tiikketimi gbz oniinde bulunduruldugunda enerjinin kullanimi i¢in verimli bina tasarimi
onemlidir. Thtiyag duyulan 1sitma ve sogutma ekipmamnin dzelliklerini belirlemek igin 1sitma ve sogutma
yiiklerinin hesaplanmasi1 gerekir. Isitma ve sogutma yiiklerinin enerji verimliligi bakimindan minimum
olmasi istenir. Bu calismada, Tsanas ve Xifara’nin [34] calismasinda uygulanan IRLS (Iteratively
Reweighted Least Squares) yontemi ile elde edilen regresyon modeli kullanilmigtir. Varyans homojenligi
varsayiminin saglanamadigi durumlarda IRLS’nin kullanimi daha uygundur. IRLS ile regresyon
katsayilarindaki agirliklar ayarlanarak regresyon egrisi olusturulurken aykir1 degerlerin etkisi azaltilir.
Boylece daha gelistirilmis bir en kiiciik kareler tahmini saglanir.

Cizelge 6’da, Y, ve Y, yanitlarinin normallik varsayimi i¢in Kolmogrov-Smirnov testi sonuglar
goriilmektedir. %95 giiven diizeyinde (p-degeri=0.001<0.05) Y, ve Y, yanitlarma iliskin gozlem
degerlerinin Normal dagilim gostermedigi sdylenir.

Cizelge 6. Yanitlar icin Kolmogrov-Smirnov testi sonuglari

Yanit Degiskenleri p-degeri
Y. .001

1

Y, .001

Y, ve Y, yanitlariicin elde edilen tahmini yanit modelleri sirastyla

Y, =-4.75X,-0.03X, +0.07X, ~3.44X, —0.01X, +18.13X, +0.09.X, (23)
veE
Y, =-9.02X, - 0.01X, +0.04X, —4.30X, —0.12.X, +14.49X, +0.03X, (24)

dir. );1 ve };2 yanitlarin1 es anli minimize eden optimal girdi degerlerini elde edebilmek i¢in optimizasyon

asamasinda MDNSGA-II uygulanmistir. Her bir yamit fonksiyonu bir amag¢ fonksiyonu olarak
degerlendirildiginde ¢ok yanitli optimizasyon problemi

min f; = Y,(x)
min f, =Y, (x) (25)
xeS

biciminde tanimli CAO problemine doniisecektir. Burada, {X . SO, & } degiskenlerinin aldig1 degerler

vektorii x olarak belirtilmistir. f, ve f, amag fonksiyonlari, sirasiyla I?l ve }?2 tahmini yanit

fonksiyonlarina karsilik gelmektedir. Cizelge 7°de, bu ¢calismada uygulanan MDNSGA-II’nin ayarlanabilir
parametreleri ve parametrelerin aldig1 degerler yer almaktadir.

Cizelge 7. MDNSGA-II’nin ayarlanabilir parametreleri ve parametre degerleri

Ayarlanabilir parametreler Parametre degerleri
Girdi degisken sayis1 (p) 8
Popiilasyon biiytikligii (V) 50
Yineleme sayis1 (7, ) 100
Caprazlama operatorii SBX
Mutasyon operatdrii Polinomsal
Secim operatorii Turnuva
Caprazlama olasilig1 ( Pr,, ) 0.90
Caprazlama indeksi (77, ) 20
Mutasyon olasilig: ( Pr,, ) 1/8
Mutasyon indeksi (7, ) 20
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Sekil 4°te enerji veri seti i¢in elde edilen Pareto ¢oziim kiimesi goriilmektedir. Karma veri igeren ¢ok yanitli
enerji veri seti igin MDNSGA-II ile ¢6ziim ¢esitliliginin saglandigi goriilmektedir. Enerji veri seti igin f,
ve f, amag fonksiyonlarina iliskin Pareto ¢dziim degerleri Ek-1’de verilmistir. Ek-1’de goriildiigii gibi,
MDNSGA-II ile {X . ¢ ,X7,X8} degiskenlerinin tanim kiimesinden kesikli degerler alarak Pareto

¢Oziimlerin elde edilmesi saglanmistir.

Pareto Coziim Kiimesi

o,
76 @ %
Q
8o
7581
%%Q}
o
75.6 R,
v o
75.4 Q‘%
Q
8o
752 ?
oo
I3
°
75 ?,

74.8
10.305 10.31 10.315 10.32 10.325 10.33 10.335 10.34 10.345

Sekil 4. Enerji veri seti igin f, ve f, amag fonksiyonlarina iligkin Pareto ¢dziim kiimesi

4.2. Gida veri seti

Bu uygulamada veri seti, Schmidt ve ark. [35] ¢alismalarinda kullandig1 gida alanindan segilmistir. Karma
veri modelleri i¢in deneyin optimal degeri elde edilmeye ¢alisilmistir. Cok yanith deneysel karma veri seti
2 girdi degiskeni ve 4 yanit degiskeni icermektedir. Sistein jel dokusu (.X,) ve bir tuz ¢esidi olan kalsiyum
kloriir (CaCl2) (X,)maddelerinin peynir alt1 suyu konsantresinin yapisal 6zellikleri ve su tutma 6zelligi

izerine etkisini incelemek amaciyla bir deney diizenlenmistir. Burada, sistein ve kalsiyum kloriir girdi
degiskenleri; sertlik, yapiskanlik, esneklik yapisal 6zellikleri ile peynir alti suyunda tutulan sikigtirilabilir
su yanit degiskenleridir. Peynir alt1 suyu proteini konsantresi sistemlerinin yanit degiskenleri lizerindeki
etkilerini 6lgmek i¢in ¢oklu dogrusal regresyon analizi kullanilmistir. Cok yamitli deneysel karma veri seti
icin yanitlar arasinda dogrusal iligkili olmasi1 durumunda yanitlar, SUR (Seemingly Unrelated Regression)
yontemi ile modellenebilir [36]. Cizelge 8’de deneysel ¢alisma sonucunda elde edilen kodlanmis girdi
degisken degerleri ile gozlenen yanit degiskenlerine ait degerler yer almaktadir.

Cizelge 8. Deneysel ¢alisma sonucu elde edilen kodlanmis girdi degisken degerleri ve
gozlenen yanit degisken degerleri

No X, X, ¥, Y, , Y,
1 -1 -1 2.48 0.55 1.95 0.22
2 1 -1 091 0.52 1.37 0.67
3 -1 1 0.71 0.67 1.74 0.57
4 1 1 0.41 0.36 1.20 0.69
5 -1.414 0 2.28 0.59 1.75 0.33
6 1.414 0 0.35 0.31 1.13 0.67
7 0 -1.414 2.14 0.54 1.68 0.42
8 0 1.414 0.78 0.51 1.51 0.57
9 0 0 1.50 0.66 1.80 0.44
10 0 0 1.66 0.66 1.79 0.50
11 0 0 1.48 0.66 1.79 0.50
12 0 0 1.41 0.66 1.77 043
13 0 0 1.58 0.66 1.73 0.47
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Cizelge 9°da gida veri setinin degisken tiirii ve tanim aralig1 agiklamalari goriilmektedir. Burada, X, kesikli
degisken olup X, siirekli degisken olarak tanimlanmistir.

Cizelge 9. Gida veri seti i¢in girdi degiskenleri, degisken tiirii ve tanim kiimesi

Girdi Degiskenleri Degisken Tiirii Tanim Kiimesi
Sistein jel dokusu (X,) Kesikli {-1.414,-1,0,1, 1.414}
Kalsiyum kloriir (X,) Stirekli [-1.414,1.414]

Yanitlar arasindaki dogrusal iliskinin incelenmesinden Once yanitlarin Normal dagilim varsayimi test
edilmistir. Bu amagla, Shapiro-Wilk (kii¢lik 6rneklemlerde) testi uygulanmigtir. Shapiro-Wilk testi sonucu
Cizelge 10°da 6zetlenmistir. Cizelge 10°daki p degerlerine bakildiginda %95 giiven diizeyinde ¥, ve Y,
yanitlarinin Normal dagilimli oldugu (p-degeri>0.05), ¥, ve Y, yanitlarimin dagilimimim ise Normal
dagilim goéstermedigi séylenir (p-degeri<0.05).

Cizelge 10. Gida veri seti i¢in yanit degiskenlerinin Normallik testi

Yanit Degiskenleri Shapiro Wilk p-degeri

Y, 0.549
Y, 0.010
Y, 0.023
Y, 0.652

Y, —Y, yanit degiskenleri i¢in Pearson korelasyon katsayisi -0.932 olup bu yanitlar arasinda ters yonlii,
giiclii ve anlamli bir iliski oldugu sdylenir. Spearman korelasyon testine gore, ¥, -Y,, ¥, -Y,ve ¥, 7Y,
yanitlarinin da sirasiyla, 0.674, 0.69 ve -0.702 biiyiikliiklerinde dogrusal iliskili oldugu sdylenir. ¥, -V, ve
Y, —Y, yantlarinin ise dogrusal iliskisiz oldugu goriilmiistiir. Bu ¢alismada Normallik varsayimini
sagladig1 ve aralarinda anlamli ve gii¢lii bir iliski oldugu i¢in ¥, —Y, yanitlan ile ¢aligilmistir. Ayrica,

Y, — Y, yanitlar1 arasinda anlamli, pozitif yonlii dogrusal bir iliski olmas1 nedeniyle bu yanitlarin da es anli
optimizasyonu ile ilgilenilmistir.

Y, — Y, yanitlarina iliskin sagilim grafigi Sekil 5°te verilmistir. Yanitlar arasindaki iliski, ikinci dereceden
polinomsal fonksiyonlar kullanilarak SUR yontemi ile modellenmistir. Cizelge 11°de, ¥, —Y, yanitlarinin
SUR yontemi ile elde edilen parametre tahminleri yer almaktadir.

Ys
o
/

i

% \\\\

T T T T T T
00 ) 1.00 12 200 150

Y1

Sekil S. ¥, — Y, yanit degiskenine ait sacilim grafigi
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Cizelge 11. Y, ve Y, yanitlarinin SUR yo6ntemi ile parametre tahminleri

Model SUR
Terimi Y, p-degeri Y, p-degeri
Sabit 1.526 (.065) .001 0.468 (.013) .001
X, -0.575 (.051) .001 0.131 (.010) .001
X, -0.524 (.051) .001 0.073 (.010) .001
X} -0.171 (.055) .018 0.026 (.011) .055
X, -0.098 (.055) 12 0.024 (.011) .076
X, X, 0.318 (.073) .003 -0.083 (.015) .001

*Standart hatalar parantez i¢inde belirtilmistir.

Cizelge 11°den, Y, ve Y, yanitlari i¢in elde edilen tahmini yanit modelleri sirasiyla

¥ =1.526—-0.575X, —0.524X, —0.171X7> +0.318X, X, (26)
veE
Y, = 0.468+0.131X, +0.073.X, —0.083X, X, 27)

dir. Optimal degeri elde edilmek istenilen her bir yanit fonksiyonu, bir ama¢ fonksiyonu olarak
degerlendirildiginde ¢ok yanitli optimizasyon problemi

max f, = Yl (x)
min f, =7, (x) (28)
xesS

bigiminde CAO problemine doniisecektir. Burada, {X ¢ 2} degiskenlerinin aldig1 degerler vektorii x

olarak belirtilmistir. f, ve f, amag fonksiyonlari, sirasiyla }}1 ve }?4 tahmini yanit fonksiyonlarma karsilik
gelmektedir. Elde edilen tahmini yanit fonksiyonlari i¢in yiizey grafikleri Sekil 6.(a)-(b)’de goriilmektedir.
Buna gore, Sekil 6. (a)’da bir maksimizasyon problemi ve Sekil 6.(b)’de bir minimizasyon problemi ile
ilgilenildigi agiktir.

(a) (b)

Sekil 6. (a) f, amag fonksiyonu, (b) f, amag fonksiyonu igin yiizey grafikleri

Cizelge 12°de, bu calismada uygulanan MDNSGA-II'nin ayarlanabilir parametreleri ve parametrelerin
aldig1 degerler yer almaktadir.
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Cizelge 12. MDNSGA-II’nin ayarlanabilir parametreleri ve parametre degerleri

Ayarlanabilir parametreler Parametre degerleri
Girdi degisken sayis1 (p) 2
Popiilasyon biiyiikligi (V) 50
Yineleme sayisi (7,,, ) 100
Caprazlama operatorii SBX
Mutasyon operatorii Polinomsal
Se¢im operatorii Turnuva
Caprazlama olasihig1 ( Pr,, ) 0.90
Caprazlama indeksi (7,,) 20
Mutasyon olasilig1 ( Pr,,,) 1/2
Mutasyon indeksi (7, ) 20

CAO probleminin f, ve f, amag fonksiyonlarma iliskin MDNSGA-II ile elde edilen baslangic ve Pareto
¢Oziim kiimeleri Sekil 7°de verilmigtir.

Pareto Coziim Kiimesi

0.8

®  MDNSGA-I (Baslangig géziim kiimesi)

0.7 O MDNSGA-II (Pareto g6zum kimesi)

0.6 & weo°**

0.5 05.

° s

N 04

03 .

0.2

01

0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

fy

Sekil 7. f, ve f, amag fonksiyonlari i¢in baslangi¢ ve Pareto ¢dziim kiimeleri

Cizelge 13’te amag fonksiyonlarini e anli minimize eden optimal girdi degisken degerleri yer almaktadir.

Cizelge 13. f, ve f, amag fonksiyonlarini es anli minimize eden optimal girdi degisken degerleri

Girdi Degiskenleri  Amacg fonksiyonlart

X, X, [f1 fz]
-1.0000 -1.4140 [3.1206 0.1164]
-1.4140 -1.0086 [2.9791 0.0908]

Y, ve ¥, yanitlari icin SUR yontemi ile elde edilen parametre tahminleri Cizelge 14’te verilmistir.

Cizelge 14. ¥, ve Y, yamtlarinin SUR yontemi ile parametre tahminleri

Model SUR

Terimi Y, p-degeri Y, p-degeri
Sabit 0.66 (.007) .001 1.776 (.016) .001
X, -0.092 (.005) .001 -0.25 (.013) .001
X, -0.010 (.005) .106 -0.078 (.013) .001
XIZ -0.096 (.006) .001 -0.156 (.014) .001
Xzz -0.058 (.006) .001 -0.078 (.014) .001
X, X, |-0.070(.007) .001 0.01 (.018) .602

*Standart hatalar parantez i¢inde belirtilmistir.
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Cizelge 14’ten, Y, ve Y, yanitlari i¢in elde edilen tahmini yanit modelleri sirastyla

¥, =0.660 —0.092.X, —0.096 X —0.058X> —0.070X, X,

(29)
veE
Y, =1.776 —0.250.X, —0.078.X, —0.156X> —0.079.X > (30)

dir. Optimal degeri elde edilmek istenilen her bir yanit fonksiyonu, bir ama¢ fonksiyonu olarak
degerlendirildiginde ¢ok yanitli optimizasyon problemi

max f, =Y2(x)

maxfzzﬁ(x)
xeS

€2))

bigiminde CAO problemine doniisecektir. Burada, {X X 2} degiskenlerinin aldig1 degerler vektorii x

olarak belirtilmistir. f, ve f, amag fonksiyonlari, sirasiyla ?2 ve };3 tahmini yanit fonksiyonlarina karsilik

gelmektedir. Elde edilen tahmini yanit fonksiyonlari i¢in yiizey grafikleri Sekil 8.(a)-(b)’de goriilmektedir.
Sekil 8.(a)-(b)’ye bakildiginda maksimizasyon problemleriyle ilgilenildigi goriilmektedir.

(a) (b)

Sekil 8. (a) f,amag fonksiyonu (b) f, amag fonksiyonu i¢in yiizey grafikleri

CAO probleminin MDNSGA-II ile elde edilen Pareto ¢6ziim kiimesi Sekil 9°da verilmistir. Gida veri seti
icin f, ve f, amag fonksiyonlarina iliskin Pareto ¢6ziim degerleri Ek-2’de verilmistir. Ek-2’de goriildiigii
gibi MDNSGA-II ile {X 1} degiskeni tamim kiimesinden kesikli degerler alarak Pareto ¢oziimlerin elde
edilmesi saglanmistir.

Pareto Géziim Kiimesi
1.89

BOEECG )

TG o
1.88 O, -
® o,
187 Co
@,
1.86 ®_
1.85 £
[s]
0184 3
(e}
1.83 {2
1.82 ko)
-
181 &
&
18 g

06 061 062 063 064 065 066 067 068
f1

Sekil 9. Gida veri seti i¢in f, ve f, amag fonksiyonlarina iligkin Pareto ¢dziim kiimesi
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5. Sonuc ve oneriler

Bu calismada, karma veri igeren ¢ok yanith problemlerin modellenmesi ve optimizasyonu ile ilgilenilmistir.
Yanit degiskenlerinin modellenmesinde GLM ve SUR modeller kullanilmistir. Karma veri igeren ¢ok
yanitli modellerin tahmini yanit fonksiyonlari, amag¢ fonksiyonlar1 olarak ele alinip problem CAO problemi
biciminde degerlendirilmistir. CAO i¢in bir yapay zeka optimizasyon algoritmasi olan NSGA-II’ye dayali
algoritma Onerilmistir. Bu amagla, NSGA-II’'nin degisken gosterimi, baslangic popiilasyonunun
olusturulmasi ve genetik operatdrlerin uygulanmasi asamalarinda indeksleme yapilarak kesikli deger alan
degiskenlerle optimizasyon yapabilmek i¢in NSGA-II modifiye edilmistir. Onerilen algoritma, ¢alisma
kapsaminda MDNSGA-II olarak adlandirilmistir. Calismada, kesikli degiskenlerin indeks degerleri dikkate
almarak karma veri igeren ¢ok yanith problemler igin MDNSGA-II ile Pareto ¢6ziim kiimesinin elde
edilebilir oldugu gosterilmistir. Uygulamada kullanilan UCI Repository veri tabanindan enerji verimliligi
veri seti ile literatiirde tanimli gida alanindan deneysel karma veri seti i¢in elde edilen sonuglar Ek-1 ve Ek-
2’de verilmistir. Ek-1 ve Ek-2 incelendiginde, uygulamada kullanilan veri setleri igin MDNSGA-II ile

Pareto ¢oziim kiimesinin elde edilebildigi goriilmiistiir. Bununla birlikte, Enerji veri setinde );1— );2 ve gida
veri setinde }?2 - );3 tahmini yanit fonksiyonlari i¢in Pareto ¢6ziim kiimesinde ¢6ziim gesitliligi saglanirken,
gida veri setinin };1 - }?4 tahmini yanit fonksiyonlari i¢in Pareto ¢6zlim kiimesinde ¢6ziim ¢esitliligi yeterince

saglanamamuistir. Pareto ¢ozliim kiimesinde ¢6ziim ¢esitliligini artirmak icin referans noktalarina dayanan
NSGA-III’lin uyarlanmastyla bu sorunun giderilmesi sonraki ¢aligma plani olarak ongoriilmektedir.

EKk-1 Enerji veri seti icin f; ve f, amag fonksiyonlarina iliskin Pareto ¢oziim kiimesi

N X X, X X, Xs  Xs X Xs £ Iz

1 062 610.6571 380.9550 113.8490 3.5 3 040 4 9.8763  83.3668
2 062 6109978 4083545 1155357 3.5 3 040 4  10.1452 68.0712
3062 6124556  393.1433 1156923 35 3 040 4 9.9712  76.7932
4 062 6107042 3904315 1139442 35 3 040 4 9.9704  78.0666
5 062 6106187 381.6393 113.8251 35 3 040 4 9.8837  82.9782
6 062 6108081 386.8392 1139304 35 3 040 4 9.9329  80.0928
7 062 6106168 3856920 1139586 3.5 3 040 4 9.9243  80.7085
8 062 6107253 3843239 1138813 3.5 3 040 4 9.9090  81.4898
9 062 6123562 3949505 1157381 3.5 3 040 4 9.9908  75.7672
10 062 6124023 401.1725 1154784 35 3 040 4 100523  72.2893
11 0.62 610.8283 3885117 1139288 35 3 040 4 9.9493  79.1590
12 0.62 6110447 4063511 1155784 35 3 040 4  10.1245  69.1996
13 0.62 6114364 4013444 1154862 35 3 040 4  10.0685 72.0578
14 0.62 6123345 397.0036 1154902 3.5 3 040 4 100116 74.6144
15  0.62 6122230 394.1300 1157882 3.5 3 040 4 9.9846  76.2081
16 0.62 6109330 387.8107 1139694 35 3 040 4 9.9407  79.5663
17 062 6123493 3963216 1155053 3.5 3 040 4  10.0046 74.9984
18 062 610.7242  385.0456 114.0231 35 3 040 4 99162  81.0855
19 062 610.6901 3825880 113.6679 3.5 3 040 4 9.8921  82.4570
20 062 6123872 3955429 1157546 3.5 3 040 4 9.9962  75.4398
21 062 6113824  403.5865 1153821 3.5 3 040 4  10.0917  70.7947
22 0.62 611.0526 405.6636 1155859 3.5 3 040 4  10.1175 69.5858
23 0.62 6107707 383.1573 1139089 3.5 3 040 4 9.8966  82.1494
24 0.62 6123377 3974010 1155058 3.5 3 040 4  10.0155 74.3923
25 0.62 611.0458 404.8979 1155219 3.5 3 040 4  10.1099  70.0136
26 0.62 610.8196 387.4233 1139322 35 3 040 4 9.9385  79.7673
27 0.62 6107164 3899160 1139293 3.5 3 040 4 9.9650  78.3570
28 0.62 6107170  389.5886  113.9400 35 3 040 4 9.9617  78.5404
29 062 6110235 406.7547 1156112 35 3 040 4  10.1288  68.9707
30 062 6122376 395.8547 1157415 35 3 040 4  10.0016 752442
31 062 611.1244 4025708 1153929 35 3 040 4  10.0855 71.3277
32 062 611.0496 4054035 1155863 3.5 3 040 4  10.1149  69.7310
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33
34
35
36
37
38

39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

0.62  612.4173
0.62  610.7554
0.62  612.1254
0.62  612.2661
0.62  611.4462
0.62  610.7435

0.62  610.7011
0.62  610.7108
0.62  611.3962
0.62  611.0798
0.62  612.4827
0.62  612.5187
0.62  612.3157
0.62  612.4558
0.62  612.5211
0.62  611.0621
0.62 611.1210
0.62  612.3504

393.7951
385.3684
397.7169
399.6804
402.0085
389.0879

383.6942
383.7182
403.7842
403.8909
400.2912
400.9726
398.7933
398.2394
399.6069
404.0529
404.5703
400.3724

115.7586
113.9496
115.3760
115.6109
115.3470
113.9321

113.8565
113.7821
115.3813
115.4860
115.5557
115.5398
115.3863
115.6069
115.5796
115.4698
115.4520
115.4825

35
35
3.5
35
3.5
3.5

35
35
35
35
35
35
35
35
35
35
3.5
3.5

LW W W W W W W W WWW W WWWWWwWWw

0.40
0.40
0.40
0.40
0.40
0.40

0.40
0.40
0.40
0.40
0.40
0.40
0.40
0.40
0.40
0.40
0.40
0.40

B i i i T i i i e T T T O Y

9.9783
9.9190
10.0219
10.0394
10.0750
9.9563

9.9030

9.9031

10.0935
10.0993
10.0423
10.0485
10.0298
10.0222
10.0349
10.1012
10.1055
10.0451

76.4228
80.9091
74.1857
73.1058
71.6873
78.8245

81.8390
81.8269
70.6859
70.5823
72.7941
72.4176
73.6096
73.9394
73.1827
70.4891
70.2076
72.7301
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EKk-2 Gida veri seti i¢in f; ve f, amag fonksiyonlarina iliskin Pareto ¢6ziim kiimesi

N Xi Xz Ji S

1 -1 0.6034 0.6771 1.7942
2 -1 -0.4937  0.6073 1.8893
3 -1 -0.3945  0.6194 1.8885
4 -1 -0.4679  0.6105 1.8892
5 -1 0.2400 0.6695 1.8467
6 -1 -0.3555  0.6238 1.8877
7 -1 0.2790 0.6710 1.8421
8 -1 -0.3324  0.6263 1.8872
9 -1 0.3576 0.6736 1.8320
10 -1 0.0050 0.6563 1.8696
11 -1 0.1756 0.6665 1.8539
12 -1 -0.3004  0.6297 1.8863
13 -1 0.2136 0.6683 1.8497
14 -1 -0.2504  0.6348 1.8846
15 -1 0.3787 0.6742 1.8291
16 -1 0.1448 0.6649 1.8570
17 -1 0.1933 0.6674 1.8520
18 -1 -0.0680  0.6510 1.8749
19 -1 0.0409 0.6588 1.8667
20 -1 0.0995 0.6624 1.8615
21 -1 -0.0238  0.6543 1.8718
22 -1 0.4018 0.6748 1.8259
23 -1 -0.2750  0.6324 1.8855
24 -1 0.0804 0.6613 1.8632
25 -1 0.3267 0.6727 1.8361
26 -1 -0.2304  0.6368 1.8838
27 -1 0.4253 0.6753 1.8225
28 -1 -0.0911 0.6491 1.8764
29 -1 -0.1434  0.6448 1.8796
30 -1 -0.1522  0.6440 1.8800
31 -1 0.4833 0.6763 1.8139
32 -1 -0.2185  0.6379 1.8833
33 -1 0.0643 0.6603 1.8647
34 -1 0.6022 0.6771 1.7944
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35 -1 0.4615 0.6760 1.8172
36 -1 -0.1727  0.6422 1.8811
37 -1 0.5783 0.6771 1.7985
38 -1 -0.0456  0.6527 1.8734
39 -1 -0.1226  0.6465 1.8784
40 -1 0.5224 0.6767 1.8077
41 -1 -0.0535  0.6521 1.8739
42 -1 0.0270 0.6578 1.8678
43 -1 0.4473 0.6757 1.8193
44 -1 0.4751 0.6762 1.8151
45 -1 0.5642 0.6770 1.8009
46 -1 -0.1019  0.6483 1.8771
47 -1 -0.1198  0.6468 1.8782
48 -1 0.5032 0.6765 1.8107
49 -1 0.2967 0.6717 1.8399
50 -1 0.5038 0.6765 1.8106
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Abstract

This paper proposes an approach to predicting insurance premiums in health insurance by
combining traditional generalized linear models (GLM) with advanced machine learning-driven
regression tree analysis. The study first uses GLM on real complementary health insurance data to
examine the importance of variables, focusing on those variables that have a large impact on
premium estimates. Subsequently, it is investigated whether the variables identified as significant
by GLM can also be identified as significant by regression tree analysis. In the application of
machine learning, the effect of stratified sampling in accordance with the data structure in terms of
the risk variables considered in premium forecasts is also analyzed. This study contributes to the
actuarial understanding of premium estimation and provides insurers with a concrete framework to
help them negotiate the complex world of health insurance data. By integrating the advantages of
GLM and regression trees, this study provides a comprehensive comparison for insurers to adapt to
changing risk factors. This study represents a innovative attempt to incorporate a regression tree
methodology, providing a novel and accurate estimation of premium amounts in the realm of
insurance analysis.

Keywords: Actuarial premium estimation, Regression tree, Machine learning techniques, Generalized linear
models,
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Oz
Saghk Sigortasi Primi Tahmininde Regresyon Agaci Yaklasimi

Bu ¢alisma, geleneksel genellestirilmis dogrusal modelleri (GLM) gelismis makine 6grenimi odakl
regresyon agact analizi ile birlestiverek saglik sigortasinda sigorta primlerini tahmin etmeye
yonelik bir yaklasim onermektedir. Calismada ilk olarak degiskenlerin onemini incelemek igin
gercek tamamlayict saghk sigortasi verileri ilizerine GLM uygulanmakta ve prim tahminleri
tizerinde biiyiik etkisi olan degiskenlere odaklanilmaktadir. Daha sonra, GLM tarafindan énemli
olarak tamimlanan degiskenlerin regresyon agact analizi ile de onemli olarak tamimlanip
tammlanamayacagr arastirilmaktadir. Makine ogrenmesi uygulamasinda, prim tahminlerinde
dikkate alinan risk degiskenleri agisindan veri yapisina uygun olarak tabakali orneklemenin etkisi
de analiz edilmektedir. Bu ¢alisma, prim tahminine iliskin aktiieryal anlayisa katkida bulunmakta
ve sigortactlara saghk sigortast verilerinin karmagik diinyasinda miizakere etmelerine yardimci
olacak somut bir ¢erceve sunmaktadir. GLM ve regresyon agaglarimin avantajlarint bir araya
getiren bu ¢alisma, sigortacilarin degisen risk faktorlerine uyum saglamalari igin kapsamlt bir
karsilastirma sunmakta ve sigorta analizi alaninda prim tutarlarmmin yeni ve dogru bir sekilde
tahmin edilmesini saglayan bir regresyon agaci metodolojisini i¢eren yenilik¢i bir ¢calismayi temsil
etmektedir.

Anahtar sozciikler: Aktiieryal prim tahmini, Regresyon agaci, Makine égrenme teknikleri, Genellestirilmig
dogrusal modeller

1. Introduction

Actuarial science brings essential insights with a statistical, demographic, and social perspective into the
analysis of risk factors that influence complicated insurance occurrences. Hence, an actuarial perspective
enhances the ability to manage the complex world of risk. In the ever-evolving landscape of actuarial
science, the estimation of insurance premiums stands as intricate with mathematical precision, statistical
insight, and an acute understanding of risk dynamics. The premium estimation is the most important and
lies at the heart of insurance pricing, financial sustainability, and risk management strategies. The
estimation of insurance premiums holds paramount importance within the domain of actuarial science and
the broader insurance industry.

The significance of premium estimation is multifaceted, encompassing financial stability, risk management,
market competitiveness, and the overall sustainability of insurance operations. Premium estimation in
actuarial science involves the use of various techniques and models to assess risk and determine the
appropriate pricing for insurance coverage. In premium estimation techniques, as a combination of
traditional and modern methodologies, frequency and severity models, generalized linear models (GLM),
the loss ratio method, credibility theory, Bayesian methods, time series analysis, and extreme value theory
(EVT) are commonly used in actual science. Among these methods, GLMs is one of the most preferred
because it extends traditional linear models to handle non-normally distributed response variables.
Actuaries use GLMs to model relationships between premiums and risk factors, incorporating link functions
that account for the specific distribution of the response variable (e.g., Poisson or Gamma distributions).

GLMs play a pivotal role, especially in non-life insurance, in assessing and pricing risks, as well as in
estimating more accurate reserves. Actuarial science often involves the application of statistical models,
including GLMs, for analyzing and modeling insurance-related data. The GLM is developed as actuarial
illustrations in the standard text by McCullagh and Nelder [1]. They provide numerous instances of how
GLMs have been fitted to other kinds of data, such as average claim costs from a portfolio of auto
insurance. Then Renshaw [2] and Renshaw and Verall [3] made the first studies in the actuarial field. In
1996, Haberman and Renshaw [4] analyzed in detail the use of GLMs in actuarial data analysis and
demonstrated the use of GLMs in insurance claim frequency and severity. Over the years, GLM has been
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applied in the calculation of loss resezrves, credibility, and mortality forecasting. These references cover
the theoretical foundations as well as practical applications of GLMs in the actuarial sciences: Dobson [5],
Anderson et al. [6], Antonio and Beirlant [7], De Jong and Heller [8], Wiithrich and Merz [9], Ohlsson et
al. [10], and Frees [11].

A decision tree is a graphical representation and predictive modeling tool used in machine learning and
data analysis. Decision trees are particularly useful for classification and regression tasks, as they help break
down complex decision-making processes into a series of simpler, interpretable steps based on the input
features of the data. CART is a versatile type of decision tree that can be used for both classification and
regression tasks. It recursively splits the dataset based on the most significant attribute at each node.
According to its purpose, CART is divided into two parts: firstly, to classify the data into discrete classes
or categories, and secondly, to predict numerical values, making it suitable for the regression task.

Regression trees are an important instrument in the actuarial toolbox since they offer a special perspective
for understanding and evaluating intricate risk dynamics. Regression trees excel at identifying distinct
segments within a dataset, enabling actuaries to tailor risk assessment strategies to specific groups. Quan
[12] summarized the advantages of the tree-based model that are important for the analysis of actuarial and
insurance data in five points: Tree-based models are considered as nonparametric models and therefore do
not require distributional assumptions, tree-based models can be used as a practical algorithm that can
handle missing data and categorical variables in a natural way, tree-based models can automatically detect
non-linear effects and potential effects, and they are easy to interpret by visualizing the tree structure in a
graph, especially for smaller size trees. These advantages are particularly useful for reporting models used
in actuarial and insurance data analysis.

Regression trees are employed in estimating insurance premiums by capturing the non-linear relationships
between policyholder attributes and expected claim amounts. This aids insurers in setting accurate premium
rates based on a nuanced understanding of risk factors. Regression trees are especially ideally suited for
situations where the impact of variables is not constant because, in contrast to typical linear models, they
are able to capture non-linear correlations in data. Regression trees' intuitive design makes interpretation
simple, which makes it easier to communicate findings. Actuaries can better prioritize elements that have
a major impact on the outcomes of interest by using regression trees, which offer insights into the relative
relevance of various variables.

The combination of regression trees and machine learning has become a revolutionary force in the dynamic
field of actuarial science, revolutionizing the way actuaries approach risk assessment and predictive
modeling.

Machine learning augments the predictive power of regression trees, enabling the model to capture intricate
relationships and dependencies within the data. This enhanced modeling capability is particularly valuable
in estimating premium, predicting claim occurrences and assessing severity with a higher degree of
accuracy. This study examines the mutually beneficial relationship that exists between regression trees and
machine learning, highlighting the special advantages and potential uses that result from this potent union.
The combination of regression trees and machine learning is set to define the forefront of data-driven
decision-making in actuarial practice as the discipline continues to embrace technological breakthroughs.

Due to its increasing impact and importance in recent years, there have been many studies on classification
and regression trees driven by machine learning. However, few papers can be found in the insurance
literature related to regression trees and machine learning. Gardner et al. [13] use regression trees and two-
stage screening were assessed by contrasting their accuracy with traditional actuarial techniques. Steadman
et al. [14] proposed that a classification tree approach and two decision thresholds can enhance the use of
actuarial violence risk assessment tools in clinical practice. Guelman [15] compares gradient-boosted trees
with GLMs to forecast the cost of vehicle accident losses for at-fault claims. William [16] suggests a two-
phase modeling process that expands on previous statistical tools like classification and regression trees,
generalized linear mixed models, and actuarial methods from conventional insurance claim cost modeling.
Wathrich and Buser [17] applied various statistical methods and machine learning techniques for non-life
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insurance pricing, including regression trees, bagging, random forest, boosting, and support vector
machines. Diao and Weng [18] merge machine learning methods with credibility theory and suggest an
approach based on regression trees to incorporate covariate data into the estimation of the credibility
premium. Baillargeon [19] presents a neural architecture that can predict actuarial risk factors in accident
descriptions using dense embeddings, yielding more performing and interpretable models than traditional
actuarial data mining methods. Tober [20] focuses on creating and assessing three tree-based machine
learning models to forecast the frequency of claims, advancing from straightforward decision trees to more
complex ensemble techniques like random forests and gradient boosting machines. Henckaerts et al. [21]
concentrate on using machine learning techniques to create comprehensive tariff plans based on the severity
and frequency of claims. Rokicki [22] proposed the modified actuarial credibility approach, which provides
accurate initial cost estimates for transport infrastructure projects, outperforming more complex methods
like regression analysis and machine learning. Richman [23, 24] looks into the potential evolution and
adaptation of actuarial science to include machine learning. Wong [25] provides the state of the art in
ratemaking and reserving and examines how machine learning is being applied to the field of actuarial
science. Quag [26] examines the various applications of tree-based models in insurance and actuarial
science.

Resampling techniques play a pivotal role in machine learning, offering a strategic approach to mitigate
bias, enhance model robustness, and provide a more accurate assessment of a model's performance. Among
resampling processes, the "stratified random sampling" method is superior to the balanced (representative)
sample when used appropriately. Stratification is the process of dividing the population into homogeneous
subgroups prior to sampling.

Health insurance is more sensitive to individual characteristics, causing concentrations or infrequent
conditions to be observed in the relevant risk factors and sub-fractures. For this reason, the risk factors and
the probability of observation in subcategories should be taken into consideration in order to better represent
the whole data in the analysis. In this study, stratified sampling was used because a non-homogeneous
structure was also observed in the subgroups of various risk factors in the data examined. The theoretical
background regarding stratified sampling can be found in these studies: Neyman [27], Neyman and Pearson
[28], Singh and Mangat [29], and Parsons [30]. The references regarding the application of machine
learning to stratified sampling are located in Liberty et al. [31], Ye et al. [32], Yu et al. [33], and Lu et al.
[34].

Although actuarial science has a wealth of traditional approaches, there is a notable lack of comprehensive
research on regression trees and more general machine learning applications. The absence of research in
this area is especially noteworthy considering the opportunity these methods offer to improve the accuracy
and flexibility of premium estimating algorithms. The new research aims to bridge this gap by delving into
the unexplored area of regression trees and machine learning applications within actuarial science.
Therefore, this study aims to reflect the differences between regression trees for premium forecasting from
a general perspective and when they are used for forecasting purposes in the light of prior information
obtained from GLM.

The remainder of the paper is organized as follows into five sections: Section 1 provides a brief introduction
and a concise literature review on generalized linear models (GLM), regression trees, and the broader
landscape of machine learning. Section 2 delves into the intricacies of GLM, shedding light on its
mathematical foundations and highlighting its applications in actuarial science. Section 3 shifts focus to
regression trees, providing a nuanced discussion on both standard regression trees (CART) and regression
trees integrated with machine learning techniques. Section 4 presents a numerical analysis of premium
estimation on health insurance data in the context of GLM, regression trees, and machine learning. Section
5 summarizes the results of this work and draws conclusions.
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2. Generalized linear models

Generalized linear models (GLMs) are a class of statistical models that expand the linear model framework
to handle a wider range of data distributions and connections. Conventional linear models make the
assumption that the response variable, also known as the dependent variable, is normally distributed and
that there is a linear relationship between the predictors, or independent variables, and the response. The
response variable may have any of the exponential family distributions—normal, binomial, Poisson,
gamma, and so on—according to GLMs, which loosen these requirements. A GLM's essential elements
consist of the random component, the systematic component (linear predictor), and the link function. The
response variable's probability distribution is described by the random component. It is a member of the
exponential distribution family. The linear combination of the predictor variables is represented by the
systemic component, also known as the linear predictor. A connection function connects it to the random
component. The systematic component is connected to the expected value of the response variable by a link
function. It guarantees that the model accurately captures the connection between the predictors and the
distribution mean. The choice of link function depends on the distribution of the response variable. For
each ith of n independently collected observations, a random component that, given the values of the
explanatory variables in the model, specifies the conditional distribution of the response variable, Yi. A
distribution like the Gaussian, binomial, Poisson, gamma, or inverse-Gaussian families of distributions, or
the Y; distribution, was included in the initial definition of GLMs. A linear predictor, or a linear function of
regressors,

N = Bo + Bixix + PaXiz + -+ BrXix

An invertible and smooth linearizing link function, g(.) is used to convert the response variable's
expectation, y; = E(Y;), into a linear predictor:

gluy) =m; = Bo + Prxix + Poxiz + -+ + Brxix

where g(.) is the link function; y; is the expected value of the response variables; S, 81, ..., B; are the
coefficients of the model and x;, X;, ... X, are the predictor variables [35].

Common link functions include the identity link for Gaussian distribution, the logit link for binomial
distribution, and the log link for Poisson distribution. The random component describes the response
variable's probability distribution. The distribution in question is a member of the exponential family.
GLMs are especially well-suited for actuarial applications where risk events frequently follow non-normal
distributions, as, in contrast to linear models, they can incorporate a range of probability distributions and
accommodate non-normal distributions of response variables.

GLMs are employed in this study to determine the importance and influence of the variables in our dataset.
Beyond traditional linear models, GLMs offer a robust analytical framework that can handle a wide range
of data distributions and capture complex interactions between variables. The variables determined to be
important by GLM will be used in establishing the regression tree model, and it will be examined whether
the criteria that are important in the predictions obtained according to the regression tree are similar to the
variables obtained by GLM.

3. Decision Trees

A decision tree is a data analysis and machine learning tool for graphical representation and predictive
modeling. It resembles an inverted tree, with each node standing for a choice or test on a certain attribute,
each branch for the decision's result, and each leaf node for the outcome that was ultimately expected or
the class label. Decision trees are especially helpful for tasks involving classification and regression because
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they assist in decomposing intricate decision-making procedures into a number of easier to understand steps
that are dependent on the data's input attributes. Because they can manage both numerical and categorical
data while promoting transparency in the decision-making process, they are extensively used in a variety
of industries, such as marketing, finance, and healthcare. The references on decision analysis and decision
trees can be found in Magee[36], Murthy[37], Keeney [38], Tjen-Sien et. al [39] and Kotsiantis[40].

There are several types of decision trees, and their variations are often designed to address specific
challenges or data characteristics. CART (Classification and Regression Trees), a decision tree that can be
used for both classification and regression tasks [41]; ID3 (Iterative Dichotomiser 3), which uses entropy
and information gain measures to decide the best attribute to split the dataset [42]; C4.5, which is an
extension of ID3 and handles both continuous and discrete data using information gain [43] , CHAID (Chi-
square Automatic Interaction Detector), which uses chi-square tests to identify significant relationships
between variables, used for categorical target variables [44], Random Forest, an ensemble learning method
that builds multiple decision trees, combines their predictions, helps to increase accuracy and reduce
overfitting [45]. In this study, numerical analysis is performed on the CART algorithm.

3.1. CART (Classification and Regression Tree - C&RT) Algorithm

The Classification and Regression Tree Analysis (CART) algorithm was developed in 1984 by Breiman,
Freidman, Olshen, and Stone [41]. CART is a straightforward but effective analytical approach that assists
in identifying the most "important" (based on explanatory power) variables in a given dataset. CART
algorithm divide the predictor space recursively into subsets where the distribution of y is progressively
more homogeneous using a binary tree [46].

In the non-parametric regression-type CART algorithm, the data is divided into nodes based on conditional
binary answers to questions containing the predictor variable y for predicting continuous dependent
variables with categorical and/or continuous predictor variables.

CART can statistically show which variables, in terms of variance and explanatory power, are most
significant in a model or relationship. In this sense, CART offers a complex overview of the relationships
between the variables in the data and can be employed as an initial stage in building a useful model or a
final representation of significant correlations. CART's visual bridge between statistical rigor and
interpretation helps to make relevant and valid model creation easier [47].

The CART method creates an algorithm to predict the target values by extracting decision rules from
characteristics, much like other decision tree algorithms. Both qualitative and numerical data may be
included in the characteristics. Breiman et al. [41], Chipman et al. [46], Verbyla [48], Clark and Pregibon
[49] are recommended readings for a comprehensive overview of the CART algorithm.

3.1.1. Regression trees

Although classification and regression in tree analysis use relatively similar statistical techniques, it's
crucial to understand the differences between the two. It is desired to classify the response variable, which
is often binary (0—1), in order to divide the dataset into groups. Regression trees will be used when our
response variable is numeric or continuous and we want to use the data to predict the outcome. In essence,
a classification tree divides the data according to homogeneity; categorizing according to similar data and
filtering out the "noise" makes it more "pure"—hence the idea of a purity criterion [41]. The separations in
the regression tree are performed according to the "reduction of the squares of the residuals algorithm",
which means that the total variance estimated for the two resulting nodes must be minimized [41], [50].
Figure 1 is a valuable illustration of this procedure [41].
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Figure 1. The structure of CART

Regression trees are an essential part of statistical modeling and machine learning, and actuarial science
has greatly benefited from their capacity to reveal subtle patterns in large, complicated datasets. A tree-like
model known as a regression tree divides the dataset into homogenous subsets recursively according to the
values of predictor variables. Regression trees are especially useful for interpretation and prediction since
each terminal node, or leaf, indicates a predicted outcome. The decision-making paths can be transparently
visualized due to the tree structure's simplicity. Since CART is a non-parametric method for estimating the
continuous dependent variable with categorical predictor variables and is appropriate for prediction with
the variable set chosen for this investigation, it was decided to work with regression trees.

In order to improve the model’s performance, adaptability, and interpretability, machine learning is
integrated into regression trees through the use of sophisticated machine learning ideas and methods. In this
study, it is aimed at the integration of machine learning with regression trees using splitting for training and
testing data. A basic machine learning technique for assessing a model's performance is to divide the data
into training and testing sets. The machine learning model (the regression tree) is trained on the training
set, and its performance on untested data is assessed on the testing set. The training dataset is fed into the
regression tree algorithm as part of the training process. Recursively dividing the data according to features
yields decision nodes in the tree that forecast the target variable, which in regression is a continuous
variable. The performance of the model must be assessed once the regression tree has been trained using
the training set of data. The testing set is useful in this situation. Regression tree generalization to new,
unknown data is evaluated using the testing set, which the model has not seen during training. The
effectiveness of the regression tree on the testing set can be evaluated using a variety of indicators. Mean
Squared Error (MSE), Mean Absolute Error (MAE), or R-squared are often used metrics in regression tasks.
These metrics measure how much the actual values in the testing set depart from the projected values.

4. Application on Insurance Data

In this section, we employ a comprehensive analysis of complementary health insurance data utilizing both
GLM and regression trees within a machine learning framework to evaluate the risk factors involved in the
estimation of premium amounts for an insurance company.

We aim to enhance the accuracy and reliability of premium estimations, thereby catching more effective
risk assessment in the estimation by using this integrated approach, harnesses the strengths of both GLM
and regression trees, leveraging machine learning techniques.

Before implementation, the data set was preprocessed. Specifically, it was focused on duplicated and
inconsistent data. In particular, incorrect information regarding impossible situations for employment and
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the marital status of age groups was eliminated or corrected. After all corrections and data pre-processing,
it was decided to conduct an examination on a sample set that would explain the entire portfolio.

All analyses were performed with the relevant packages within R programming [51].

4.1. Data

The data used in this study is complementary health insurance data from an insurance company that operates
in Turkey for the period 2019-2023. The data sample was requested by the private insurance company for
study purposes only. Many variables, both continuous and categorical, are included in the data sample that
has been used for the analysis, as per policy. The categorical variables used in this study include the region,
employment status, age group, BMI group, marital status, and gender.

Since the data set included both category and numerical variables, the features were displayed
independently. Categorical features were found for every subcategory, while numerical features were

represented using minimum, maximum, median, mean, and standard deviation values.

Table 1 displays the categories of categorical variables and the circumstances that were considered while
assigning the classes.

Table 1. The categories of categorical variables

26-30 ages; 31-35 ages; 36-40 ages;
41-45 ages; 46-50 ages; 51-55 ages;
56-60 ages; 61-65 ages; 65+

Category Sub-Category Descriptions

Region Aegean, Black Sea, Ceqtral Anatolia, It is classified according to 7 main
Eastern, Marmara, Mediterranean, . .
Southeast regions in Turkey

Employment Infant, Student, Teacher , Officer, Ages 0-6 are called infants.

status Blue Collar, White Collar Retired, The majority of the ages between 7 and
Unemployment , Other 20 are students.

Age group 00-06 ages; 07-20 ages; 21-25 ages;

For a more specific analysis, age groups
were divided into 12.

Body mass index
(BMlIgroup)

Infant; Underweight, Normal weight,
Overweight, Obesity, High obesity

BMI groups are divided into the
following categories according to the

BMI range - kg/m2, World Health
Organization (WHO).

BMI range < 18.5 : Underweight
18.51<BMI range<24.99 : Normal weight
25<BMI range <29.99 : Overweight
30<BMI range<34.99 : Obesity

BMI range > 35 : High Obesity

Marital status Child, Single, Married, Divorced,
Widow
Female

Male

Gender

The two most important variables in premium estimation, claim amount and claim number, were included
in the analysis as continuous variables. The premium amounts that were planned to be estimated and are
currently used by the company were included in the analysis as dependent variables. The number and type
of categorical variables on gender-based differences from the dataset are shown in the Appendix, Table
A.1. The statistics of the premium amount according to the type of categorical variables based on gender
are shown in Appendix A.2.
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The majority of machine learning algorithms proceed on the assumption that the predictor variables are
independent of each other. Mutlicollinearity, or the removal of strongly correlated predictors, is an excellent
way to make an analysis robust. The correlation matrix of the continuous variables is given in Figure 2.
According to Table, although there is a higher relationship between the number of claims and claim amount
variables than with all other continuous variables, it is obtained that none of the variables have a significant
relationship with each other.

BMI

Age ‘ . -0. f .
0.6

‘ . -0.03 -0.14 -0.02 0.4

0.2

Claim Amount | -0.05 -0.03 ‘ ‘ -0.12 ro
0.2

‘ ‘ -0.24 0.4

Premium 0.05 -0.02 -0.12 -0.24 ‘ I-o.s

Figure 2. The correlation matrix of continous variables

Claim Number -0.24 -0.14

4.2. Generalized Linear Model Analysis

In the GLM analysis, for the assumption of family and link functions, the premium amounts, which are the
dependent variables, are visually shown to be suitable for certain distributions. In deciding which of the
three available graphs is appropriate for the distribution of premium amounts, the visual consistency shown
in Figure 3 is utilized. Among the default Weibull, gamma, and lognormal distributions, the gamma
distribution, which is frequently used in the literature, was used together with the log link function.

Histogram and theoretical densities

=+ ) ] o @ “
2 — Weibull 2 g |
_ w “=~ lognormal E &
= 4 = gamma =4 —
= (=] ™ 8
a & e g 7 = Weibull
g - < |ognormal
= g T = gamma
e o 4
2 T T T T T 1 T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 5000 10000 15000
data Theoretical quantiles
Empirical and theoretical CDFs P-P plot
- SRS S i) @
o | £ o
(o] = (]
m
Lo A 8
8 = . 2 = .
=2 — Weibull T o < Weibull
- -~ lognormal | = % lognormal
o | X gamma LIEJ o < gamma
2 T T T 2 T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
data Theoretical probabilities

Figure 3. Histogram-density, P-P plot, Q-Q plot, and theoretical and empirical CDFs of premium
amount
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The GLM analysis results for the case where the premium amount is the dependent variable and all other
variables are independent are shown in Table 2.

Table 2. Results of the GLM analysis

Variable Variable level Estimate Std. Error t value p
Renewal Renewal 0.3728 0.0253 14.7610 <2e-16
Black Sea 0.0359 0.0480 0.7490 0.4541
Central Anatolia -0.1025 0.0453 -2.2650 0.0235
Region Eastern -0.0643 0.0728 -0.8830 0.3770
Marmara 0.2081 0.0409 5.0900 0.0000
Mediterranean 0.1587 0.0597 2.6580 0.0079
Southeast 0.0238 0.0535 0.4440 0.6571
Infant -2.1390 0.5798 -3.6890 0.0002
Officer -0.2930 0.0422 -6.9370 0.0000
Other -0.3204 0.0291 -11.0230 <2e-16
Employment Retired -0.0333 0.1348 -0.2470 0.8050
status Student -0.2739 0.0711 -3.8500 0.0001
Teacher -0.1813 0.0764 -2.3730 0.0177
Unemployment 0.1671 0.0907 1.8430 0.0654
White Collar -0.5380 0.0299 -18.0270 <2¢-16
Age Age -0.0100 0.0052 -1.9190 0.0550
07-20 ages -1.8080 0.5181 -3.4910 0.0005
21-25 ages -1.6720 0.5066 -3.3000 0.0010
26-30 ages -1.5430 0.4953 -3.1160 0.0018
31-35 ages -1.5200 0.4858 -3.1300 0.0018
Age 36-40 ages -1.4570 0.4773 -3.0530 0.0023
Group 41-45 ages -1.3930 0.4704 -2.9620 0.0031
46-50 ages -1.1680 0.4650 -2.5120 0.0120
51-55 ages -1.0230 0.4610 -2.2190 0.0265
56-60 ages -1.0310 0.4597 -2.2420 0.0250
61-65 ages -0.5294 0.5221 -1.0140 0.3106
BMI BMI -0.0186 0.0041 -4.4930 0.0000
Normal weight -0.3237 0.1819 -1.7790 0.0753
BMI Obesity 0.0729 0.1938 0.3760 0.7071
Group Overweight -0.2454 0.1782 -1.3770 0.1687
Underweight -0.3528 0.1922 -1.8350 0.0666
Gender Male -0.0987 0.0192 -5.1530 0.0000
Divorced 0.0090 0.1116 0.0810 0.9356
Marital Married 0.0154 0.0957 0.1610 0.8719
Status Single -0.0171 0.0870 -0.1970 0.8440
Widow 0.2184 0.1603 1.3630 0.1731
Claim Claim Amount 0.0000 0.0000 5.1400 0.0000
Claim Claim Number -0.0756 0.0039 -19.2490 <2e-16

The GLM, which are displayed in Table 1, indicate that the variables of employment status and region were
ranked in order of significance in their respective subcategories, while the type of renewal, age group (apart
from 61-65 years old), BMI, gender, claim amount, and claim number were found to be significant along
with all of their subcategories. The variables age and BMI group were not found to be statistically
significant, which is among the unexpected findings. The study will continue to determine whether the
variables identified by GLM as significant have importance in the regression tree analysis. When the
important variables are common, it will also look at how significant they are, how they are categorized into
smaller groups, and how this classification affects the estimated premium amounts.
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4.3.Implementation of the CART algorithm

4.3.1. General Perspective using Regression Tree

In the implementation of CART, two approaches were used in modeling the regression tree. First of all, a
regression tree was created with only the variables whose importance was determined in GLM. In the
second approach, modeling was applied depending on all variables in the data.
Fortunately, the same results were obtained with both approaches. A visual representation of the decision
tree obtained according to regression tree modeling is shown in Figure 1.

In modeling mini split, which refers to the minimum number of observations that are required at each node
to split further, maxdepth, which is described as the length of the longest path from the tree root to a leaf,
and the complexity parameter (cp), which is the minimum improvement in the model needed at each node,
are applied as the control criteria. However, even possible changes in the control variables did not cause a
change in the resulting regression tree.

———————

Renewal
1

i
1573 1598 2767 2658
44% 22% 6% 28%

Figure 4. A visual representation of the regression tree for estimating premium amount

It can be clearly seen from Figure 4 that the premium is determined according to three important criteria in
the regression tree. These variables are claim number, employment status, and renewal. These three
variables are determined to be important in the GLM. However, it appears that not all variables determined
to be important in GLM are taken into account in the regression tree classification.

4.3.2. Application of Regression Tree for Prediction

In the third part of the analysis, regression analysis is studied for prediction. In the analysis, first, the
determination of the variable that will be the basis of the resampling method and the decision on the division
ratios of the train and test data were examined.

Stratified sampling is a sampling technique used in statistical research in which the population is divided
into subgroups, or "strata," based on certain characteristics, and then samples are randomly selected from
each stratum. The goal is to ensure that each subgroup is represented in the sample proportionally to its
presence in the overall population. Instead of separating the data into train and test as standard, we also
used stratified sampling, in which the percentage of the number of observations in the categorical variables
and subgroups that are important in the whole data is preserved in the selected sample. Stratified sampling
is particularly useful when there are significant variations within the population and you want to ensure that
each subgroup is adequately represented in the sample. This can lead to more accurate and reliable statistical



B. Bulut Karageyik / istatistikgiler Dergisi: Istatistik & Aktiierya, 2023, 2, 81-99 92

analysis, especially when dealing with diverse populations. When deciding which categorical variable to
take into account in stratified sampling, the four most important categorical variables obtained from the
GLM-age group, gender, employment status, and region- are taken into account. The observation and
percentage densities of these four variables are also shown in Table 3.

Table 3. The observation and percentage densities of these four variables

AgeGroup Employment Status
Sub-Category freq prob Sub-Category freq prob
00-06 ages 1023 20.50% Blue Collar 1428 28.60%
07-20 ages 706 14.10% Infant 1023 20.50%
21-25 ages 242 4.84% Officer 308 6.16%
26-30 ages 574 11.50% Other 760 15.20%
31-35 ages 828 16.60% Retired 24 0.48%
36-40 ages 612 12.20% Student 626 12.50%
41-45 ages 424 8.48% Teacher 74 1.48%
46-50 ages 277 5.54% Unemployment 53 1.06%
51-55 ages 196 3.92% White Collar 704 14.10%
56-60 ages 110 2.20%
61-65 ages 6 0.12% Region
65+ 2 0.04% Sub-Category freq prob
Aegean 276 5.52%
Black Sea 539 10.80%
Central Anatolia 854 17.10%
Gender Eastern 110 2.20%
Sub-Category freq prob Marmara 2711 54.20%
Female 2849 57% Mediterranean 200 4%
Male 2151 43% Southeast 310 6.20%

Figure 5 shows the density of changes in premium amounts in relation to age groups for the
variables employment status and region.

=

61-85.ages

56-60 ages
51-85.ages -
46-50 ages -
o
© 4145ages”
(&)
& 36-40ages
=T
31-35ages
26-30ages
21-25ages ~

07-20ages

00-06 ages -

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Other ~ Retired  Student  Teacher Unemploymenivhite Collar Aegean BlackSea  Central Anatolia ~ Eastem Marmara
Employmentstatus Region

_—
250050007500

Figure 5 Changes in premium amounts in relation to age groups for the variables employment
status and region.
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Employment status and region have been determined to be the categorical variables with the highest degree
of significance, and the effect whose percentage distribution within the sample was wanted to be explored
in stratified sampling.

In regression tree algorithms, the observations should be split into training and testing data to prevent
overfitting. The percentage of data used for training and testing for the validity of the model is based on the
size of the dataset, the complexity of the model, and the desired performance metrics. The training dataset
should be larger to have a better machine learning rate than the test dataset. Any train-test split that has
more data in the training set will most likely give better accuracy as calculated on the test set. Unlike the
previous standard perspective on regression trees, this section analyses train and test data in order to make
predictions.

In deciding the split ratios of train and test data, the RMSE and MAE values of the prediction values were
examined. One of the most successful approaches to determining the most appropriate regression tree is to
decide on the appropriate split percentage by comparing the MAE and RMSEs depending on the different
split ratios of the train and test data, respectively. When the performance metrics for the most commonly
used split ratios of (70%—-30%), (80%—20%), and (90%—10%) are compared, it is assumed that the split
ratio of 70%—-30%, which gives the minimum value in test errors, is appropriate and sampling is performed.

In stratified sampling, where employment status is selected as the strata, the results of the regression tree
with machine learning for the estimation of premium amounts in line with the 70%-30% split ratio are
displayed in Figure 6.

|
>=2 |
1
| <2
| |
|____' - Employmentstatus | _ _ _ _ _ |
1
New [ Other,Student,White Collar !
: Renewal : Blue Collar,Infant,Officer,Retired,Teacher,Unemployment
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Employmentstats | - - ,--------:
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1 1
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1 1 1
| | |
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Figure 6. A visual representation of the regression tree with machine learning for estimating
premium amount (Employment Status as Strata)
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According to the results of the regression tree analysis, the claim number variable is the most prioritized
variable, as in the general perspective using regression tree analysis. The first criterion is that the claim
number is greater than or equal to 2. Then, unlike the standard perspective of regression analysis, it is
determined that changes in premium amounts should be observed depending on the subcategories of
renewal and employment status. Compared to the general perspective using regression tree, it is seen that
BM]I, age, and region variables, which are also found to be important in the GLM analysis but not included
in the standard perspective regression analysis, are also important variables in the estimation of premium
amounts. The results obtained show that machine learning-based regression tree analysis provides a much
more comprehensive and detailed analysis by giving importance to different risk variables than general
perspective using regression tree analysis.
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Figure 7 presents the results of the regression tree used to estimate premium amounts in accordance with
the 70%—30% split ratio in stratified sampling, where the region has been chosen as the strata.

Similar to the results in the regression tree obtained for employment status, the variability starts according
to the claim number. After the claim number, employment status, renewal, age, and BMI are taken into
account as variables, respectively. Surprisingly, region is not selected as a prior criterion, even in the
analysis where region is selected as the base layer. The region variable was also determined as the lowest
level criterion in the stratified analysis according to employment status. In fact, this analysis shows that
even a variable that is determined to be important in the GLM and has high heterogeneity due to its
subcategories can be evaluated after other variables in premium estimation. The result of the analysis may
also vary depending on the sample size, the type of insurance, and the risk factors considered.
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Figure 7. A visual representation of the regression tree with machine learning for estimating
premium amount (Region as Strata)

A thorough investigation of the differences between the application of regression tree for prediction and
general perspective using regression trees has shown that there are notable disparities in their predictive
capacities. After a careful analysis, it is clear that prediction with machine learning, combining its
sophisticated algorithms and methods, performs better than traditional regression trees in terms of accuracy
and the capacity to pinpoint important factors.

The analysis conducted on these models indicates that machine learning-based regression trees perform
more effectively by providing more accurate predictions and effectively detecting common important
variables, akin to GLMs. This implies that machine learning techniques have a distinct advantage in
identifying complex relationships and patterns in the data, which standard perspective regression models
may struggle to discern.

One noteworthy finding is the machine learning models' proficiency in capturing variables that standard
perspective regression models might overlook. The adaptability and flexibility of machine-learning
algorithms enable them to handle intricate relationships and nonlinearities present in real-world datasets,
leading to more nuanced and accurate predictions.
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5. Conclusions and Recommendations

In the context of the non-life and health insurance sectors, the implications of adopting machine learning
methodologies are particularly significant. Insurance data is often characterized by its complexity, with
numerous variables interplaying to determine outcomes. Machine learning and regression trees, through
their ability to handle diverse and intricate datasets, prove invaluable in accurately modeling and predicting
outcomes in this sector.

This study represents a comprehensive investigation that attempts to decipher the complexity involved in
risk assessment and premium calculation, starting with the fundamental GLM and ending with the creative
incorporation of machine learning-driven regression trees. To begin our investigation, we first carefully
looked at variables of importance using GLM, which provided a formal framework for comprehending the
complex network of factors affecting health insurance premiums. The knowledge gathered from this first
stage not only laid a strong foundation for further investigations, but it also highlighted how crucial variable
priority is to the actuarial decision-making process. The variable importance comparison between
regression trees and GLM supplied insightful information on the different viewpoints that each
methodology presented, paving the way for a more in-depth comprehension of the variables influencing
premium estimates. We took a step farther in terms of technological innovation and included machine
learning into our regression tree method. This combination improved our model's ability to adjust to the
changing and dynamic health insurance market while also improving the precision of our premium
estimation.

Furthermore, this study underscores the potential for further improvement by expanding the scope of data
and considering different types of insurance. The application of machine learning perspectives can be
extended to other insurance sectors, fostering a more comprehensive understanding of the intricacies
involved. By incorporating diverse datasets and varying insurance contexts, researchers can refine their
models to enhance predictive accuracy and relevance across a broader spectrum. Regression trees and
machine learning are expected to play an increasingly important role in actuarial science as technology
advances, providing fresh perspectives and creative approaches to the problems associated with risk
assessment and management.
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Appendix
Table A.1 The number and the type of categorical variables on gender-based
Gender
Female Male Total
Categories Sub-categories Number of Number of Number of
. Percentage . Percentage .
Observatio (%) Observatio (%) Observation
ns ns s
0, 0,
Renewal New 2423 57,4% 1796 42,6% 4219
Renewal 426 54,5% 355 45,5% 781
Aegean 154 55,8% 122 44.2% 276
Black Sea 317 58,8% 222 41,2% 539
Central Anatolia 506 59,3% 348 40,7% 854
Region Eastern 49 44.5% 61 55,5% 110
Marmara 1560 57,5% 1151 42,5% 2711
Mediterranean 113 56,5% 87 43,5% 200
Southeast 150 48,4% 160 51,6% 310
Blue Collar 947 66,3% 481 33,7% 1428
Infant 489 47,8% 534 52,2% 1023
Officer 188 61,0% 120 39,0% 308
Other 445 58,6% 315 41,4% 760
Emfs’tlgt{l ‘:e“t Retired 10 41,7% 14 58,3% 24
Student 311 49,7% 315 50,3% 626
Teacher 56 75,7% 18 24,3% 74
Unemployment 33 62,3% 20 37,7% 53
White Collar 370 52,6% 334 47,4% 704
00-06 ages 489 47,8% 534 52,2% 1023
07-20 ages 347 49,2% 359 50,8% 706
21-25 ages 163 67,4% 79 32,6% 242
26-30 ages 403 70,2% 171 29,8% 574
31-35 ages 540 65,2% 288 34,8% 828
36-40 ages 335 54,7% 277 45,3% 612
Age group 41-45 ages 250 59,0% 174 41,0% 424
46-50 ages 154 55,6% 123 44.,4% 277
51-55 ages 110 56,1% 86 43,9% 196
56-60 ages 54 49,1% 56 50,9% 110
61-65 ages 3 50,0% 3 50,0% 6
65+ 1 50,0% 1 50,0% 2
High obesity 7 50,0% 7 50,0% 14
Infant 489 47,8% 534 52,2% 1023
BMI group Normal weight 1827 64,1% 1022 35,9% 2849
Obesity 15 29,4% 36 70,6% 51
Overweight 329 43,8% 422 56,2% 751
Underweight 182 58,3% 130 41,7% 312
Child 783 48,0% 849 52,0% 1632
Divorced 96 73,3% 35 26,7% 131
Marital .
status Married 1639 62,0% 1003 38,0% 2642
Single 307 54,0% 262 46,0% 569
Widow 24 92,3% 2 7,7% 26
Male 0 0,0% 2151 100,0% 2151
Gender
Female 2849 100,0% 0 0,0% 2849
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Table A.2 The statistics of the premium amount according to type of categorical variables on

gender-based
Gender
Female Male
Maximu Standard Maximu Standard
Minimum m Mean | Deviation | Minimum m Mean Deviation
Region Aegean 408,87 8706,76 |1990,77 [ 181732  |421,00 |8383,63 |1712,23 |1291,11
Black Sea 207,04 9229,54 |1899,28 | 1471,04  |381,94 |5279,54 |1591,23 |1043,38
ifl‘;glla 58,92 8451,76 | 1580,52 |1268,81 |170,65 |9742,52 |153722 |1154,88
Eastern 509,29 625522 177535114554  |502,81 | 8171,71 |1857,61 |1416,85
Marmara 128,45 9846,17 |2163,27 | 1544,13 121,44 [8720,90 [2051,50 |1395,82
Mediterranean | 279,91 7656,97 |2392,99 [ 1857,63  [400,00 |6753,05 |1849,52 |1334,71
Southeast 400,00 7170,24 2092,06 | 1561,73 | 422,81  |9301,10 |1607,51 |1334,53
Employment Blue Collar 162,34 9846,17 [2495,51|1776,00 |381,94 |[8171,71 |[2136,76 |1392,46
status Infant 80,60 8021,25 [2016,56 | 1353,37 157,55 | 9301,10 |2052,79 |1405,56
Officer 197,67 8706,76 | 1726,85 | 1593,68 170,65 |8383,63 |1399,38 |1004,46
Other 66,33 8803,85 |1686,88 | 1356,41 148,09  [8187,70 |1707,33 |1291,06
Retired 1211,75 5072,30 |2764,98 | 1462,63  |800,00 |9742,52 |[2756,14 |2489,18
Student 58,92 4921,72 | 1706,66 | 1005,75 121,44 (559749 |1767,53 |1075,69
Teacher 306,99 7971,17 |1872,25 [ 1570,70 | 732,76  |8720,90 |248127 |1873,05
Unemployment | 549,32 6121,14 [2355,29 | 1516,25 1123,09 [6017,00 |2903,40 |1281,82
White Collar | 532,97 9508,34 | 1590,98 | 1259,57  |400,00 |8041,72 |138325 |1149,38
Age 00-06 ages 80,60 8021,25 [2016,56 | 1353,37 157,55 [9301,10 |2052,79 |1405,56
group 07-20 ages 58,92 4921,72 | 1664,83 | 993,24 121,44 |5597,49 |177035 |1074.25
21-25 ages 162,34 9229,54 |2085,46 | 1634,46 | 400,00 |4187,46 |1434,33 |869,77
26-30 ages 197,67 853831 |2084,77 | 1766,13 170,65 462144 |1467,33 |980,19
31-35 ages 66,33 8706,76 |1917,77 | 1433,89 148,09 5614,11 |1597,07 |1030,86
36-40 ages 155,91 9508,34 [2016,92 | 1512,32  |563,75 |5801,39 |1671,15 |1153,47
41-45 ages 595,00 9290,45 |2147,73 | 1530,49 155,43 | 8187,70 |1837,66 |1400,53
46-50 ages 207,04 8803,85 |2239,93 | 1709,49 595,00 6790,11 |2286,24 |1579.41
51-55 ages 400,00 8536,70 |2505,87 | 2114,11 595,00  [8041,72 |2405,58 |1822,79
56-60 ages 800,00 9846,17 |2377,62|2110,55 34420 | 9742,52 |2495,62 |2287,57
61-65 ages 850,00 8164,46 |3288,15 |4223,01 438226 |5586,93 |506545 |618,40
65+ 3372,89 3372,89 [3372,89 . 8171,71 |8171,71 |8171,71 |.
BMII High obesity | 408,87 4313,85 [1923.88 |1559,13 131524 |5381,07 |2408,08 |1455,94
group Infant 80,60 8021,25 |2016,56 | 135337 |157,55 |9301,10 |2052,79 |1405,56
Normal weight | 128 45 9508,34 | 1987,61 | 1546,90 | 121,44 |9742,52 |1745.83 |1278,02
Obesity 472,77 7663,38 290590 [2227,08 [589,22 |6790,11 |[2374.88 |1635,28
Overweight 66,33 9846,17 |2209,16 | 1755,73 155,43 | 8720,90 |1854,93 |1364,45
Underweight | 58 92 9290,45 |1939,44 |1289,66  |421,00 |5279,54 |1724,93 |1085,18
Marital Child 58,92 8021,25 |1897,84 | 124726 121,44 | 9301,10 |1943,.42 |1291,46
status Divorced 595,00 8472,84 224949 |1682,69 |525,68 |5283,10 |1892,55 |[1261,13
Married 66,33 9508,34 |2043,88 | 1631,43 148,09  [9742,52 |1833,54 |1420,07
Single 480,32 8803,85 [2032,34 | 141423 | 400,00 |5802,25 |1630,47 |1042,95
Widow 595,00 9846,17 |3270,39 | 2748,35 1478,53 [5897,23 |3687,88 |3124,49
Gender Female 58,92 9846,17 |2019,76 | 1532,21 ) ) ) )
Male 121,44 [9742,52 | 185486 |1331,16
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Son yillarda hizla artan biiyiikliikteki veri setlerinden bilgi kesfetmek oldukca degerlidir. Veri madenciligi
yontemleri, siniflandirma problemlerinde, biiylik ve karmasik veri setlerindeki gizli Oriintliniin ortaya
¢ikarilarak verilerin belli bir sinifa atanmasi amaciyla kullanilir. Bu ¢aligmada, kurumlarin bagarim
degerlendirilmesi siirecine istatistiksel bakis acisi kazandirmak amaciyla veri madenciligi yontemleri ile
Analitik Hiyerarsi Siireci (AHP) ve CODAS yontemleri kullanilarak bir melez siniflandirma yaklagimi
onerilmistir. Uygulama amaciyla bir kurum verisi ele alimmustir. Veri seti 6n isleme asamasindan gegirilerek,
veri setindeki degiskenler, uzman bilgisi dikkate almmarak AHP yontemi ile agirhiklandirilmistir.
Agrrliklandirilmig gercek veri setine, veri madenciligi siniflandirma yontemlerinden Lojistik Regresyon (LR),
K-En Yakin Komsu (KNN) algoritmasi, Destek Vektor Makineleri (SVM) ve Rastgele Orman (RF)
algoritmas1 uygulanmistir. Siniflandirma yontemleri, 5-kat ¢apraz dogrulama sonucu elde edilen dogruluk,
kesinlik, duyarlilik ve Fi-skor performans olgiitlerine gore hesaplanmistir. Elde edilen performans odlgiitleri,
cok Olciitlii karar verme yontemi olan CODAS’a gore degerlendirilmistir. Yapilan melez smiflandirma
yaklagimina gére, Ar-Ge ve Tasarim merkezlerinin faaliyetlerinin degerlendirilmesi konusunda RF y6nteminin
daha iyi siniflandirma performansina sahip oldugu goriilmiistiir.

Anahtar sozciikler: AHP, CODAS, Cok 6l¢iitlii karar verme, Melez simiflandirma, Performans dlgiitleri, Veri
madenciligi yontemleri, Veri 6n isleme

' Bu caligma, birinci yazarn, ikinci yazarin danismanliginda hazirladigi doktora tezinden tiretilmistir.
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Abstract

A hybrid classification approach with data mining methods and an application

In recent years, it is very valuable to discover information from data sets of rapidly increasing size. Data mining
methods are used in classification problems to assign data to a certain class by revealing the hidden pattern in
large and complex data sets. In this study, a hybrid classification approach is proposed by using data mining
methods with Analytic Hierarchy Process (AHP) and CODAS methods in order to gain a statistical perspective
on the performance evaluation process of the instutitions. An instutition data is taken as a basis for the
application. The data set is preprocessed and the variables in the data set are weighted by AHP method by
taking into account expert knowledge. Logistic Regression (LR), K-Nearest Neighbour (KNN) algorithm,
Support Vector Machines (SVM) and Random Forest (RF) algorithm, data mining classification methods, were
applied to the weighted real data set. The classification methods were calculated according to the accuracy,
precision, sensitivity and F-score performance measures obtained from 5-fold cross-validation. The obtained
performance criteria were evaluated according to the CODAS, a multi-criteria decision making method. As a
result of the hybrid classification approach, it was seen that the RF method has better classification performance
about the evaluation of the activities of R&D and Design centers.

Keywords: AHP, CODAS, Multi criteria decision making, Hybrid classification, Performance metrics, Data
mining methods, Data preprocessing

1. Giris

Gliniimiizde depolanmis veri setlerinde mevcut olan ve sakl kalan bilgileri ortaya ¢ikarmak oldukea kritik
bir rol oynar. Fakat, olusan biiyiik veri yiginlarinda geleneksel veri analizi yontemleri yetersiz kalmaktadir.
Veri madenciligi, ham veride bulunan Orintileri ortaya ¢ikarmak ve kesfetmek adina, ozellikle
simiflandirma problemleri tizerinde etkili bir bicimde kullanilir. Veri madenciligi yontemleri ile
siniflandirma yapilmadan 6nce kesfedici veri analizi ile veri 6n isleme asamalarinin uygulanmasi gerekir.
Cetin ve Yildiz [ 1] ¢alismalarinda, literatiirde bulunan ¢ok sayida veri 6n isleme yontemleri ve algoritmalari
iizerine kapsamli bir inceleme yapmuslardir. Eme¢ ve Ozcanhan [2] calismalarinda, veri 6n isleme
yontemlerini ayrintili olarak ele alip yapilan uygulama sonucunda, veri 6n islemenin karar vermede daha
dogru sonuglar elde edilmesine yardimci oldugunu belirtmislerdir.

Veri 6n isleme asamasinda, veri setinin yapisini anlamak, boyut azaltmak ya da gruplamak amaciyla farkli
yontemler kullanilabilir. Veri setindeki degiskenlerin dnem agirliklarimin hesaplanmasi ve subjektif
degerlendirmelerden yararlanilmas1 amacityla Cok Olgiitlii Karar Verme (Multi Criteria Decision Making-
MCDM) yontemlerinin kullanilmasi da veri 6n isleme siirecine dahil edilebilir. Bu ¢calismada, bir MCDM
yontemi olan Analitik Hiyerarsi Siireci (Analytic Hierarchy Process-AHP) yontemi ile uzman goriisii
dikkate alinarak degiskenlerin 6nemine gore degisken agirliklar belirlenmistir. Boylece, veri 6n igleme
siirecinde, MCDM yontemleri kullanilarak veri setindeki degiskenlerin 6nemi hakkinda 6nsel bilgi elde
edinilmesi saglanmigtir.

Veri madenciligi, veri yiginlarinda veriye dayali derinlemesine kesifler yapmayu, istatistiksel yontemler ile
ortiilii bilgileri, veriden ¢ikarmayi amaglar [3]. Han vd. [4] ¢alismalarinda, veri madenciligi kavrami ve
yontemleri detayli olarak anlatilarak 6rneklerle agiklanmistir. Cinar ve Silahtaroglu [5] ¢alismalarinda, bir
anket veri seti iizerinde veri madenciligi yontemlerini uygulayarak, gizli kalmis orlintii ve nedenleri
kesfetmislerdir.

Veri madenciligi yontemleri, denetimli 6grenme (supervised learning) ve denetimsiz Ggrenmeden
(unsupervised learning) olusur. Denetimli 6grenme, siniflandirma ydntemlerini, denetimsiz grenme de
kiimeleme ve birliktelik kurallarini icermektedir. Siniflandirma ¢alismasi yapilmasi istenen on iglemesi
yapilmis veri setinde, veri madenciliginin denetimli 6grenme bashigi altinda siniflandirma algoritmalari
kullanilir. Smiflandirma performansimin olgiilmesinde, Dogruluk (Accuracy), Duyarlilik (Sensivity),
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Kesinlik (Precision) ve Fi-Skor (Fi-Score) ol¢iitleri hesaplanir. Nieto vd. [6] calismalarinda, stratejik karar
vermede denetimli siniflandirma yontemlerini kullanmiglardir. Gergek veri seti ile yapilan galismada,
performans Olgiitlerine gore RF algoritmasinin diger yontemlere gore daha iyi performansa sahip oldugu
goriilmiistiir. Oztiirk Zan [7] calismasinda, gercek veri seti iizerinde denetimli grenme algoritmasini
uygulamistir. 5-kat ¢apraz dogrulama (Cross Validation-CV) sonucu elde edilen performans olgiitlerine
gore RF algoritmasinin en iyi performansi gosterdigi belirtilmistir. Yavuz vd. [8] caligmalarinda, karar
destek sisteminin gelistirilmesi amaciyla, simiflandirma yontemlerinden Naive Bayes, KNN, Karar Agaci
ve RF kullanilarak performanslar1 degerlendirilmistir.

Yapilan ¢aligmalarda, ¢ok Slgiite sahip karar segcenekleri arasindan birine karar vermek olduk¢a zordur.
MCDM, belirlenen bir amaci gergeklestirmek i¢in mevcut segenekler arasindan, belirlenen dlgiitler dikkate
alinarak en uygun olanin se¢imine karar verme siirecidir. Karar verme siirecinde, MCDM yo6ntemlerinden
CODAS (Combinative Distance-based Assesment) uygulanarak, smiflandirma yontemlerinin 6ncelikli
siralamasi yapilir. Ulutas [9] caligmasinda, bir tekstil sirketi i¢in lojistik saglayici se¢iminde AHP ve
CODAS yontemlerini birlikte kullanmistir. AHP ile elde edilen kriter agirliklart CODAS yontemi ile
birlestirilerek alternatifler siralanmigtir. Can vd. [10] calismalarinda, saglik sektoriinde alti sigma
projelerinin dnceliklendirilmesi ve se¢imi i¢in AHP ve CODAS yontemlerini entegre eden bir hibrit karar
verme modeli Onermektedir. AHP yontemi ile elde edilen kriter agirliklart kullanmlarak CODAS
uygulanmustir.

Bu c¢alismada, siniflandirma yoéntemlerinin MCDM yontemleri ile agirliklandirilarak performans
Ol¢iitlerinin hesaplandigi ve performans Olgiitlerinin degerlendirilmesinde MCDM yo6ntemi kullanilarak
karar verilmesi konusunda, veri madenciligi yontemleri ile MCDM yontemleri kullanilarak bir melez
siniflandirma yaklagimi dnerilmistir. Calismanin ikinci boliimiinde, veri 6n isleme ile veri setini etkileyen
degisken agirliklarinin hesaplanmasinda kullanilan AHP yontemine yer verilmistir. Calismanin ti¢lincii
boliimiinde, veri madenciligi ile smiflandirma bagliginda Lojistik Regresyon (LR), K-En Yakin Komsu
(KNN) algoritmasi, Destek Vektor Makineleri (SVM) ve Rastgele Orman (RF) algoritmasi agiklanmistir.
Smiflandirma performans oOlgiitleri tanimlanarak performans ol¢iitlerinin karar verilmesinde kullanilan
CODAS yoéntemi anlatilmigtir. Caligmanin dordiincii boliimiinde, bir gergek veri seti iizerinde uygulama
yapilmistir. Calismanin besinci boliimiinde ise sonuglara yer verilmistir.

2. Veri on isleme

Bilgi teknolojisinin gelisimi ile verinin depolanma kapasitesi artarak biiyiik veri (big data) yapilan
olusmustur. Elde edilen her yeni veri saklanmakta fakat, olusan veri yigmindan anlaml bilgi ¢ikarmak
zorlagsmaktadir. Veriden bilgi elde edilmesi siireci, bilgi kesfi olarak adlandirilir. Fayyad [11] ¢alismasinda,
bilgi kesfi sayesinde olusan veri yiginlarinin etkili bir bicimde kullanilmasiyla deger elde edilmesinin
onemi vurgulanmistir. Kavurkaci vd. [12] ¢alismalarinda biiylik veri islemede kullanilan yontemlere genel
bir bakis ag¢is1 sunmustur.

Veri madenciligi kavrami, yiiksek kapasiteli verinin igerisindeki kesfedilmemis bilgiyi ortaya ¢ikarmay1
hedefler [13]. Veriden bilgi kesfi siireci olarak adlandirilan bu siire¢ asamalar1 Sekil 1°de 6zetlenmistir.
Birinci agsamada arastirma konusuna yonelik elde edilen ham veriden, hedeflenen veri se¢imi yapildigi Sekil
1’den agikc¢a goriilmektedir. Verideki bilgi kesfi siirecinin 6n isleme asamasinda (veri temizleme, veri
biitiinlestirme, boyut azaltma, veri segme) istatistiksel yaklagimlara dayali veri analizi yapilarak, hedef
veride, eksik deger tamamlanarak hatali, anlamsiz degerler cikartilir. Eger, veri doniisiim gerektiriyorsa,
dontistiirme islemi yapilarak doniistiiriilmiis verilere ulasilir.
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Sekil 1. Veri-Bilgi Kesfi Siireci [18]

Cizelge 1°de verilen veri setindeki degiskenlerin 6lgiildiigii birimler arasindaki farkliliklarin giderilmesi
amaciyla Z-skor, Min-Max gibi standartlastirma yontemleri kullanilarak veri seti, 6l¢ii biriminden bagimsiz
hale getirilir. Veri hazirlama agsamasindan sonra biiyiik verilerin analizini kolaylastiran, gizli 6riintii kesfini
saglayan temeli istatistiksel yontemlere dayali MCDM yontemleri kullanilir. Keles ve Tunca [14]
caligmalarinda, bir Ar-Ge firmasinin kurulus asamasinda, igletmelerin goriisiine gére 6nemli degiskenlerin
AHP yontemi ile agirliklarii belirlemiglerdir. Arslan ve Belgin [15] caligmalarinda, AHP yontemini, imalat
sanayisindeki Oncelikli teknoloji alanlarimi etkileyen degiskenlerin agirliklandirilmasinda kullanmustir.
Calisma sonucunda elde edilen siralamaya gore ilgili sektorlere saglanan Ar-Ge, yenilik ve girisimecilik
desteklerinde Oncelik taninmasi Onerilmistir. Gliryeli [16] caligmasinda, Bilim, Sanayi ve Teknoloji
Bakanhg (giiniimiizde Sanayi ve Teknoloji Bakanlhigi) tarafindan yiiriitiilen Teknolojik Uriin Yatirim
Destek Programi destegi i¢in sunulan Ar-Ge projelerinin se¢im siirecini incelemistir. Bu siiregte, alaninda
uzman akademisyenlerin goriislerine gére AHP uygulanarak Ar-Ge projelerinin degerlendirilmesinde
dikkate aliman degiskenlerin goreceli énem seviyeleri elde edilmistir. Subjektif degerlendirmelerden
yararlanilarak, veri setindeki degiskenlerin 6nem agirliklarinin hesaplanmasi amaciyla AHP yontemi
uygulanir.

Cizelge 1. Cok degiskenli veri seti

Bagimsiz degiskenler Bagimlh degigken
No. X, X, X, Y
‘xll x12 ‘xlm )/1
2 X1 X2 Xom Y,
n xnl ‘xn2 xnm Yn

AHP yontemi, degiskenlerin ikili kiyaslamasim yaparken sozel ifadeleri sayisal degerler kullanarak ifade
edip karsilastirma yapan MCDM yontemlerinden biridir [17]. AHP’de, Saaty tarafindan 6nerilmis olan
karsilastirma 6lgegi ile subjektif degerlendirmeler, matrisler yardimiyla matematiksel olarak ifade edilir
[18]. AHP uygulamak i¢in Cizelge 1°de goriillen m sayida degisken, Saaty [18] calismasinda Onerilen
karsilastirma Slgegiyle birbirlerine gére 6nem degerleri dikkate alinarak

1 a, oq

A — 1/5.112 1 a2.m (1)

l/alm 1/aZrn o 1
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bigiminde bir karsilagtirma matrisi olusturulur. Esitlik (1) ile taniml1 karsilastirma matrisinin her bir elemani

a..
@ =—2 =12, ,m ()
2.4

J=1

olacak bigimde normallestirilir. Normallestirilmis karsilagtirma matrisinin satir ortalamalar1 degiskenlerin
onem agirliklar1 olup

w, =

Day, i=12,.m )

J=1

SHES

olur. Elde edilen degisken agirliklari ile veri seti Cizelge 2’deki bigimde agirliklandirilir.

Cizelge 2. AHP ile agirliklandirilmis ¢ok degiskenli bir veri seti

Bagimsiz degiskenler Bagiml degisken
No. wX, w, X, WX, Y
WXy WaXi, e Wk, Y
2 Wl x21 w2 x22 e Wm x2m Y2
n Wl xnl W2xn2 e Wm xnm Yn

Agirliklandirilmis veri setinin elde edilmesi ile veri 6n isleme siireci tamamlanir. Istatistiksel bakis acist ile
daha esnek hesaplama kolayligi saglayan veri madenciligi siniflandirma yontemleri uygulanarak veri
yapisina uygun bi¢imde analiz yapilir.

3. Veri madenciligi sinifflandirma yontemleri

Veri madenciligi siniflandirma yontemleri, verideki gizli oriintiilerin ortaya ¢ikarilarak gézlemlerin hangi
siifa ait oldugunun tahmin edilmesini saglayan denetimli 6grenme yontemleridir. Bagimli degiskenin
kategorik ve bagimsiz degiskenlerin siirekli ve kategorik degiskenlerden olustugu veri setleri i¢in Sekil 3’te
verilen veri madenciligi siniflandirma yontemleri kullanilmaktadir.

Lojistik Regresyon
Analizi

B K-En Yakin Komsu

Algoritmasi
e Denetimli Ogrenme S Siniflandirma —
Destek Vektor

B Makineleri

Rastgele Orman
Algoritmasi

Veri Madenciligi Yontemleri

Sekil 3. Veri madenciligi siniflandirma yontemleri

Veri madenciligi smiflandirma yontemlerinin uygulanabilmesi i¢in, yontemlere iliskin ayarlanabilir
parametrelerin (tuning parameters) ilgilenilen veri setine yonelik uygun bi¢cimde belirlenmis olmasi gerekir.
Ayarlanabilir parametrelerin se¢imi yontemlerin siniflandirma performansinda etkindir. Uzman goriisii
alinarak da belirlenen bu parametrelerin se¢imi onemlidir.
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3.1. Lojistik Regresyon

Lojistik regresyon (LR), veri setindeki gézlemlerin bir sinifa ait olup olmama olasiligini hesaplayarak yeni
gelecek gozlemleri siniflandiran bir veri madenciligi yontemidir. Y, € {0,1} olmak iizere {(Xi,)j)};, etiketli
bir veri seti olsun. Bagimli degisken kategorik oldugundan dolay1 bagimli degiskenin olasilig1 hesaplanip
lojit doniisiim yapilarak lojistik regresyon modeli

1 .
f(xi)zm, l=1,2,...,l’l (4)

bigiminde elde edilir. Burada
ﬂO +X1ﬂ ::Bo +ﬂ1Xil +182Xi2 +"'+leXnm ’ i= 1’2""’n (5)

dir. Model parametrelerinin tahmin edilmesinde maksimum olabilirlik yontemi kullanilarak tahmin
olasiliklarmin maksimize edilmesi istenir [19]. Esitlik (4) bir olasilik degeri olup, esik degeri 0.5
alindiginda siniflandirma

:>};i=1
K (6)
=Y =0

f(x)=0.5,
f(x)<0.5,

biciminde yapilir. Lojistik regresyonun ayarlanabilir parametreleri, kisitlama yapilacak yontemi (Lasso,
Ridge, None) belirleyen ceza degeri (penalty) ve kisitlama orani (¢)’dur.

3.2. K-En Yakin Komgsu Algoritmast

K-En Yakin Komsu Algoritmasi (KNN), uygulamasi kolay ve anlasilir siniflandirma yontemlerinden
biridir. KNN ydnteminde, siifi belli olan gézlemlerden yararlanilarak yeni katilacak gdzlemin hangi sinifa
ait olup olmadigi belirlenir. Bu yontemde, gozlemlerin her biri ile yeni gelecek gozlem arasindaki uzakliklar
hesaplanarak en kii¢iik uzakliga sahip £ sayida gozlemin se¢imi yapilir. Hesaplanan uzaklik degerleri
arasinda en ¢ok tekrar eden smif, yeni gozlem degerinin smifidir. Gozlemler arasindaki uzakliklar
hesaplamirken yaygin olarak Oklid uzaklik formiilii kullanilir. m degisken sayili veri setindeki i. ve j.
gozlemler arasindaki uzaklik

d, =\/ZZ:1(xik_xjk)2’ Lj=12....m i#] ™

bi¢ciminde hesaplanir. Burada, k£ ayarlanabilir parametresinin belirlenmesi 6nemlidir. En kii¢iik uzakligin
elde edilmesi amaglanir.

3.3. Destek Vektor Makineleri

Destek vektor makineleri (SVM) veri madenciligi yontemlerinden biridir [20]. Bu yontem, veriyi dogrusal
olarak iki sinifa ayirabilmek i¢in en uygun fonksiyonun (hiperdiizlemin) tahmin edilmesi esasina dayanir.

€ {—1, 1} olmak tizere {(X,,Y,' )}" i etiketli bir veri seti olsun. Nokta ¢arpimlan Esitlik (8) bi¢ciminde ifade

=]

edilir.

<ﬂ,X>:,B*X:ﬂTX:i,6’ij ®)

Iki sinif arasindaki karar sinir1 olan hiperdiizlem denklemi
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H diizlemi: < B, X >+ £,=0 9)
biciminde yazilir.

Sekil 4’te verilen B agirlik vektorii, hiperdiizleme dik yonde olup egimi belirlemektedir. Burada, £ sabit

terimdir. A diizlemi optimal hiperdiizlem olup H, diizlemi ve H, diizlemi

H, diizlemi: < B, X >+ f,-1=0
H, diizlemi: < B, X >+, +1=0

(10)

bigiminde olur. H, diizlemi ve H, diizlemi iizerindeki gozlemler, sinirlari belirleyen destek vektorleri

(support vectors) olarak tanimlanmaktadir. Destek vektorlerinin segimi yapilirken /| diizlemi ve H,
diizlemleri arasindaki mesafenin en biiyiik olmasi istenmektedir. Bu mesafeye kenar payr (marjin) adi

verilmekte olup kenar pay1 2d =ﬁ degerinin en biiyiik yapilmasi min%" ,B"z amaglanmaktadir.
k.2
_ Destek Vektorler
<p, X>+f,=0

X1
Sekil 4. iki smifli veri setinin SVM ydntemi ile stmiflandiriimasi

SVM problemi

min f(ﬂ)=%<ﬂ,ﬂ>
s

(11)
2B, B)=Y(<B.X,>+/)-120, i=1,2,..n
bicimde esitsizlik kisith optimizasyon problemi yazilir. Yeni gelen gézlemin siniflandirilmasinda
Y =sgn(B X + ) (12)

ifadesi kullanilir [21,22]. Dogrusal simiflamanin miimkiin olmadig1 ya da degisken sayisinin fazla oldugu
durumlarda, SVM yontemi ¢ekirdek fonksiyonlar1 kullanarak siniflandirma yapar [23]. Cekirdek
fonksiyonu

K(X.X,))= <¢y . >= (<X,.,Xj>)2 (13)

biciminde tanimlanir. Herhangi bir dogrusal siniflandirma probleminin amag¢ fonksiyonunda <X,.,X j>

bi¢giminde vektorlerin i¢ ¢arpimi yer aliyorsa, bu ifade yerine uygun bir K (Xl.,X j) cekirdek fonksiyonu

yazilarak problem giincellenir. Cekirdek fonksiyonlarin se¢imi, SVM performansim etkilemektedir.
Yaygin olarak kullanilan ¢ekirdek fonksiyonlar1 Cizelge 3’te verilmistir.



G. Ulu Metin, O.Tiirkgen / Istatistikgiler Dergisi: Istatistik & Aktiierya, 2023, 2, 100-115 107

Cizelge 3. Yaygin olarak kullanilan ¢ekirdek fonksiyonlari

Dogrusal: K(Xl.,Xj):(<Xl.,Xj>)

Polinom: K(Xi,Xj):(<Xi,Xj>+1)m

2
Dairesel (Radyal) Tabanh: K(X,X)) =exp(-}/||Xl. -X]." )
Sigmoid: K(X,,X,)=tanh(yX,' X +r)

SVM i¢in ayarlanabilir parametreler Cizelge 4’te verilmistir.

Cizelge 4. SVM’de kullanilan ayarlanabilir parametreler

c¢: Kisitlama orant
Kernel: Cekirdek fonksiyon (Polynomial, Rbf, Sigmoid, Linear)
Gamma: ¢ oranini diizenleyici deger

3.4. Rastgele Orman Algoritmasi

Rastgele Orman Algoritmasi (RF), verilen veri kiimesinin gesitli alt kiimelerinde birden ¢ok sayida karar
agaci iceren siiflandirma yontemidir [23]. Bu yontem, veri kiimesinin tahmin dogrulugunu iyilestirmek,
varyansi ve yanlilif1 azaltmak amaciyla kullanilir. RF, tek bir karar agacina giivenmek yerine Sekil 5’teki
gibi her agactan tahminleri toplar ve tahminlerin cogunluguna dayanarak nihai sonucu tahmin eder.

VERI SETI
AGAC #1 AGAC #2 AGAC #3
SINljF A SINf’F B SINlIF c
— |
COGUNLUK OYLAMASI
SON/KABUL éDiLEN SINIF

Sekil 5. RF Algoritmasi [24]

Bootstrap yontemi ile egitim verisinin 2/3’ (In-bag(IB)) ile 6rneklemlerden agaclar olusturulur. Egitim
veri setinin geriye kalan 1/3’1 (Out-of-bag(OOB)), agaclarin performans degerlendirmesi igin hatalarin
kestirim hesabinda kullanilir. Her bir agag¢ ikili boliinme yapisi ile alt diigimlere ayrilir. Olusturulacak agac
sayis1 arastirmaci tarafindan belirlenmektedir. Her bir 6rneklem i¢in her diigiimde m degisken arasindan
s=+/m adet degisken belirlenir. Her egitim setinden elde edilen tahminlerin ¢ogunluk oylamasma gore
siniflandirma yapilir [21]. B olusturulan agag sayisi olmak iizere (b=12, ..., B), b. agacin sinif tahmini

CA'II:F (x) = ¢ogunluk oylamasi {éb (x)}:g (14)
bi¢iminde hesaplanir. Performansin degerlendirilmesinde OOB hata orani

1 n Jal
Eoos =;Z,.:II(Yf # Crpe (1)) (15)

dir. OOB hata oranmmin minimum yapilmasi istenir. RF icin ayarlanabilir parametreler Cizelge 5°te
verilmistir.
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Cizelge 5. RF’de kullanilan ayarlanabilir parametreler

Maksimum derinlik (Max dept): Ardisik soru sayisi

Maksimum degisken (Max features): Her diigiimde degerlendirilen degisken sayisi
Minumum yaprak 6rnegi (Min_samples leaf"): Bir yapraktaki minimum gdzlem sayisi
Minimum érneklem (Min samples split): Bir diigiim bolinmeden 6nce gerekli gdzlem sayisi
n tahmin edici (n estimators): Olusan agag sayisi (B)

Kriter (Criterion): indeks hesaplama yontemi (Gini, Entropy)

Uygulanan siniflandirma ydntemlerinde, algoritmanin performansinin karsilagtirilabilmesi i¢in performans
Olgiitleri bulunmaktadir. Smiflandirma performans olgiitleri temel almarak MCDM ile siniflandirma
yontemine karar verilir. Siniflandirma yontemlerinde, performans 6lgiitleri hesaplanmadan 6nce, veri seti,
egitim seti ve test seti (genellikle %80 egitim seti ile %20 test seti) olmak {izere ikiye ayrilir. Veri seti &
sayida pargaya boliiniir. Boliinen her bir pargadan birisi test diger k-1 parga egitim verisi olarak kullanilir.
Egitilen her bir parga test edilerek performans 6l¢iitii hesaplanir. Hesaplanan k tane performans 6l¢iitiiniin
ortalamasiyla, k-kat Capraz Dogrulama (k-fold Cross Validation-CV) ile performans 6l¢iitleri elde edilir.
Smiflandirma ydntemlerinin performans olgiitlerinin hesaplanabilmesi amaciyla Cizelge 6’da verilen
karigiklik matrisi kullanilmaktadir.

Cizelge 6. Karigiklik matrisi

Tahmin Smifi

Siif Pozitif Negatif
. Dogru Pozitif Yanlis Negatif
Gergek  Tortif (DP) (YN)
Smmif . Yanlis Pozitif Dogru Negatif
Negatif (YP) (DN)

Dogruluk (Accuracy): Dogru olarak smiflandirilmis 6rneklerin toplam 6rnek sayisina orani

Dogruluk = DP+ DN (16)
DP+ DN +YP+YN

ile hesaplanir.

Duyarhlik (Sensivity): Dogru olarak siniflandirilmig pozitif 6rnek sayisinin toplam pozitif 6rnek sayisina
orani olarak

DP
Duyarlilik = ——— 17
! DP+YN (a7

biciminde hesaplanir.
Kesinlik (Precision): Pozitif olarak tahmin edilen degerlerin ne oranda dogru olarak tahmin edildigi 6l¢iitii

DP
DP+YP

Kesinlik = (18)

ile hesaplanmaktadir.

Fi-skor (Fi-score ): Kesinlik ve duyarlilik 6l¢iitiiniin harmonik ortalamasi olan 6lgiit
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(Duyarhlik) x (Kesinlik) (19)

F, - skor =2
(Duyarhlik) + (Kesinlik)

biciminde hesaplanir. Smiflandirma yontemlerine karar verilebilmesi igin smiflandirma performans
oOlgiitlerine gore MCDM yontemlerinden CODAS uygulanacaktir.

CODAS yontemi, 2016 yilinda gelistirilen MCDM yontemlerinden biridir [25]. Bu yontemde alternatiflerin
degerlendirilmesi negatif ideal ¢oziime olan uzakliklara dayanir. Alternatiflerin negatif ideal ¢éziime olan
uzakliklarinin hesaplanmasinda Oklid ve Taxicab uzakliklari kullanilir. CODAS isleyis adimlari asagidaki
gibi tanimlanir.

Adim 1: CODAS yonteminde #n tane siniflandirma yontemi (segenekler), m tane performans oSlgiitleri
(6lgiitler) olacak sekilde nxm boyutlu bir karar matrisi Esitlik (20)’de verilen bigimde belirlenir.

dll dlZ dlm

D — d21 d22 d2m (20)
dnl an dnm

Adim 2: Normallestirilmis matris Esitlik (21) kullanilarak hesaplanir.

d,

dj = L i=12,..,n, j=12,...,m (21
maxd,;

Esitlik (22)’de verilen ¥ normallestirilmis karar matrisi elde edilir.
Vi Voot Vi

V= Var Vo 0t Vay (22)
an vn2 h vmn

Performans 6lgtitlerini en biiyiik yapacak negatif ideal ¢oziim V"~ = {Vf WVsenns v,'n} , V' matrisinin siitunlarinin

en kiigiik degerleri ile elde edilir.

Adim 3: Oklid uzakligi kullamlarak her bir yénteme iliskin Esitlik (23)’teki gibi negatif ideal ¢oziim
degerleri uzakliklar1 hesaplanir.

E = zm (v,,-v})z, i=12,...,n (23)

j=1N

Adim 4: Taxicab uzaklig1 kullanilarak her bir yonteme iliskin Esitlik (24)’teki gibi negatif ideal ¢oziim
degerleri uzakliklar1 hesaplanir.

n-y",

v.j.—v;.|, i=12,...,n (24)

Adim 5: Goreli degerlendirme matrisi Esitlik (25)’teki gibi elde edilir.
hy = (E, = E,)+(E, - E)x(T, = T,) (25)

o ile iki alternatif arasindaki Oklid uzaklik degeri icin bir esik fonksiyonu Esitlik (26) ile elde edilir.
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[0, ]x<02 26)
o=, ld>0.2

Adim 6: Degerlendirme puanlarinin hesaplanmasi i¢in Esitlik (27) kullanilir.
H=Y"h, 27)

Degerlendirme puani biiyiik olan siniflandirma yontemi dncelikli olarak tercih edilir.

4. Sayisal uygulama

Bu calismada, Ar-Ge ve Tasarim merkezi belgesi alan firmalari ¢alismalarina gore faaliyetlerinin devam
ettirilmesi ya da iptal edilmesi (belge iptali) durumlarina (faaliyet sonucuna) gore smiflandirilmasi
istenmistir. Buna gore, yetkililerin bilgisi dahilinde Ar-Ge ve Tasarim Merkezleri Daire Baskanligi’ndan
veri seti talep edilmistir. Veri seti, 2008-2021 yillar1 arasinda faaliyeti devam eden 2334 adet Ar-Ge ve
Tasarim Merkezleri’ni kapsamakta olup uygun bicimde veri tabanindan temin edilmistir. Veri setinde her
bir bilginin degerli olmasi ve bilgi kaybinin istenmemesi nedeniyle veri setinde 6rnekleme yapilmadan
verinin tamami degerlendirilmistir. Caligma kapsaminda, ilgilenilen veri setine, oncelikli olarak veri 6n
isleme uygulanmistir. Aym bilgiyi iceren degiskenler birlestirilip baz1 degiskenlerin daha anlamli olmasi
admna oransal degigkenlere doniistiiriilerek degisken se¢imi ve boyut indirgeme yapilmigtir. Caligmada
yapilan analizler i¢in Python 3.11.3 programu ve kiitiiphaneleri kullanilmustir. {lgilenilen veri setine yonelik,
bagimli ve bagimsiz degiskenler belirlenerek, degiskenlerin aldig1 degerlere iliskin kategorileri Sekil 6’da
detayl1 bigimde belirtilmistir.

' I
[ [ |
Bagimh kategorik Bagimsiz nicel Bagimsiz nitel
degisken degigkenler de@iskenler

Xy: Kobi
X,: Toplam Aragtirmaci/Tasarimei Sayisi Xg: Yabanc Ortaklik
X;: Toplam Tamamlanan Proje Sayis! X0t Ar-GefTasanm
X;: Toplam Devam Eden Proje Sayisi Merkezi
X,: Patent Bagvuru Sayisi
X: Patent Tescil Sayisi

L Y: Faaliyet Durumu
(Kabul (1) /Red (D)

Xg: Merkezdeki Doktora Mezunu
Personelin Orani

X;: Merkezdeki Y.Lisans Mezunu
Personelin Orani

Sekil 6. Firmalarin faaliyet durumunu etkileyen degiskenler

Sekil 6’dan, veri setinin bir kategorik bagimli degisken, yedi nicel ve bes nitel degisken olmak {izere on iki
(12) bagimsiz degiskenden olustugu goriilmektedir. Betimsel istatistikler kullanilarak veri seti hakkinda
Ozet bilgiler elde edilmistir.
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Faaliyeti Iptal Edilenler

\
\

\ 7

Faaliyeti Devam Edenk
‘H""-\—\_\_

Sekil 7. Veri setinde kategorik bagimli degiskene ait pasta grafigi

Sekil 7’ye gore Ar-Ge ve Tasarim merkezlerinin yaklasik %78’inin faaliyetinin devam ettigi, yaklasik
%?22’sinin ise faaliyeti iptal edilmistir. Buna gore yanit degiskeninin Y=1 olma olasilig1 p=0.78 olarak da
ifade edilebilir.

(a) (b) (c)
Yabanci Ortakiik Var

\\_ Tasanm Merkezi

5.7%

\ Kobi Degil \ \
\ Ta3%
\ 8.5% \
& Ar-Ge Merkezi
— “" Yabanci Ortaklik Yok —

Sekil 8. (a) Kobi, (b) Yabanci Ortaklik ve (¢) Ar-Ge/Tasarim Merkezi bilgisine ait pasta grafigi

Sekil 8’e gore, Ar-Ge ve Tasarim merkezlerinin %58.83’1 biiyiik 6l¢ekli isletme sinifinda yer alirken,
%41.17’si Kobi’dir. Ar-Ge ve Tasarim merkezlerinin %87.53’{inlin yabanci ortakligi bulunmazken,
%12.47’sinin yabanci ortakligi bulunmaktadir. Firmalarin %73.34°ti Ar-Ge merkezi iken, %25.66’s1

Tasarim merkezidir.

(a) (b)

%8.26

%40.83

s | %1181

T T T
0 0 =] 0 40

Sekil 9. Ar-Ge ve Tasarim merkezlerinin (a) Sehir ve (b) Sektor degiskenlerine gore ylizdelik degerleri

Sekil 9’a gore, Ar-Ge ve Tasarim merkezi kuran firmalarin bulundugu sehirlerin %40.83’{i istanbul’da,
%11.81’1 Ankara’da, %8.26’s1 Kocaeli’'nde bulunmaktadir. Ar-Ge ve Tasarim merkezlerinin %12’si
makine ve techizat imalati sektoriinde bulunurken, %8.65’i yazilim, %7.84’1 ise otomotiv yan sanayi,
%7.63’1 bilgisayar ve iletisim teknolojileri, %35.23 miihendislik/mimarlik sektdriinde faaliyet

gostermektedir.
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Cizelge 8. Veri setindeki nicel degiskenlere iliskin betimsel istatistikler

X, X, X, X, X, X, X,

n 2334 2334 2334 2334 2334 2334 2334
min 1 0 0 0 0 0 0

0, 11 5 4 0 0 0 0.030

0, 15 12 6 0 0 0 0.080

0, 24 26 11 2 1 0 0.140

max 2710 1056 485 2127 693 043 0.710

Nicel degiskenlere ait minimum, maksimum ve ¢eyreklik degerleri Cizelge 8’de verilmistir. Ar-Ge ya da
Tasarim merkezi olan firmalarin yarisinda 15’ten fazla Arastirmaci/Tasarime1 personelin bulundugu, en
fazla Arastirmaci/Tasarimct personeli bulunan firmada ise bu sayinin 2710 oldugu, toplam tamamlanan ve
toplam devam eden proje sayisi sifir olan firmalarin bulundugu fakat bu firmalarin faaliyette olmadigi, en
fazla 2127 patent bagvurusu yapildigi, en fazla 693 patente tescil alindigi, en fazla doktorali oraninin 0.43,
en fazla yliksek lisansli oraninin 0.71 oldugu goriilmektedir.

Ar-Ge ve Tasarim merkezlerinin faaliyet durumunu etkileyen degiskenlerin, Ar-Ge ve Tasarim Merkezi
Dairesi’nde calisan uzmanlarin goriisleri dikkate alinarak melez bir siiflandirma yaklagimi uygulanmasi
istenmistir. Bu amagla, nitel ve nicel degiskenleri degerlendirebilen hem objektif hem subjektif bilgileri
karar siirecine dahil edebilen AHP yontemi secilmistir. Ar-Ge ve Tasarim Merkezlerinin faaliyetlerini
etkileyen degiskenlerin dnemlerine gore agirliklarinin hesaplanmasi istenmistir. AHP yonteminde her bir
degiskenin birbirine gore dogrudan 6neminin belirlenebilmesi amaciyla on bes uzmanin goriisii alinmigtur.
Buna gore, Esitlik (1)’de hesaplamasi gdsterilen karsilagtirma matrisi

[ 1.0000 2.0000 1.0000 2.0000 1.0000 0.5000 1.0000 9.0000 3.0000 4.0000 5.0000 4.0000]
0.5000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 6.0000 3.0000 2.0000 4.0000 3.0000
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 5.0000 3.0000 2.0000 4.0000 2.0000
0.5000 1.0000 1.0000 1.0000 0.5000 0.3333 0.3333 6.0000 3.0000 2.0000 4.0000 2.0000
1.0000 1.0000 1.0000 2.0000 1.0000 1.0000 1.0000 7.0000 3.0000 3.0000 6.0000 3.0000
2.0000 1.0000 1.0000 3.0000 1.0000 1.0000 5.0000 9.0000 5.0000 4.0000 6.0000 5.0000
1.0000 1.0000 1.0000 3.0000 1.0000 0.2000 1.0000 8.0000 4.0000 3.0000 5.0000 3.0000
0.1111 0.1667 0.2000 0.1667 0.1429 0.1111 0.1250 1.0000 0.3333 0.5000 1.0000 1.0000
0.3333  0.3333 0.3333 0.3333 0.3333 0.2000 0.5000 3.0000 1.0000 1.0000 2.0000 1.0000
0.2500 0.5000 0.5000 0.5000 0.3333 0.2500 0.6667 2.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.2000 0.2500 0.2500 0.2500 0.1667 0.1667 0.2000 1.0000 0.5000 1.0000 1.0000 1.0000

| 02500 0.3333 0.5000 0.5000 0.3333 0.4000 0.3333 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 |

bi¢iminde olusturulmustur.

Cizelge 9. AHP ile belirlenen degisken agirliklar

Degiskenler w
Aragtirmacy/Tasarimet Sayist (X)) 0.1310
Toplam Tamamlanan Proje Sayist (X,) 0.1020
_ Toplam Devam eden Proje Sayist (X;) 0.1026
E Patent Basvuru Sayis1 (X)) 0.0800
Patent Tescil Sayis1 (X) 0.1218
Merkezdeki Doktora Mezunu Personelin Oran1 (X;) 0.1835
Merkezdeki Y. Lisans Mezunu Personelin Oran1 (X;) 0.1189
Sektor (X;) 0.0373
Sehir (X,) 0.0249
-*E Kobi (X;,) 0.0186
Ar-Ge/Tasarim Merkezi (X)) 0.0404
Yabanci Ortaklik (X],) 0.0390
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Esitlik (2) ve (3) kullanilarak hesaplanan degisken agirliklart Cizelge 9°da verilmistir. Buna gore Ar-Ge ve
Tasarim merkezlerinin faaliyet durumunu etkilemede en onemli degiskenlerin Merkezdeki Doktora
Mezunu Personelin Orani ile Aragtirmaci/Tasarimer Sayist oldugu uzmanlar tarafindan diistiniilmektedir.
Merkeze ait Sektor, Sehir, Kobi, Ar-Ge/Tasarim Merkezi ve Yabanci Ortaklik bilgilerinin Ar-Ge ve
Tasarim merkezlerinin faaliyet durumunu etkilemede en az dneme sahip oldugu goriilmektedir. AHP
sonucunda en az 6neme sahip oldugu diisiiniilen merkezlere ait bilgileri iceren degiskenler (Kobi, Yabanci
Ortaklik Ar-Ge/Tasarim Merkezi, Sehir, Sektor) veri madenciligi siniflandirma yontemlerinde dikkate
almmamistir. AHP sonucu elde edilen degisken agirliklar1 kullanilarak veri seti Cizelge 2’deki bigimde
agirhiklandirilir. Veri 6n isleme sonucunda veri seti, yedi bagimsiz nicel degisken ve bir kategorik bagimh
degisken ile analize hazir hale getirilmistir. Calismanin bir siniflandirma problemi olmasi sebebiyle veri
madenciligi smiflandirma yontemlerinden LR, KNN, SVM ve RF kullanilmigtir. Siniflandirma
yontemlerinin performansinin olgiilebilmesi amaciyla veri seti, %80 egitim seti ile %20 test seti olmak
tizere ayrilmistir. Python 3.11.3 siiriimiinde Scikit-learn kiitiiphanesinde smiflandirma yontemlerinin
performansi 5-kat CV kullanilarak test edilmis, 1zgara arama yontemi ile optimal parametreler elde
edilmistir.

Cizelge 10. Izgara arama ile belirlenen ayarlanabilir parametre degerleri

Yontemler Ayarlanabilir Parametreleri
LR ¢ = 1e-05, Penalty = None
KNN Metric = Euclidean, Neighbors (k) =5
SVM ¢ =100, Gamma = 10, Kernel = Rbf’
RF Bootstrap = True, Criterion = Gini, Max Depth = 3, Max Features =3,

Min Samples Leaf =5, Min Samples Split = 3, n Estimator =250

Her bir siniflandirma y6ntemi i¢in kullanilan ayarlanabilir parametre degerleri Cizelge 10’da verilmistir.
Smiflandirma yontemlerini degerlendirmek i¢in performans dlgiitlerinden dogruluk, kesinlik, duyarhlik ve
Fi-skor test veri seti igin hesaplanmigtir. Test veri setine ait performans 0l¢iitleri Cizelge 11°de verilmistir.

Cizelge 11. Test veri seti sonuglari

Performans Olgiitleri

Yontemler Dogruluk Kesinlik Duyarhhk Fi-skor
LR 0.85 0.89 0.92 0.90
KNN 0.83 0.87 0.91 0.89
SVM 0.85 0.90 0.90 0.90
RF 0.86 0.89 0.93 0.91

Cizelge 11°de goriilen degerlere gore performans oOlgiitleri bakimindan siniflandirma yontemlerini
karsilagtirmak zordur. Objektif karsilagtirma yapilabilmesi i¢in CODAS ¢ok 6lg¢iitlii karar verme yontemi
uygulanmustir. Cizelge 11°de verilen sonuglar kullanilarak Esitlik (20)’ye gore karar matrisi

0.850.89 0.92 0.90
0.83 0.87 0.91 0.89

D= (28)
0.850.90 0.90 0.90

0.86 0.89 0.93 0.91

biciminde olusturulur. Esitlik (21-27) kullanilarak CODAS yontemine gore, degerlendirme puan biiyiik
olan smiflandirma yontemi 6ncelikli olarak tercih edilir.
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Cizelge 12. Test veri seti igcin CODAS’a gore siralama

Yontemler Degerlendirme Puanlari Swralama
LR 0.0129 3
KNN -0.1069 4
SVM 0.0202 2
RF 0.0821 1

Cizelge 12’ye gore, RF simiflandirma yontemi Oncelikli tercih edilir. Buna gore, siniflandirma
yontemlerinin 6ncelikli tercih siralamasinin RF >> SVM >> LR >> KNN bi¢iminde oldugu sdylenir.

5. Sonuc¢

Bu ¢alismada, siniflandirma problemlerinin ¢6ziimiinde, karar verme siirecine katki saglayacagi diisiiniilen
bir melez siniflandirma yaklasimi 6nerilmistir. Olusturulan melez siniflandirma yaklasiminda, veriden bilgi
elde etmeye yonelik subjektif degerlendirmenin AHP yontemi ile dikkate alinmasinin yani sira veri
madenciligi yontemleri ile siniflandirma yaparken MCDM ydntemi ile objektif olarak siniflandirma
yontemlerinin performansina karar verilmistir. Titizlikle veri 6n isleme asamasindan gegirilen veri
setindeki degiskenler i¢in Ar-Ge ve Tasarim Merkezi Dairesi’nde ¢alisan uzmanlarin goriisleri alinarak
AHP yontemi degiskenlerin agirliklar1 belirlenmistir. Agirliklandirilmis veri setine, LR, KNN, SVM ve RF
simiflandirma yontemleri uygulanarak yontemlerin performans Olgiitleri hesaplanmistir. Elde edilen
siiflandirma performans degerleri bakimindan karar verilmesi ¢ok oOlgiitlii bir karar verme problemi
oldugundan, objektif karar verebilmek i¢in performans 6l¢iitii hesaplama sonuglar bir karar matrisi olarak
ele alinip CODAS uygulanmigtir. CODAS sonucuna gore siniflandirma yontemlerinden RF’nin 6ncelikli
tercih edilebilecegi karar1 elde edilerek, Ar-Ge ve Tasarim merkezlerinin faaliyetlerinin
degerlendirilmesinde RF yonteminin SVM, KNN ve LR yoOntemlerine goére daha iyi simiflandirma
performansi gosterdigi sonucuna ulasilmistir.
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ABSTRACT

This essay aims to present a novel Kumaraswamy Extended Garima distribution family. We obtain a cumulative distribution function,
the failure rate, the risk rate, the inverse risk function, the odd function, the cumulative risk function, the moment r-th, the characteristic
function of the moment generating function, the moments, the mean and the variance, Lorenz and Bonferroni curves, order statistics,
MLE, mean time between failures (MTBF), Renyi and Tsallis entropies. The MLE technique estimates the parameters of the new
Kumaraswamy Extended Garima distribution. The parameters of the MLE technique are derived using a nonlinear system of equations
and the Symmetric Information Matrix. Furthermore, the consequences are analogous to others because they are probability

distributions. According to the findings, the proposed distribution fits these data sets better than existing probability distributions.

Key words: Garima distribution, Kumaraswamy distribution, Cumulative distribution function, Characteristic function, Symmetric

information matrix.
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(074
Yeni Kumaraswamy genisletilmis Garima dagilimu istatistiksel ozellikleri ve uygulamasi

Bu makale yeni bir Kumaraswamy Genigletilmis Garima dagilim ailesini sunmayr amaglamaktadr. Kiimiilatif bir dagilim fonksiyonu,
basarisizlik orani, risk orani, ters risk fonksiyonu, tek fonksiyon, kiimiilatif risk fonksiyonu, moment r-th, moment iireten fonksiyonun
karakteristik fonksiyonu, momentler, ortalama ve varyans, Lorenz ve Bonferroni egrileri, sira istatistikleri, MLE, arizalar arasindaki
ortalama siire (MTBF), Renyi ve Tsallis entropileri gibi ozellikleri elde ettik. MLE teknigi, yeni Kumaraswamy Extended Garima
dagilimimin parametrelerini tahmin eder. MLE tekniginin parametreleri, dogrusal olmayan bir denklem sistemi ve Simetrik Bilgi
Matrisi kullanilarak tiiretilir. Ayrica sonuglar olasilik dagilimlar: oldugundan digerlerine benzer. Bulgulara gore, bu veri setlerine

onerilen dagilim, mevcut olasilik dagilimlarindan daha iyi uymaktadir.

Anahtar Kelimeler: Garima dagilimi, Kumaraswamy dagilimi, Kiimiilatif dagilim fonksiyonu, Karakteristik fonksiyon, Simetrik bilgi

matrisi.

1. Introduction

Kumaraswamy [15] developed the Kumaraswamy probability distribution primarily for hydrological
applications. Garg [11], Jones [14], Mitnik [18], and Nadarajah [21] investigated the Kumaraswamy
distribution in theoretical terms. Mitnik [19] demonstrated that Kumaraswamy variables exhibit closeness
under exponentiation and linear transformation, and he also introduced some of the distribution's limiting
distributions and an analytical expression for the mean absolute deviation around the median as a distribution
parameter function. Again, the author provided some boundaries for this dispersion measure and the variance
in this investigation. Tahir et al. [27] presented a new Kumaraswamy generalized (G) distribution family via a
novel generator that could be a replacement for the Kumaraswamy-G family. Cordeiro and de Castro [7]
defined a new family of generalized distributions to extend the normal, Weibull, gamma, Gumbel, and inverse
Gaussian distributions, among others, and discussed some special distributions in the new family, such as the
Kw-normal, Kw-Weibull, Kw-gamma, Kw-Gumbel, and Kw-inverse Gaussian distributions. Carrasco et al.
[5] demonstrated the log-Kumaraswamy MW regression model for censored data analysis. Asiribo et al. [2]
defined the Lomax-Kumaraswamy distribution with four parameters and offered various statistical features.
Wang et al. [11] investigated the estimation of points and intervals for the Kumaraswamy distribution. As a
specific model, Gomes et al. [12] introduced the Kumaraswamy - Kumaraswamy (KW-KW) distribution.
Kumaraswamy class generalized (KW-G) distributions. El-Sherpieny and Ahmed [13] introduced the
Kumaraswamy GR (KwGR) distribution for analyzing lifespan data, as well as a linear log KwGR regression
model for analyzing data with real support in order to expand some of the current regression models. Tahir et
al. [26] developed a new extension of the Kumaraswamy distribution by using the Weibull link function to add
a shape and a scale parameter to the Kumaraswamy distribution. Yang [29] proposed a generalized inverse

Weibull distribution that incorporates both the proportional inverse hazard and the Kumaraswamy generalized
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inverse Weibull distributions. Carrasco et al. [6] used a definite probability integral transform to propose and
test a new five-parameter continuous distribution over a unit interval. Dey et al. [8] explored from a different
perspective several estimating methods of uncertain parameters of the two-parameter Kumaraswamy
distribution and they handled the estimate of the Kumaraswamy distribution's unknown parameters using
simple random sampling (SRS). They ordered cluster sampling (RSS), as well as maximum probability
estimation and Bayesian estimation approaches. They created a new distribution known as the generalized
inverted Kumaraswamy (GIKum). The authors' main purpose in Igbal et al. [13] is to improve a common
structure for the inverse Kumaraswamy (IKum) distribution that is more flexible than the IKum distribution
and all its related and submodels. Salman [25] analyzes various strategies for calculating scale and form
parameters. Mohiuddin et al. [20] created the Transmuted Garima Distribution and investigated its features
and applications. We propose a new model of Kumaraswamy Extended Garima distribution in our work.
Several aspects of this novel model are explored and computed, including reliability functions, apparent
assertions of the moments, mean deviations, Lorenz and Bonferroni curves, and Renyi and Shannon entropies.
The maximum likelihood method was used to estimate the model parameters. We use this method to obtain
parameter estimates and then conduct a simulation exercise to determine the performance of the maximum
likelihood estimators. Furthermore, we use four real-world data sets to demonstrate the use and significance
of the new family of distributions. Finally, we show that our new distribution model outperforms the well-

known distributions.
2. Materials and Methods
Definition 2.1. The Kumaraswamy Distribution

Kumaraswamy presented a two-parameter distribution on (0,1). Let 'Kw' represent the abbreviated name of

this distribution. Its cdf is as follows:
Gea, B) =1-(1-xD)P xe,1) 1)
as well as the probability density function
gwa ) =ap® -2 xe) @)

where o >0and £ > 0 denote shape parameters. Kumaraswamy [15] proposed the Kumaraswamy-G (Kw-
G) distribution with the following pdf "f(x)" and cdf "F(x)" for any baseline cumulative function G(x).

)

£ = apg@G* ) (1-G6(0%) 3)
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and
(04
F(x) =1-(1-Gx* @)

g(x) = dG(x)/dx, etc. The parameters of the Kw-G and G distributions are identical. If X is a random variable

with a density function (3), it may be represented as X Kw G(a, b) [11].
Definition 2.2. Garima Distribution

Assume X is a random variable with the Garima distribution and parameter. As a result, probability density

is represented by;

(1+0+6x)e %% x>0,0>0. (5)

0
g(x;0)=
0+2

The pertinent cumulative distribution function (c.d.f.) is as follows:

Ox

0+2

G(x:0) =1—[1+ }‘H’C,x>o,e>o. (6)

3. The Novel Kumaraswamy Extended Garima Distribution

Definition 3.1. Let X G(x,#) represent the cdf of the Garima distribution provided by (6). The novel three-

parameter cdf Kumaraswamy Substituting (6) into equation (4) yields the Extended Garima (KwEG)

distribution.

B

F(x):l-(l-{l{n ox }‘93‘} J . 7)
0+2
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Figure 1. The cdf’s of Kw Extended Garima distributions

The probability density function corresponding to f(x) is given by

a—1
f(x):aﬂ0(1+9+€x)e_‘9x(1_[1+ Ox :|6—ng 1_{1_|:1+ Ox :|e_ex}
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Figure 2. The pdf’s of Kw- Extended Garima distributions

Lemma 3.1. When a=1 and b=1, the Kw- Extended Garima distribution in Equation (8) is reduced to the

Garima distribution in Equation (5) with parameter.

Lemma 3.2. When b=1, the Kw- Extended Garima distribution is reduced to the generalized exponentiated

Garima distribution, with parameters shape a and scale & .

Theorem.3.1. If X follows the probability density function (8) for all &, #,0 > 0, then X's quantile function

is

oy = —% —1- éW_l (—(0+2)e—(9+2)(1_(1_(1_u)1/,8))1/“J'

W.i denotes the negative branch of the Lambert W function in this case.

Proof. If F_ is a continuous and strictly increasing function, then the quantile function O, of X is defined as

follows:

0@w) = F w),u < (0,1) )

We have an equation to solve here, derived from (7) and (9).

a\P
"= 1—(1 - {1 - [1 + HQ(”)}_QQ(”)} J .
0+2
We can deduce from this equation,
(0+2+600())e™™ =(6+ 2)(1 ~(1-a-w"” )”“ ) (10)

and

—(0+2+60(w))e PO Z ) (g 4 2)(1 ~(1-a-w")" ) (11
The equation's solution is then

(6+2+60u)) =W, (e*“) (6+ 2)(1 ~(1-(-w"” )”“ )) (12)
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From (12), we obtained

0, = ‘% - %W_l [—(9+2)e_(6+2)(1—(1—(1—u)]/ B ))l/a} (13)

Collary 3.1. Setting u to 0.5 in equality (13), we get the median (M) of X as;

M= —% ~1- éW—l [—(9+2)e‘(‘9+2)(1—(1—(0.5)‘”)jl/a}

However, by setting u to 0.25 and 0.75 inequality (9), the 25th and 75th percentiles for the random

variable X are obtained as;

p %W—l [—(9+2)e_(6+ 2)(1—(1—(0.75)1/ s ))UQJ.

05 = —g -1- é W, [—(9+2)e—(9+2)(1_(1_(0‘25)1%’)j”“}

The quantile function yields the Bowley's skewness as

5, - .75 =2%.50 *%0.25
Q.75 ~%.25

The kurtosis of the Moor is written as

M, - 0.875 ~0.025 ~%.375 T 90.125
Q.75 =925

We can easily generate X by treating u as a uniform random variable in the range (0,1).

Theorem.3.2. The r-th moment E(X") of the Kw- Extended Garima distributed random variable X

is given by Theorem.3.2.

, 0 [ 0 j“f“' © v o a-l-i  p-j aj-k(a-1)p-1 [aj][ajﬂ'}
= — -1 -1 -1
E(X ) aﬁ9+2 0+2 IEOJEO /EO Eo b b b i J k ?

9(9(1+i+aj))_2_i_aj_r ((2+9)(1+i+aj)+r)F[1+i+aj+r].
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Proof. 1, = E(X") = ‘Zxr F(x)dx

% 0 0 o 0 A
I ap— 40+ 0x)e 1|14 T | OX IO S P P dx
0 0+2 0+2 0+2

and

:aﬁ

-1 p-1
6 % —Ox Ox —Ox “ Ox —Ox “
; zjx (1+8+0x)e 1- 1+9 5 e 1-<91- 1+9 5 e dx.(14)
+20 + +

Using binomial expansions of

Then, equation (14) becomes,

i o J
6 » » L1 i fa— _1\= _ ox | _ ox | _
= ap Ty (e (a‘ 1)(ﬂ‘1)fxr A+ 04000 | 102 |7 T DA P dx.
0 + 2 i=0 j=0 i J ]0 0+2 0+2

if the following equation is written in equation (15),

0 aj ) P @ .
B [ S A ) (R B i
6+2 k=0\ k 6+2

Then, there's

0 22 g et pj aj-k(a-1)(p-1)(ai)% - ~ox(ira ) [, ox 1
aﬁg.;_ziEOjéO kEO (=D (-1 (-1 ; ; i (f)x (1+0+0x)e [1-&—@] dx.
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As aresult, we have

0 aj+i o 0 [e] 1 1 . _ _ . .\ oo _ . . L
5 (i] SEE (_l)a 1 l(—l)b 1- (_1)0:_1 k (a 1)(b 1)[0{]}[0{]4—1] [ xr(1+€+€x)e 49x(1+a]+1)qu+ldx.
0+ 2 \0+2 i=0 j=0 k=0 ;— t 0

(16)

We can deduce from equation (16), that
ap (i)aﬁi SRR S G JECE A K [ [ajj(aj+i]g(9 (reivai))
0+2\0+2) 200 k=0 o i IS el
((2+9)(1+i+aj)+r)1"[1+i+aj+r]4
17)
All of the moments exist because the series in (17) is convergent.

Theorem.3.3. . Assume X has the Kw- Extended Garima distribution. Then, say M , (¢), the moment

generating function of X.

mt 0 p W 2 = x = a-l=i _\B-1=j ek (a _ lj (IB ; 1) [ajj [aﬁ_ij
—agf—| 7 —(-1 -1 -1
de)=ap 0+2 (6’+2) iEO jEO kEO 150 SEO s !( ) =D D i J k t

o(0(1+i+as)) T

2+6’)(1+i+aj)+ms)F[1+i+aj+ms].
Proof.

My ()= E(™) = Ogetx F(x)dx. (18)

When we apply Taylor's series to equation (18), we get

® (tx)°
My (1) = [l 1+6c+ + . |f (x)dx. (19)
0 2!
From equality (19), we can write
M Of 5 e dx 20
t) = — :
X() OS:OS!X S(x) (20)

From equality (20), we have
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OOZ‘sv

M (8) = —
X() s§0s!lus

0 (g \WH® © x 0 ©f 5y B-1—j, aj-k{a-1)p-1 [QJJ[QJHJ
—af——| —— —(-1 -1 -1
olon) B S B Gy e e A

9(6’(1+i+aj))_2_i_aj_s ((2+6’)(1+i+aj)+s)F[1+i+aj+s].

The characteristic function of X is then calculated as follows:

mi 0 0 JH Y OY OYOY a a-l-i B-1-j aj k( lj( lj[kjj[ . ij
e aﬂ9+2(9+2) i=0 j=0 k=0 ¢=0 s=0 s!( ) D D i J t

9(6’(1+i+aj))_2_i_aj_ms ((2+6’)(1+i+aj)+ms)F[1+i+aj+ms].

ey

Theorem.3.4. Assume X has the Kw- Extended Garima distribution. Renyi Entropy of X is thus given

by

0 (9w = = o g gl ajk(a-1)B-1 [aj][ajﬂ]
- -1 -1 -1
salon) A& 5o e e T

! 0 —1-i-aj
1“[—7](1+0)y(1+9J P+ i+ a]r[oi—imas—7]
=710g HypergeometrichlI:I+i+aj,2+i+aj+7/,05(1+6’)(j+;/):|

(eej (a0(rer) T D i ag ]

Hypergeometricl F'1 I:—y, —-i-aj-y, a(l + 9)(j + }/)]

The hypergeometric series, which covers many other special functions as specific or limiting cases, is

used to show the hypergeometric1F1 function here.

Proof.

1 o0
e(y) = log(J 7 (x)dxj
1 0

-7

where ¥ >0 and y #1. As a result, we have
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©

a-1 a p-1 4
1 0 —0x Hx —Ox Hx —6x
=—-1 —1+6+06 -1+ I-<1-|1+ d
e(y) -y og !{aﬂ0+2( x)e [ [ 0+2}e j { { [ 0+2}e } J } X

1 o oY 0 (a-ly ) a\BDry
=—log| | (aﬂ)y(j (1+9+€x)7e_7cx(1—|:l+ ul }‘9"} [1_{1_[” x }—ex} } xl
1-y 0 0+2 0+2 0+2

(22)

If the expressions below are written in equality (22),

7(a-1) i
(l_e—é’x (1+ Ox D _ f(ﬂ“._l))(e‘@‘ (1+ Ox D @i
O+2 i=0 i 0+2

We then write, correspondingly,

(p) (
!
= loe (a-1)y aj
1- 0
7 j{(uewx)yewx ({Hﬁx} e_ng [[H Ox }‘9)‘) }dx
0 0+2 0+2

0 (oW e ® x a-1-i, p-1-j aj-k(a-1)p-1 {ajJ(ajﬂ]
— -1 -1 -1
log aﬁ0+2(0+2) iz()jg() kéo Eo( ) D D i PN

Y .
0 222 ra-—i, (-1 . ajk(r@-D\rB-D)aj
-1 -1 -1

9+2) iEOjEOkéo( ) b b ( i j( J )("j

1 J
-y

© . . .
[ (1+0+0x) o 70x-0x@Dy=0xaj aj+i;
0
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When we integrate the above equation, we get the following equation. This concludes the evidence.

0+2\0+2 k

(1+¢9)y( 0

1+6

i=0j=0 k=0 ¢=0 J

'] j_l_i_ajF[1+i+aj]r[—1—i—aj—y]

=—log HypergeometrichlI:I+i+aj,2+i+aj+7/,05(1+6’)(j+7/):|
e e

+(lfgj (@0(i+7) T i+ ]

Hypergeometricl F'1 I:—j/, —-i—-aj-y, a(l + 6)(]‘ + ;/):I

i+ o0 oo © @ ®© . ; ; — — j i+i
P EE ST ey e (“i lj(ﬂ Alj[’”][’”“]

Theorem.3.5. . Suppose X has the Kw- Extended Garima distribution. Tsallis Entropy of X is thus

given by

0 (g ¥ e x x ® a-1-i, p-1-j, - aj-k(a-1)B-1 [ajj[
g - - -1
aﬂ0+2(0+2] onéo k§0 Eo D D D i J k

! I —l-i-aj
71](1“9) (ng F[l+i+aj]F[—1—i—aj—/1]
=— Hypergeometric1F1[1+i+aj,2+i+aj+ﬂ,a(1+9)(j+ﬂ)}

A .
+(1+ng (a0(i+ 1)) A [t 4 s+ 2]

HypergeometriclF1 [—l, —i—aj-l,«a (1 + 9)(] + ﬂ)]

aj+iJ

The hypergeometric series, which covers many other special functions as specific or limiting cases, is

used to present the hypergeometric1F1 function here.

Proof. Tsallis Entropy for the Kw-Extended Garima Distribution;

1 o 2
S, =——|1- X)dx
e G )

0 B
af— (14 6+6x)e
1 . 0+2
L P

a—
1-1 0 Ox —0x
1-]1+ e
0+2

1

6 a
TP T DU Pl
0+2
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The Tsallis entropy is obtained by integrating the above equation. This brings the proof to a close.
4. Reliability Analysis

The reliability or survival function for the Kw-Extended Garima distribution is stated as (7) in R(t),
and Figure 3 depicts the reliability function of the Kw-Extended Garima distribution for different

parameter values:

B

o
or | o
Rt)=|1-71-|1 .
(1) { [+6’+2i|e } (23)

o |
[s2]
— 4=10.8, p=0.5, 6=0.3
o —— a=1.50, p=1.0, 0=0.1
=1.80, p=0.6, 0=0.3
S —— 0=1.70, p=0.4, 0=0.3
N =1.80, p=0.5, 0=0.3
— 4=10.2, p=0.6, 6=0.2
2 u | =0.80, p=0.5, 0=0.4
€ - =2.70, =0.4, 0=0.5
— 0=1.80, p=1.5, 0=1.2
o |
v |
o
o |
o
T T T T T T I
0 5 0 15 20 25 30

Figure 3. The reliability function of Kw- Extended Garima distributions

The hazard rate function, defined h as the event at time t conditional on survival until time t, is the

other function. Assume that an item has survived for time t and state the likelihood,

A P(1<T<t+dr)) SO RO
dt—0 dtR(t) CR() R@)

24

The hazard rate for the Kw- Extended Garima distribution can be calculated by combining (8) and (23)

and defining it as follows;
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g g a-l1 g a\A-1
_ ¢ | - | -
af——(+0+00e % 1-| 1+ o =411+ o
0+2 0+2 0+2
h(t) = 25
0 ) — (25)
2
1-41-[1+ ad
0+2
Figure 4. Depicts the hazard rate function of the Kw-Extended Garima distribution for various
parameter values.
— 4=10.8/$=0.5,0=0.3
— 4=102, §=0.6, 0=0.2
T o =0.80, B=0.5, 6=0.4
= a=2.70, B=0.4, 6=0.5
— =180, p=15,0=1.2
o] =7
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
X
Figure 4. The hazard rate function of Kw- Extended Garima distributions
The reversed hazard rate is defined as follows;
r(x)= J(x) . (26)
F(x)

Setting (7) and (8) in (26) yields the reversed hazard rate for the Kw- Extended Garima distribution,
which has the following format. Figure 5 depicts the reverse hazard rate function of the Kw- Extended

Garima distribution for different parameter values.
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Figure 5. The reversed hazard rate function of Kw- Extended Garima distributions

The following format describes the odds function;

F(x)

O(x) = .
R(x)

27

Setting (8) and (10) in (27) yields the odds function for the Kw- Extended Garima distribution, which

has a following statement.

Z— (28)

Figure 6 depicts the odds function of the Kw- Extended Garima distribution for various parameter

values.
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o _|
™
2=10.8, $=0.5, 6=0.3
o a=1.50, $=1.0, 6=0.1
a=1.80, $=0.6, 6=0.3
5 —/— a=1.70, $=0.4, 6=0.3
N ] a=1.80, $=0.5, 6=0.3
—/— 2=10.2, $=0.6, 6=0.2
= w i 2=0.80, $=0.5, 6=0.4
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‘9_
o
o
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Figure 6. The odds function The Kw- Extended Garima distributions
5. Order Statistics

The jth order statistics of the Kw- Extended Garima distribution's pdf and cdf are as follows:

n! Jj- n—j
. — | F 1-F
T = T F ) - rl™ s

a-1 a

fy ()= o g Y (1+6’+0x)e_6x(1—[1+ o« }‘9") (1—{1—[” o« }‘9"} J
() G-Din-7"! 6+2 6+2 0+2

p a\P /A ) a -

bbb bbb
0+2 6+2

7

F i () = ](F<x)) (1-r)""
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For the largest order statistic, the pdf is

0 0 a-1 0 a p-1
Iy (x)=nap (1+6+0x)e % 1—[1+ a }_9" 1- 1—[1+ * }_9"
(n) 0+2 0+2 0+2

and here is the pdf for the smallest order statistic:

0 ) o 0 )
Sy (x)=nap (1+9+9x)e_0x(1— 1+ x:|e_0x) (1—{1—[1+ x:|e_0x}J
@ 0+2 | 6+2 0+2
1
0 24l
1- 1—(1—{1—[“ * }‘9"} J
0+2

6. Maximum Likelihood Estimation (MLE)

This function of Kw- Extended Garima is described in the following format:

n
- i a-l1
non( 6 0-§1Xl L Ox; | —Ox; Ox; | —Ox; ¢
dX)=a p [—) e =OTTA+60+6x)|1-|1+ e ! 1-41-|1+ e !

(29)

The function is as follows:

n n n .
1, =log(¢) = nloga +nlog f+nlogf —nlog(6+2) -0 % x; + X log(1+6+0x;) + (a - 1) X log[l_{1+¢ﬂﬁ}e_a)Cij

i=1 i=1 i=1
o
+(B - l)é1 log[l—{l{Hgfﬂe_gxi} J

(30)

Now setting,

_— = 7’1: _=
oa 0 00
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We have obtained,

a
—Hx. Hxl —Hx. Hxl
log|1—-e |1+ l-e '|1+
n B —Ox. Hxl. n 2+0 2+0
—+ ylog|l-e "1+ — +(_1+'B)Z_ =
a = j= Ox:

=0
i=l 2+0 i=1 - 0x; “
I1-{1-e o+
2+6
a
n —Ox. Hxl-
—+ ylogll-|1l-e '|1+ =0
ﬂ i=1 2+6
—Ox Ox; X —9x 0x;
—e ’—72+ +e ol 1+
n n n n 1+xi n (2+9) 2+0 246
e yyty ———+(-l+a) ¥
0 2+60 O =11+ 60+ 0x; i=1 —0Ox. Ox;
l-e '|1+
246
—l+a
—0Ox. Hxi —Bx. ﬁxl. X; —Ox. Hxi
all-e Y1+ — ! -t +e lxi 1+
n 2+46 (2+9) 2+6 2+6
+(—1+ﬂ) - a =0
1-{1-e 1+
2+6

Estimates are derived by partially differentiating the equation (30) with respect to «, # and @ , but the

EM method is the best strategy for estimating the parameters. By solving this nonlinear system of
equations, the MLE (& , ,B , 0 ) of (0( , B, 19) is obtained. To numerically optimize the sample
likelihood function given in (29), it is usually more convenient to use nonlinear optimization
algorithms such as the quasi-Newton approach. The MLE y = (&, ﬁ R 0 ) can be approximated as tri-
variate normal with mean 7 and variance-covariance matrix equal to the inverse of the expected
information matrix. /' (y) denotes the variance-covariance matrix of 7 . The members of the three-

dimensional matrix /(y) can be estimated using\/;(f — 7/) - N, (O, nl™ (7/)) .

Where, I~'(y)is the variance-covariance matrix of 7 .The elements of the 3 x 3 matrix /() can be

estimated by
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_82 log L 62 log L 6’2 logL_ .
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0 logL 07 logL 07 loglL
o omp o0g® | )

The Hessian matrix entries that correspond to the elements in Equation (29),

134

2
0" logL n
5 :——2+(—1+ﬁ)
oa a
2 2a 2 a
—0Ox; Qxl- —0Ox; Qxl- —0Ox; Hxi —Ox; Hxl‘
log|l-e '|1+ l-e H|1+ log|l-e '|1+ l-e ‘|14
n 2+0 2+0 2+0 2+0
> 2 - a
i=1 a —Ox: Ox;
e I S B
2410 2+60
a
—Ox: Hxl- —Ox.: Hxl-
) log|1-¢ '|1+ l-e '|1+
0" logL " 2+6 2+0
oaof El
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2+60
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D= a
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I-|1-e ‘|1+
2+6
The approximate two-sided confidence intervals for «, 3, 8 are as follows:
1/2 1/2

atz,,(I' D)) Bz, (L1(7) and 0+z,,(5 7))

where z, denotes the upper « th quantile of the standard normal distribution.
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7. Application
7.1. Simulation Studies

We ran a simulation to explore the flexibility and competency of the Kumaraswamy Extended Garima
distribution class. Eghwerido et al. [9], Team, R.C [28] used R for computing. The simulation was

investigated further below;

e The quantile function of the Kumaraswamy Extended Garima distribution was used to create
the data, as shown in equation (9)

e The sample sizes of 5, 10, 20, 30, 50, 80 and 100, for,  =0.5, 8 =2,0 =0.5,The MSE of the
parameters ¥ = («, f,0) .The simulation study investigated the mean estimates, variance,
MSE (Mean Square Error).

(r=7)

1000
. MSE = ) ~———.
; 1000

Table 1. Monte Carlo simulation study for the Kumaraswamy Garima Distrubution

Parameter Variance MSE

5 a=0.5 0.098978 0.1572

£=2 0.097515 0.1516

0=0.5 0.099191 0.1338

10 a=05 0.8425  0.1226

£=2 0.089813 0.1377

0=05 0.080249 0.1096

20 a=05 0.089228 0.0753

p=2 0.076534 0.0832

6=05 0.072762 0.0804

30 a=05 0.080662 0.0716
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p=2 0.090617 0.0685

0=05 0.084565 0.0738

50 a=05 0.093203 0.0700

p=2 0.085992 0.0694

0=05 0.084664 0.0704

80 a=0.5 0.07661 0.0692

p=2 0.08511 0.0681

0=05 0.070994 0.0677

100 a=0.5 0.074335 0.0652

£=2 0.070458 0.0586

0=0.5 0.070579  0.0590

In our simulation analysis, the experiment from Table 1 was repeated 1000 times, and the MSE values
fell as the sample size increased. This demonstrates that the parameter estimate is consistent with the

asymptotic theory or big sample theory.

7.2. Real Data Analysis

We employed four real lifespan data sets in Kumaraswamy's Extended Garima distribution and
compared the model to exponentiated Garima (Rather and Subramanian [24]), Garima, Exponential
distribution, Generalized Exponential, and Exponentiated Weibull. To compare the Kumaraswamy
Extended Garima, exponentiated Garima distribution with Garima, Exponential distribution,
Generalized Exponential, and Exponentiated Weibull distributions, these distributions are provided in

the following order:
(i) Exponential distribution

6

f(x:0)=0e ¥ ,x20,0>0

(i1) Garima distribution
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0 —6Ox
f(x;0)=——(A+0+6x)e " ,x>0,0>0.
0+2

(iii) Exponentiated Garima

b iy 0 a-1
f(x;0,a)=——(1+0+6x)e * [1—(1+xje_9x] ,x>0,0,0 >0.
0+2 0+2

(iv) Generalized Exponential
— a-1
(0. ) = ate” " (1-e70%)" " x> 0,0.0>0.

(v) Exponentiated Weibull

a 0-1
0,0, = 20 @) (1—9_()‘/:3)0{} ,

X
104

x>0,a,60>0,8>0.

We take into account metrics such as the Bayesian Information Criterion (BIC), the Akaike
Information Criterion (AIC), the Hannan Quinn (HIC), and -2 logL. The model utilized is best if the
values of AIC, BIC, HIC, AICC, and - 2 log L are as low as possible. The following formulas can be
used to calculate AIC, BIC, HIC, AICC, and -2 logL;

AIC =2k — 2logL
BIC =klogn — 2logL
HIC = 2kIn(In(n)) — 2log L

2k(k+1)
n—k-1

AICC = AIC +

Data set 1: The data set exhibits the tensile strength, measured in GPa, of n=69 carbon fibers tested
under tension at gauge lengths of 20mm, as reported by (see M. Bader and Priest [3], Almanjahie et al.
[1], Mead et al. [17]). The information is as follows:

1.901, 2.132, 2.203, 2.228, 2.257, 2.350, 2.361, 2.396, 2.397, 2.445, 2.454, 2.474, 2.518, 2.522,
2.525,2.532,2.575,2.614,2.616, 2.618, 2.624, 2.659, 2.675, 2.738, 2.740, 2.856,2.917, 2.928, 2.937,
2.937,2.977,2.996, 3.030, 3.125, 3.139, 3.145,3.220, 3.223, 3.235, 3.243, 3.264, 3.272, 3.294, 3.332,



A.. Metin Karakas, M. Karakas, M. Dogan / Istatistikgiler Dergisi: Istatistik & Aktiierya, 2023, 2, 116-146 140

3.346, 3.377, 3.408, 3.435, 3.493, 3.501, 3.537, 3.554, 3.562, 3.628, 3.852, 3.871, 3.886, 3.971, 4.024,
4.027 ,4.225, 4.395, 5.020.

Data set 2: To define the novel findings presented in this paper, we applied the kw extended garima
distribution to the data set utilized by Nichols and Padgett [22], which included 100 research on the

fracture stress of carbon fibers (in Gba).

3.7,2.74,2.73,2.5,3.6,3.11,3.27,2.87,1.47,3.11, 442, 2.41, 3.19, 3.22, 1.69, 3.28, 3.09, 1.87, 3.15,
4.9,3.75,2.43,2.95,2.97,3.39, 2.96, 2.53, 2.67, 2.93,3.22,3.39, 2.81, 4.2, 3.33, 2.55, 3.31, 3.31,
2.85,2.56,3.56,3.15, 2.35, 2.55, 2.59, 2.38, 2.81, 2.77,2.17, 2.83, 1.92, 1.41, 3.68, 2.97, 1.36, 0.98,
2.76,4.91, 3.68, 1.84, 1.59, 3.19, 1.57, 0.81, 5.56, 1.73, 1.59, 2, 1.22,1.12, 1.71, 2.17, 1.17, 5.08, 2.48,
1.18,3.51,2.17, 1.69, 1.25, 4.38, 1.84, 0.39, 3.68, 2.48, 0.85, 1.61, 2.79, 4.7, 2.03, 1.8, 1.57,1.08,
2.03,1.61,2.12,1.89, 2.88, 2.82, 2.05, 3.65.

Data Set 3. Bjerkedalen [4] investigated and informed on the survival periods in days of 72 guinea

pigs infected with virulent tubercle bacilli.

0.1, 0.33, 0.4, 0.56, 0.59, 0.72, 0.74, 0.77, 0.92, 0.93, 0.96, 1, 1, 1.02, 1.05, 1.07, 1.07, 1.08, 1.08,
1.08,1.09, 1.12, 1.13, 1.15, 1.16, 1.2, 1.21, 1.22, 1.22, 1.24, 1.3, 1.34, 1.36, 1.39, 1.44, 1.46, 1.53,
1.59, 1.6,1.63, 1.63, 1.68, 1.71, 1.72, 1.76, 1.83, 1.95, 1.96, 1.97, 2.02, 2.13, 2.15, 2.16, 2.22, 2.3,
2.31,2.4,2.452.51,2.53,2.54,2.54,2.78, 2.93, 3.27, 3.42, 3.47, 3.61, 4.02, 4.32, 4.58, 5.55.

Data Set 4. The data shown below represent the failure times of 84 aircraft windshields as reported by

Cordeiro, G. M., and Castro, M. A [7]. The data sets are listed below.

0.040, 1.866, 2.385, 3.443, 0.301, 1.876, 2.481, 3.467, 0.309, 1.899, 2.610, 3.478, 0.557, 1.911, 2.625,
3.578,0.943, 1.912, 2.632, 3.595, 1.070, 1.914, 2.646, 3.699, 1.124, 1.981, 2.661, 3.779, 1.248, 2.010,
2.688,3.924, 1.281, 2.038, 2.82, 3, 4.035, 1.281, 2.085, 2.890, 4.121, 1.303, 2.089, 2.902, 4.167,
1.432,2.097, 2.934, 4.240, 1.480, 2.135, 2.962, 4.255, 1.505, 2.154, 2.964, 4.278, 1.506, 2.190, 3.000,
4.305, 1.568,2.194, 3.103, 4.376, 1.615, 2.223, 3.114, 4.449, 1.619, 2.224, 3.117, 4.485, 1.652, 2.229,
3.166, 4.570, 1.652, 2.300, 3.344, 4.602, 1.757, 2.324, 3.376, 4.663.
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Table 2. MLEs and the AIC, BIC and Log] statistics.

141

Dat

Set

Distributi

on

-2
logLL

AIC

BIC

HIC

AICC

Kw
Extended

Garima

0.39

7.66

0.1148

61.205

67.205

66.721

69.864

67.574

Exponenti

ated

Garima

2.1527

112.92

116.92

115.94

118.04

117.10

Garima

0.4784

256.32

258.32

258.15

259.20

258.38

Exponenti

al

0.3266

266.89

268.89

268.73

269.77

268.95

Generalize
d
Exponanti

al

218.
23

1.9458

113.03

115.03

116.71

118.80

115.23

Exponanti
ated
Weibull

0.81

1.50

31.802

116.62

118.62

117,66

125.28

118.99

Kw
Extended

Garima

0.13

2.90

0.0363

111.87

117.87

117.87

121.03

118.12

Exponenti

ated

Garima

6.68

1.2109

240.49

244.49

244.49

246.60

245.05
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Garima - - 0.5485 | 379.41 | 381.41 | 381.41 | 382.47 | 381.46

Exponenti
| - - 0.3814 | 392.74 | 394.74 | 394.74 | 395.79 | 394.78
a

Generalize
d

Exponanti

7.78 - 1.0131 | 292.36 | 294.34 | 296.36 | 298.47 | 294.46

al

Exponanti
ated 0.37 | 2.40 | 1.3198 | 286.91 | 288.91 | 292.91 | 296.07 | 289.16
Weibull

Kw
3 Extended | 0.08 | 1.90 | 0.1781 | 103.74 | 109.74 | 107.46 | 112.46 | 110.09

Garima

Exponenti

ated 3.22 - 1.3626 | 188.13 | 192.13 | 191.85 | 193.94 | 1923

Garima

Garima - - 0.78350 | 220.05 | 222.05 | 221.90 | 221.50 | 222.1

Exponenti
| - - 0.56554 | 226.07 | 228.07 | 227.93 | 228.98 | 228.1
a

Generalize

d
3.62 - 1.12713 | 188.47 | 190.47 | 192.18 | 194.28 | 190.6
Exponanti

al

Exponanti
ated 0.88 | 1.16 | 2.6523 | 192.1 | 194.1 | 197.73 | 218.32 | 194.5
Weibull
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Kw
4 Extended 6 2.43 0.5 92.25 98.25 | 98.026 | 101.18 | 98.55

Garima

Exponenti

ated 3.22 - 0.9508 | 278.6 | 282.6 | 282.54 | 284.65 | 282.8

Garima

Garima - - 0.5585 | 319.6 | 321.6 | 321.57 | 322.62 | 321.7

Exponenti
| 0.3902 | 329.9 | 331.9 | 331.89 | 332.95 | 332.0
a

Generalize

d
3.59 - 0.7594 | 282.7 | 284.7 | 286.64 | 288.7 | 284.9
Exponanti

al

Exponanti
ated 0.25 | 5.82 | 0.28168 | 261.58 | 263.58 | 267.358 | 270.51 | 263.88
Weibull

Table 2 clearly shows that the Kumaraswamy Garima distribution has values of AIC, BIC, HIC,
AICC, and -2 logL. when compared to exponentiated Garima distribution, Garima, Exponential
distributions, Generalized Exponential, and Exponentiated Weibull. As a result, the Kumaraswamy
Garima distribution fits better than the exponentiated Garima, Garima, Exponential, Generalized

Exponential, and Exponentiated Weibull distributions.

8. Conclusion

In our research, we developed a novel distribution known as the Kw- Extended Garima, where Garima
is a single-parameter life distribution. We've also gotten the probability and cumulative distribution
functions for this new distribution. The reliability function, hazard rate, failure rate, inverse hazard
function, odd function, cumulative hazard function, r-th moment, moment generating function,

characteristic function, moments, mean and variance, Bonferroni and Lorenz curves, order statistics,
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MLE, and mean time between failures (MTBF) were then obtained based on these functions. We
plotted these functions in the R program and obtained some results in the Mathematica program. We
use maximum likelihood to forecast the parameters of the innovative model. In addition, we create the
information matrix. With the help of simulation analysis, our distribution supported the findings of the
asymptotic theory. We discovered that our unique model outperformed previous models when applied
to four real-world data sets. The Kumaraswamy Garima distribution has been shown to be superior to

the other distributions.
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